Des exercices de rentrée
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Analyse fonctionnelle

Exercice 1
1. Déterminer le développement limité a ’ordre 5 au voisinage de 0 de :
f:xm cos(x)ch(x).
2. Déterminer le développement limité a I’ordre 3 au voisinage de 3 de la fonction :
g: X B Jm .
3. Déterminer le développement limité a I’ordre 5 au voisinage de 0 de la fonction :

h: x> exp(tan x).

Exercice 2

Donner un équivalent lorsque n tend vers + o de:

S
S

Exercice 3
= . R” 5 R
On considere la fonction f : *
X X+ 2+ Inx

1. Montrer que f est une bijection, et dresser le tableau de variation de sa bijection réciproque g .
2. Etudier la dérivabilité de g, etexprimer g’ al’aide de g .

Exercice 4
Soit f une fonction continue sur R, admettant une limite finie a en —oo et une limite finie b en + « .

Montrer rigoureusement que f est bornée.

Exercice 5

Soit n e N . Déterminer la dérivée n — iéme des fonctions :

x| =

L fixe (x=1)"""In(L-x). 2. g:x x"le

Exercice 6

Xn

. . . . Inx " .
Soient n un entier strictement positif, et f : x > — . Montrer que I’on peut prolonger f en une application de classe C Ysur R L.

x° -1




Exercice 7

N . n nk? . . . iy -
Déterminer lim z ,ou a, b sontdeux réels strictement positifs et distincts.
n -+ |<:0(an2 + kz)(bn2 + k2)

Exercice 8
2 X 1
Soit f : X > J. —zdt. Déterminer les limitesde f en 0" eten + .
w In ( 1+t )
Exercice 9

Soit f:R™ — R une fonction continue. On définit g sur R ™ par g (

><|H

X
1. Montrer que ’on peut prolonger g par continuité en 0. On note encore g ce prolongement.

2. Onsuppose f dérivableen 0. La fonction g est—elle dérivableen 0 ?

Exercice 10
Soit f: x> In (1 + x2 ) En appliquant une formule de Taylor avec reste intégral, montrer que

1 2
J-1+t 1—t) g = N2

0 1+t) T

Exercice 11
Soit f e C? ([a,b],]R) N D3(]a,b[,R).Montrerqu’ilexiste Cce ]a,b[ tel que :

b-a
+

(1 (a)+ £ (b)) - L2220 po ey

12

Hint : Utiliser une fonction auxiliaire de la forme x - f (x) - f (a) - (x — a) f (a); () + (x Iza) A

ou A est une constante judicieusement choisie.

Exercice 12

Soit f Iapplication définiesur R par: V x e R, f(x)=e""

1. Montrer que f estdeclasse C” sur R, et que pour tout n e N, il existe un polyndme P, € R [ X | tel que:

2

VxeR, f(”)(x) =P, (x)e™*
Préciser degré et coefficient dominant du polynéme P, , et déterminer une relation de récurrence entre P, ., , P, et P,
2.a. A Tl’aide de la formule de Leibniz, établirque: Vv ne N* , P, ,;, = =2X P, - 2nP,_,.
b. Endéduireque: VneN*, P, = -2nP, ;.

c. Montrerenfinque: vneN, P, —=2XP,>+2nP, =0 .

Exercice 13

Soit f une application continue sur [ 0,1], dérivable sur ]0,1[ ettelleque f (0) =0 et f (1) =1.

1. Montrer que, pour tout n € N *, il existe n réels X, X,,..., X, appartenant a ]0, 1[ , deux a deux distincts et



tels que i (%) =n.

k=1
2. Montrer que, pour tout n € N ™, il existe n réels y;, y,,.., ¥, appartenant a ]O, 1[ , deux a deux distincts, en lesquels f °

n
1
ne s’annule pas et tels que Z

K=1 f’(Yk)

=nNn.

Suites numériques

Exercice 14

Calcul du noyau de Dirichlet

m
Montrer que pour tout m e N~ et pourtout t € |0, n[ : 1 + Y cos(nt) =
CI = 2 sin —
Exercice 15
4 1 1 a b
Calculer lasomme S | = z —————— . Chercher a et b telsqu¢ ————— = — + .
k(k +1) k(k +1) k  k+1
Exercice 16

- . s 1
On considére la suite (u,, )nEN définiepar uy, =0 et Vne N, u,,, = E(u” + cosu, ) -
1. Montrer que I’équation X = c0S X admet une unique solution réelle, que 1’on notera o .

2. Montrer que la suite (u n )n ,, converge.
€

3. Montrer que les suites (u n )n . et (cosu n )n N sont adjacentes.

Exercice 17

Donner un équivalent lorsque n tend vers + o de: u, = sin(\/n4 +4n3n+2n%n? )

Exercice 18
Su, -9

On considere la suite ( u, ) .
u, -1

N définiepar uy = 5,etpourtout n e N :u,,; =

ne

. 5X - . L .
1. Montrer que I’équation X = ~ 1 admet une unique solution réelle. On note o cette solution.

1 . . . S
2. Pourtout n > 0,onpose: v, = ————. Montrer que la suite (vn )n N est bien définie, et qu’elle est arithmétique.
u, — o €

3. Endéduire v, en fonction de n, puis u, en fonctionde n.

Exercice 19

Etudierlasuite(un)n Ndéfinieparu0 >0et VneN, u,,; =arctanu, .
€



Exercice 20

On considere la fonction numérique f définie par f(x)=
1. Prouver que f posséde un unique point fixe dans I’intervalle [0, 1], que I’on notera o .
2. On considere la suite (u, ) définie par u, = StV neN Uy, = f (u, ). Prouver que cette suite converge vers a.

n
3. Borner f *sur[0,1] etendéduire: Vv neN, 0<oa—u, < %[%j .

4.a. Endéduire lavaleur de n apartir de laquelle u,, est une valeur approchée de o & 10 ~3 prés,

4.b. Donner cette valeur approchée. On écrira une fonction adaptée, en Python.

Exercice 21
Méthode de Newton

Soient a et b deuxréelstelsque a < b ,etsoit f € C 2 ( [a,b], R) . On suppose que :
f(a)>0, f(b)<0, f> <0 et f>>0sur[a,b].

1. Montrer qu’il existe un unique ¢ € | a,b [ telque f (c) =0.

2. On considere lasuite (u, ), définieparu, =a,etvneN, u,,, =u, -

n

Montrer que la suite (u n ) nenN estbien définie, et converge vers c.

3. Onnote respectivement m et M le minimumde | f * | etle maximumde | f > | sur [a,b] .

. M 2
a. Montrer que pour toutentier n : 0 < ¢ —Up[4q < 2— (C - un) .
m

2

o . 1 n
b. Montrer qu’il existe deux constantes A et ¢ telles que pour toutentier n : 0 < ¢ —u,,; < A g“ .Conclure.

Exercice 22
1. Soit n e N . Montrer que ’équation x € * = n admet une unique solution x, € R.

2. Déterminer lim X, etprouverque X, ~ Inn.

n— +ow

3. Donner un équivalentde x, — Inn.

Exercice 23

n n
1. Montrer que I’équation (E ) : > x* = 1 admet une unique racine dans [ 0,1]. On posera f,(x) = ( > ka —1,eton
k=1

notera X, cette racine unique.

2. Montrer que la suite ( X ) . est monotone, et en déduire sa convergence.

s

hint On considérera, pour tout entier n € N, la quantité f ( X n) .

3. Déterminer la limite de la suite (X")n N
€



Séries numériques

Les résultats suivants pourront si nécessaire étre utilisés dans tous les exercices ci — dessous :

1. Séries exponentielles

n + 0o n

L X X
Pour tout x € C, la série z — converge absolument, et Z — =€
o on! o n!

X

2. Séries géométriques

Pourtout g € C, pourtout p € N, lasérie Z g" converge si et seulement si |q| <1.
n>0

+ 0
Lorsque tel est le cas, Z q" = 1 .
n=0 1-9

2. Séries géométriques dérivées

|
Pourtout g € C, pourtout p € N, lasérie Z ﬁq" P converge si et seulement si |q| <1
n-p)!
n>p
= nt p!
Lorsque tel est le cas, —q" P
ngp(n_p)! (1—Q)p+l

3. Théoreme de comparaison série/intégrale
Soit p € N. Soit f continue, a valeurs réelles positives, et décroissante sur [ p, + oo[.
X

Alors, lasérie >’ f (n) converge si et seulement si y lim _[ f (t)dt existe dans R.
N> p — +®

4. Théoréme spécial des séries alternées

Soit (u n ) . une suite réelle décroissante, convergeant vers 0. Alors, la série z (-1) "u, converge.
ne

Exercice 24

Etudier la nature, et, le cas échéant, déterminer la somme des séries suivantes.

2n + 3" cos(n)e " (n+1)°
L2 2 L D T
n>0 n>0 - n>0
n3 (n+1)2 n"
4. 7" 5. ZT 6. —
n>0 n>1 - n>1 -
1 4n - 2
7. _ 8. _
Zn(n 1) Zn(n? - 4)
Exercice 25



Exercice 26

Déterminer la nature de la série de terme général :

2
nn
1 un:cos[ J,aveca>0.

2n? +an +1

—4/N
2. v, =¢ .

n
3. an(l—niz] .

Exercice 27
Soit X une variable aléatoire discréete, a valeurs dans N . On dit que X posséde une espérance lorsque la série

Z k P( X = k) converge. Lorsque tel est le cas, I’espérance de X est la somme de cette série.
k>0

1. Montrer que pourtout n € N :

a. Montrer que pourtout n e N: > kP(X=k)znP(X >n).
k=n+1
+ 00
b. Endéduire que lasérie >  P(X > k) converge etque: E(X )= > P(X >k).
k>0 k=0

3. On suppose dans cette question que lasérie > P( X > k ) converge. Montrer que E( X ) existe.
k>0

4. Conclure.

Calcul intégral — intégration

Exercice 28
Calculer les intégrales suivantes :
J3
1 .3 4
X? + 2X dx
1 |l = | ———dx 2. J = _
£x2+x+1 '([,/3_4)(2

% dx 12 arcsin X
3 K = I - 4, L = _[ - dx
= Sinx cosx o 1-x
6
Exercice 29
X 2

Calculer : 1. .[ ZL , 2. .[ L )

t“-5t+4 0 2 +sint



3. ]('arctan(f/T)dt, 4. _det oua e R.

X
Note : calculer I f (t ) dt signifie ici : donner une primitive de f, sur un ou des intervalles & préciser. Pour le 2. : on pourra

t
poser u = tan E

Exercice 30

dx

SOIt I = - .
sin X + sin 2X

wlae—n|a

1/2

du
1. Mont I =
onrer aie !(1_u)(1+u)(1+zu)

(poser u = tan x).

2. Endéduire la valeur de I.

Exercice 31

nl4
1. Calculer I'intégrale | = J In (1 + tan x ) dx, a I’aide d’un changement de variable
0
échangeant les deux bornes d’intégration, et d’une formule d’addition.

2

2. Calculer I’intégrale | = ‘[ LXZ dx.
5 1+ cos”x
Exercice 32
2X 1
Etudier la fonction f : x J' — _dt:
~ In ( 1+1t2 )

1. Parité
2. Dérivée
3. variations
4

Limites aux bornes (penser au théoréme des accroissements finis...).

Exercice 33

L
2

Pour n e N ,onpose |, = J (sint)"dt .
0

N Do e Ao A . n+1
1. Montrer, a I’aide d’une intégration par parties,que: Vv ne N , | , , = > (I
n +
2. Calculer 1 et I,.En déduire lavaleur de | , pour tout entier naturel n .
. ite (1 5Croi _ sdui -
3. Montrer que la suite ( n )n . est décroissante. En déduire que 1, C I,

4. Pour tout entier naturel n,onpose w, = (n+1) 1, ;1,.

Montrer que la suite (Wn )n , estconstante.
€

5. Déduire des deux questions précédentes que | ~ — .



Equations différentielles

Exercice 34
cos 2 x
Résoudre sur R *" I’équation différentielle ( E ): (xInx)y’ + (3Inx +1)y = — .
X
Exercice 35
) 1

Résoudre 1équation différentielle : ( E ): (1+x*) y +2xy=xe'""

Exercice 36
Résoudre les équations suivantes, sur un intervalle que 1’on précisera.
1. Xzy’—yz(xz—l)eX 2. y’cosX + ysinX = cosX + sinX
3. xy +(x-1)y=x2 4. x(1-x)y’ +y=xX

, 2x , 3
5, Xy’ 4y - ———=0 6. xy’—2y=(x+1)"(x-1).
1-x*

Exercice 37
Résoudre les équations différentielles suivantes :
1. y» -4y =25, y’(0)=1, y(0)=3
2.y’ -2y +y=0 |, y’ (0)=y(0)=1

2

3.y’ —-4y=x"+1

4.y -2y’ +y=xchx, y*(0)=y(0)=0
5. ,,_2 ,+ — X X, L — —_ =O
y y y = e ”sin y (2) y(zj

Exercice 38

Pour a > 0,onnote: E, :{f e C'(R,R), f est paireet ¥ x e R, f’(x)= f(x+a)}.
a. Montrerquesi f € E_, f’ estimpaireet f > est définie et paire.
b. Montrerque: V xeR, f(x+a)=-f(a-x).

c. Montrer que f estde classe C~.

d. Montrerque f > + f = 0.Endéduireque: 3be R,V x e R, f (x) =bcosx.Déterminer alors E,

e. Déterminer F, ={f eCl(R,R), f est impairecet V X € R, f’(x): f(x+ a)}.

Exercice 38

X

Résoudre: y”> — 2y’ +y =

cos? X



Exercice 39

- X

Résoudre: y” +3y’ +2y = X

)(2 (S
Exercice 40
Trouver toutes les applications f € C* (R, R) telles que: VxeR, f(x)+ f(-x)=¢e".
Exercice 41
Résoudre sur R 1’équation différentielle : (E): 2x*y’ +y=1
Exercice 42

1. Montrer qu’il existe une et une seule fonction f de classe C* sur ]— o, 1], et qui est solution sur cet
intervalle de 1’équation différentielle : (E): x(I-x)y+(1-x)y’ =1.

2. Etudier les variations de f ; tracer sa courbe représentative.

3. Etudier la position de la courbe représentative de f par rapport a sa tangente a 1’origine.

Exercice 43

1

2

a. Résoudre sur R et R, puis sur R, ’équation différentielle : x y’> + 3y = is e ©.
X

b. Donner un développement limité au voisinage de 0 de la solution.



