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Calcul différentiel

2024 - 2025

Exercice 1

Etudier la continuité en ( 0, 0) des applications de R 2 dans R définies par :

x3+y3

a f(x,y) = x2+y?
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sin (xy) S (x,
c_ f(x,y)=| |x|+|y] (x.y) = (0,0)
0 si(xy)=(0.0)
x B xyln(x +y)si(x,y)¢(0'0
d_  f(xy) = . )
Exercice 2

Soit f : ( x, |—>arcsm( 1+ xy )}

\/1+x 1+y2

etsoit g : (X,y) > arctanx — arctany.

1. Vérifier que f est définie sur R *.
2. Calculer les dérivées partielles premiéres de f etde g.

3. Simplifier f al’aide de ¢ .

Exercice 3

Déterminer les fonctions f de classe C ! sur un domaine D de R? que I’on précisera, et vérifiant



o f , o f
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Gy (1Y) =y ay (V) (x.y)
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Exercice 4
o f

Résoudre sur R * I’équation aux dérivées partielles Z—f( X,y ) - % (x,y) =0 alaidedu
X

[}
<

changement de variable (x, y ) = (u, ve 2 J

Exercice 5

Une preuve de ’équivalence des normes en dimension finie

Partie |  Equivalence des normes sur R "
Soit n € N7, et| . | une norme sur R ". On désigne comme toujours par | . || ,, la norme
infini sur R ", définiepar: vV X = (xl,..., xn) eR", | X |, = kgﬂ[ﬁ)’(nﬂ‘ X ‘,et
I’on travaille dans I’espace (R AN I )

Q1_ Montrer qu’il existeunréel B > Otelque: vV X e R", | X | < B | X |-

hint  On pourra décomposer les vecteurs de R " dans la base canonique de R .

Q2_  Endéduire que | . | est continuede (R ", .|, ) dans (R, |.|).

Q3_ SoitS ={ X eR"/|X|,=1}
a Montrer que 1’application || : || admet un minimum o sur S .
b Montrer que o > 0.

Cc Endéduireque: vV X e R", o | X |, < | X |.

Q4_  Que peut-on conclure quant aux normes || . | et | . | ., ?



Q5_ Soit| .|, et| .|, deux normessur R ".

Montrer que | . ||, et | . |, sont équivalentes.

|Partie Il Equivalence des normes en dimension finie

Soit maintenant E un R — espace vectoriel de dimension finie n ¢ N*, B = (el, en)
R" - E

une base de E, et @ : n .
(xl,...,xn) > I(lekek

Q6 Soit N une norme sur E . Montrer que N o @ est une norme sur R ".

Q7_ Soientenfin N, et N, deux normes sur E. Montrer que N, et N , sont équivalentes.

Exercice 6
2,2
Xy 5 Si(x,y)=(0,0)
Soit f I’application définie sur R 2 par: f (x,y) = ( x24y?2 ) 2 :
0 si (x,y)=1(0,0)
e : o f of . 2 :
Montrer que f admet des dérivées partielles T et Ty définies sur R “, mais que celles-
X y
ci ne sont pas continuesen (0, 0).
Exercice 7

Etudier la continuité, ’existence de dérivées partielles d’ordre 1, et le caractéere C Lsurr?

ou R 3 des applications de R 2 ou R * dans R définies par :

xy In(|x|+|y]) si (x,y)=(0,0

a f(x, =
- (x.y) 0 si. (x,y)=1(0,0
3,3, .3
X 1Y +¢ si (x,y,2)#(0,0,0)
b_ f(xy2)-= \/x2+y2+z2
0 si (x,y,2)=(0,0,0)
Exercice 8

Fonctions convexes sur R "

Soit n > 2. Onmunit R " du produit scalaire canonique ( . | . ), de norme associée || . .



Soit f une application de classe C ! définie sur R " & valeurs dans R , convexe, i.e. telle que :
V(X,Y)e(R")?, vae[o,1], f((1-2)X+rY )< (1-R)f(X)+rf(Y).
Cette relation est appelée inégalité de convexité de ['application f .
Pour tout couple (H, X ) € (R ") 2, on définit la fonction ¢ |, y sur R par:
VteR, oy x(t)=f(X+tH).

QL a_ Montrer que ¢ ,;  est une application convexe de R dans R .

b_ Montrer que ’application ¢ _x estdeclasse C Lsur R, et calculer ¢ HoX -

C_  Endéduireque: ¢y x'(0) <oy x(1)-0y x(0).

Q2_ Montrerque: vV (U,V) e (R")? (VF(U)|V-U)<f(V)-f(U).

Q3_ Soit X , un point critique de f . Montrer que f admet un minimum global en X .

Exercice 9

Fonctions positivement homogénes

A

Une application f de R " dans R est dite positivement homogéne de degré o sur R " ssi :

\ (xl,...,xn) eR", VAeR, f (kxl,...,kxn) =L%f (xl,...,xn).
Q1 Donner des exemples d’applications positivement homogénes de degrés — 2, et 1.

Q2_  Que peut-on dire d’une application positivement homogéne de degré 0 ?

Q3_ soit f e C*(R", R ). Montrer quesi f est positivement homogene de degré o

sur R ", alors ses dérivées partielles sont positivement homogeénes de degré o — 1.

Q4_ Soit f e C*(R",R).Montrer que f est positivement homogene de degré o

sur R " si et seulement si elle vérifie 1’équation d’Euler

n n of
V(xl,...,xn)eR ,kzzllxk.an

(xl,...,xn) =af (xl,...,xn).



R, - R
t (p(t):f(txl,...,txn)'
B

On pourra introduire [’application ¢

A Paide de A, on souhaite déterminer toutes les applications f € C 1(]R z R) telles que :
2 o f o f 4 4 *
vV (x,y)eR ,xm(x,y)+ya—y(x,y)=w/x +y* (%)

QS5_  Déterminer une solution positivement homogene f .

Q6 Montrer que f est solution de (*) sietseulementsi g = f — f , vérifie:

V(xy)eR?, xZ—i(x,y)+yg—3(x,y):0.

Q7_ Montrer alors que g est nécessairement constante, et conclure.

Exercice 10

Déterminer toutes les applications f € C 2 (R, }R) telles que I’application ¢ définie par :

Q=R'xR - R
o :
(X, y) B oe(Xx,y) = f(%j
2 2
vérifie sur Q larelation: A ¢ = 0 (g+ 0 (g =0.

0 X oYy

Exercice 11
) R 2 - R

Soit f : 3 ) ) .

(X, y) P X +6x°+3y“—-12xy+9x

Déterminer les extrema (locaux, puis globaux) de f sur R 2.

Exercice 12

+el +e 7Y

_ R?2 5 R
Soit f :
(x,y)—>e”

1. Montrerque: Vte R, e' >1+t.

2. Déterminer les points critiques de f et donner leur nature. Existe — t — il un maximum ? Un minimum ?

Exercice 13

, . . ) R*—>R
Déterminer les extrema (locaux, puis globaux) de la fonction f: ( ) , ' g ( , , ) :
T, Yy)r— " +y" — r -y



Exercice 14

Pour tout réel a différentde O etde — % on définit la fonction f_ de R dans R par :

V(x,y)eR* f(xy)=(1+y+xy+ax’)e’.

l.a. Calculer les dérivées partielles premiéres de f, .
b. Endéduire que f, posséde deux points critiques, et donner leurs coordonnees.
3.a Examiner, pour chacun des deux points critiques, a quelle condition portant sur a, f, presente en ce

point un extremum local.

b. Déterminer, en distinguant trois cas, si f, présente sur R > un maximum global ou un minimum global,

et donner sa valeur en fonction de a.

Exercice 15
Soit f: R*" — IR uneapplication de classe C*, et soit Q le domaine de R * défini par
Q:{(x,y)eIRi2 x>y>0}.
On suppose qu’il existe F : Q — R telle que:
dF = f (x + y)(yzdx + xzdy) :

1. Déterminer une équation différentielle vérifiée par f sur R *".
2. Endéduire la fonction f, a une constante multiplicative prés.

3. Déterminer alors, en fonction de cette constante, la fonction F.

Exercice 16

On cherche les fonctions f : R? — R declasse C* et telles que

V(UV)ERZ,Z—;(U,V)-FZUZ—\]:(U,V):O (1)

Soit ®: R? > R? I’application définie par V(X, y) e R?, CD(X, y) = (X, y + X )
1. En déterminant son application réciproque, montrer que @ est bijective.
2. Soit f: R? »> R declasse C'.Onpose g = f o .

Montrer que f est solution de (1) si et seulement si 99 _y.

0 X

3. Soit f: R? — R declasse C'. Montrer que f est solution de (1) si et seulement si il existe

h: R — R declasse C" telle que pour tout (u,v) e R?, f (uv)=h(v-u?).

Exercice 17

Soit E =C” (Rz, }R). Soit a un réel non nul donné. Pour tout f e E, on pose



Montrer que Q définit un endomorphisme de E .

Déterminer Ker Q enposantu = x etv =y — ax.

Déterminer Q" ( f ) a I’aide des dérivées partielles successives de f.

Exercice 18

Montrer que( x, y) + (x Y, 5) est une bijection C* de (}R : )2 vers(]R N )2.
y

7 - - 2 * 2 7 =g . 2 az f 2 82 f
Déterminer les fonctions f e C ((IRQ) ,R) vérifiant : x =y -
oX oy
Exercice 19
Résoudre 1’équation aux dérivées partielles suivante :
xﬂ+yﬂ f?-x*-y>=0
O X oy
Exercice 20

Soitf:(x,y)e(Rj)2 B f(x,y)=xlny +ylnx.

11 . ..
a. Montrer que (—, —J est un point critique de f.
e e

b. Donner le développement limité a ’ordre 3 au voisinage de ( 0,0 ) de f (l (1 + X ),
e

. 11 .. .
c. f présente —t—elleen (—, —) un minimum local ? Un maximum local ?
e e

d. f présente —t—elleen (l lj un minimum global ? Un maximum global ?
e e

%(1+ y)j

Exercice 21

On pose ¢: R’ x}—gg{ - R xR,(r,0)— (rcos(e),rsin(e)).

a) Montrer que ¢ est de classe Z ' et bijective.

b) Soit f une application de classe C ' sur R’ xR, et g = fo¢. Que peut-on dire de g ?

c) Calculer les dérivées partielles de g en fonction de celles de f.

d) Résoudre sur R} xR 1’équation aux dérivées partielles : (E ) —yg-i- xg =0.

or Oy

Exercice 22

Soit f: [—1,1]><]R — ]R,(:c,y) — 1zt —1—2? COS(y).
On remarquera que f est continue sur [-1,1]xR etdeclasseC ' sur |-1,1[xR.

a) Déterminer les points critiques de f sur [0,1]x[0,7].



b) Calculer f{gﬁ]—f(xy) f présente-t-il en (?nj un maximum global ?

c) Quel est le signe de f(0,y)-1 ?

Donner un développement limité a I’ordre 2 au voisinage de 0 de z +— f(:L’,ﬂ')
f présente-t-il en (0,7) un extremum local ?

d) f présente-t-il en (0,0) un minimum global ?

e) Soit y, €[0,7]. f présente-t-il en (1,4,) un extremum local ?

On distinguera les cas : y, <§,y0 > % Yo = %



