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Exercice 10

Déterminer toutes les applications f e C ? (R, R) telles que I’application ¢ définie par :

Q=R*xR - R
¢ - y
(X,Y) = (p(x,y)=f X
2 2
vérifie sur Q larelation: A @ = 0 (g+ 0 (,[2> = 0.
0 X oy
Q=R*xR — R
On note ( ) y - L application ¢ = f oy est définie et de classe C? sur R™ x R et on calcule pour tout
X,y B =
X

YR @ Y (3) e 28 (Y] (8 D0 _ 1,
() e xr: Do) ==L (L] L0 =2 (L) (L] Do) - 21

2
ox T

& —L > g — 1 Qy ’ Y y2 29 Y
ayZ(x’y)_xzf (xj-EtdoncAw(:v,y)—w—Q(?f [;)Jr{um—?jf (EJ]

Il estimmédiatque V (z,y) € R* xR, A¢(z,y) =0 < Ve R,2¢f (t)+ (1+t”)f7(t)=0.

8] |<

)

C’est-a-dire que ce laplacien est partout nul si et seulement si f > est solution sur R de I’équation différentielle

2t e . , . el .
! >y = 0.0n trouve sans difficulté pour solutions de cette équation différentielle les fonctions ¢ — a =
1+t

+ = a R,
1+t

Y

ce qui donne pour fonctions f € C* (R, R) tellesque Ag = 0 lesfonctions f: ¢ ~— aarctan (t) + b,00 (a,b) € R*.

Exercice 11

. R? - R o . )
Soit f : , , . Déterminer les extrema (locaux, puis globaux) de f sur R <.
X,¥y) = x2+6x°+3y%-12xy+9x

Détermination des points critiques

L’application f est de classe C* sur I'ouvert R 2, ses extrema sont atteints en des points critiques.

of
—(x,y):O 2 _ 2 _
Soit (x, y) € R2.Ona OX @{x +4x—4y+3_0©{x —4x+3_0(subst.)'
—(x,y):O y =2X y =2X
oy

x(Xy) =0 x=3oux=1 __ o .
d’ou =S y = 2x . Ainsi f admet exactement deux points critiques, & savoir les points A = (1, 2) et
—(x,y)=0 -

Q2P




B=(36).
Etude locale au voisinage de A
Oonaf(l+h2+k)=(1+h)’+6(1+h)>+3(2+k)>-12(1+h)(2+k)+9(L+h),cequidonne:
f(1+h2+k)=-4+3(k>-4hk+3h%)+h? etdonc:

fLeh2ek) = —ax3((k-2n)? =) ro(](hk))

(h,k) > (0,0)
— _ 2 2 2
oo (A 3((k=2m)f 0o ([(h )]
Onendéduitque:f(A+(h,2h))h<Of(A),etquef(A+(O,k))k>0f(A).
h=0 k =0

Dans tout voisinage de A, il existe des points M telsque f (M ) < f (A), etdes points M telsque f (M) > f (A).La

fonction f ne présente en A ni minimum local, ni maximum local : A est un point col.

Etude locale au voisinage de B
Deméme, f (3 +h,6+k)=(3+h)>+6(3+h)*+3(6+k)*-12(3+h)(6+k)+9(3+h),dou

f(3+h6+k) o 108 + 3(11h? —12hk + 3k?) +h?

(h,k) > (0,0)

S0 T(B) 3((k —2h)% 4+ 7h2) + 0(||(h,k)||2)

Ona f (B + (h,k)) > f (B) :lafonction f présenteen B un minimum local.
(h.k) > (0,0)
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Existence d’extrema globaux
La fonction f n’admet pas de maximum local ; a fortiori, elle n’a pas de maximum global.



On observe que, par exemple :  lim f ( X, O) = lim ( x3+6x%+9 x) = — oo . Ceci assure que f n’admet pas de minimum

X = —oo X = —oo

global.

Exercice 12
. R2 5> R
Soit f : .
(x,y) > e*+e¥ +e "7

1. Montrerque: Vte R, e' >1 +t.

2. Déterminer les points critiques de f et donner leur nature. Existe —t — il un maximum ? Un minimum ?

1. Onétudielafonctiont > e' — 1 + t.

2. o Détermination des points critiques de f :

La fonction f estde classe C ! sur 'ouvert R 2. Soit M = (x, y) = R 2 ;dire que M est un point critique de f, c’est dire

T xy)=0

x Y= eX —e XYV =0 e2X*t¥ =1 2X+y=0 o

que:(*): of .Ona(*)c» y ey = X+ 2y = ’ _O,etl’onendedult
@(X'y)zo e’ —e =0 e =1 X+ecy=

immédiatement que O = (0, 0) est I'unique point fixe de f.

¢ Nature locale du point critique :
Ona:
2 2

fF(xy) = {1+X+%+0<X2)j+[1+y+y7+o(y2)]

(xy)—>(0,0)

+{l—(x+y)+%+o((x+y)2)}

= 3+ x2

(x,y) > (0,0)

_ R )
onZan 3] 3yt eo(loenl)

SRICUR RS R ET

Fxy eyt so(le vl

(x,y) > (0,0)

T
Pour ( x, y) auvoisinagede (0,0), f (x, y) estsupérieur ouégala f (0, 0). Ainsi, la fonction f présenteen O un

minimum local.

2
+ 342 > 0 ne suffit-il pas ?)

~

2
" L’argument précis est : (x + %] + % y 2 > 0 pour (x, y) non nul (et au voisinage de O ). Pourquoi (x + %j

e Extrema globaux de f:

o Lafonction f n’admet pas de maximum local. A fortiori, f n’admet pas de maximum global.

oo D’aprés la question 1., pourtout ( x,y) e R? f(x,y)2(1+x)+ (1+y)-(1-x-y)=3=f(0).

On en déduit que f présente en O un minimum global.

Exercice 13

R? >R
Déterminer les extrema (locaux, puis globaux) de la fonction f : 3 3 ) 9\
(:r,y)b—>x'+y —6(I -y )




La fonction f estde classe C* sur I'ouvert R 2, ses extremums locaux sont donc parmi ses points critiques.

0 e . -
Ona , on en déduit facilement que les points critiques de f sont:

of _
E(x’y)_()@{ggﬂ—mx
of 3y2 + 12
Z(z,y)=0 y- +lay
o (7 Y)

A=(0,0),B=(4,0),C=(0,-4),D=(4,-4).

3

Comme 0 correspond a un maximum localde z — z° — 6 22, etaun minimum localde y — y* — 6y2, A ne correspond

pas a un extremum local de f.Mé&me raisonnement pour D .
En revanche, 0 correspond & un maximum local de z — z® — 6 22 et —4 & un maximum localde y — y* — 6y 2, donc C

correspond a un maximum local de f .

De méme, B correspond & un minimum local de f.

Exercice 17
. w 2 . , ) of of
Soit E =C (]R ,]R).Son a un réel non nul donné. Pour tout f € E,onpose: Q( f) = F™ + aa— .
X y
1. Montrer que Q définit un endomorphisme de E.
2. Déterminer Ker Q enposantu = x etv =y — a x.
3. Déterminer Q" ( f ) a l’aide des dérivées partielles successives de f.
of of o 2 ) .
1. Pourtout f € E, M et rm sont dans C (IR ,R) : Q est bien définiede E dans E.
X y
Soient f,g € E,et A € R.Posons h =A f + g.0Ona
o(r f + o(rf +
Q(h)y=Q(rf +g)= ( g)+a( 9)
oX oy
:}L£+a_g + a )\‘ﬂ_i_a_g = A ﬂ+aﬂ+5_g+aa_g
oX oX oy oy oX oy oX oy

=20(f)+9a(g),

donc Q est linéaire : [Q définit un endomorphisme de E |

2. Lapplication ¢: (X, y) > (X, y —ax) estclairementun ' - difféomorphisme de R 2 sur lui — méme, et sa bijection
réciproque est w: (u,v) > (u,v +au).Posons f = g oo ;onadoncpourtout (x,y) e R?,
f(x,y)=9g(x,y—-ax).Alorspourtout (x,y) e R?:

f og og of a9
—(x, =—=(x,y —a —a—(x,y —a t — (X, =—=(x,y —a .
6X(X Y) au(xy x) av(xy x)e ay(x Y) 6V(Xy x)

Par suite,
v(x,y)eRZ,z—i(x,y)+a%(x,y):OQV(x,y)eRz,Z—g(x,y—ax):o

@v(u,v)eRZ,g—g(u,v):O
< 3IAcC”(R,R), V(u,v)eR?, g(u,v)=A(v)

QHAECW(R,R),V(X,)/)ERZ, f(x,y)=0gc¢(x,y)=A(y-—ax):

Le noyau de Q est I’ensemble des fonctions f : (x,y) +— A(y —ax), A décrivant C” (R, R)|.




3. Onva prouver, par une récurrence analogue a celle établissant le formule du bindme de Newton, la relation :

n n
ereman(n- § (Dar 2

X n-k a y k *
0 o (0) _, o°f . . -
Pourn=0,Q°(f)=1d.(f)= > a PP est une évidence. Supposons le résultat acquis a un rang
X y

n € N. Alors

Qv t(f)=a(a"(f))

Il

(e
VR
=~
HM:
o
VR
~ =5
N—
s3]

=
o))
>

=
R
~| =
o™
<

=~
N——

4 n onf 4 n onf
0 ak — =~ 0 ak — =~
[kzo(kj ax”kaykJ [kzo(kj ax”kaykJ

0 X 0 X

o (N« o"f o (M) ket o" f .
[kja P n+1—ka k+ Z [k}a P n—ka k+1"
k=0 X y k=0 X y

pour la derniére étape, on a utilisé le théoréme d’interversion de Schwarz, licite puisque f est de classe C .

Il
[ M

On continue :
n n n n+1 n n
ari(0)= 3 (7)ot it e S (e
o Lk OX oy ik -1 OX oy
n+1 n ‘ anf n+1 n ‘ 6nf
a’ —— + amn—
k axn+1*kayk o k_l axn+lfkayk

n+1 n n n
Enfin, Q"*! (f)=> + ak ot , et la formule de Pascal permet d’en conclure que
ax n+1-k a y k

n+1 n 1 n
Qn+1(f): Z ( * jakLk,cequi achéve la récurrence.
oX oy

Exercice 19

Résoudre I’équation aux dérivées partielles suivante : (X 6a_f +y Z—fj f2 x> -y2=0.
X y

On va résoudre cette équationsur D = R’ x R par exemple.

Vue la symétrie des données, passer en coordonnées polaires semble logique. On pose donc pour ( P, 6) e R" x }—

N

g(p,0)= f(pcosO,psin0).Lafonction g ainsi construite est de classe C*, et ’ona pourtout (p,0) € R x

l—l_l f\)|?—1
N3
N a
1

Z—g(p,e) = cosO%(pcose,psine) + sine%(pcose,psine)

et

og N § . of .
6e(p,e)_ psmeax(pcose,psme)+pcoseay(pcos€),psm6)...




cette deuxieme expression étant établie pour la beauté du sport, car, en observant la premiere, on voit que f vérifie

(Xg—f + yg—fJ f2 - x? - y2 =0sur R? \{(0,0)} si et seulement si I’on a
X y

* T T 2 og
R -— =1, ,0)—(p,0)=p.
sur x} > 2{ g (p )ap(p ) p

Ceci est réalisé si et seulement si il existe une fonction A: }— [ — R declasse C* telle que pour tout

N a
N3

(p,0)e RIx[0,2x][, %93(;),6) = %p + A(9).Alors,

f est solution de (xg—f + yg—fJ f2 - x? - y2 =0sur R? \{(0,0)} si et seulement si il existe une fonction
X y
) T 1 _ 33,2 2 y
A: 5y — R declasse C* telleque pourtout (x,y) e D, f(x,y) = E(X +y )+3A arctan = | .
X

Exercice 20

Soitf:(x,y)e(Rf_)2 B f(x,y)=xIny + ylnx.

i

Montrer que (l 1) est un point critique de f.
e e

@ |-

(1+ y))

b. Donner le développement limité a ’ordre 3 au voisinage de ( 0, 0) de f [l (l + X ),
€

o

) 11 . .
f présente —t—elle en [—, = | un minimum local ? Un maximum local ?
e e

o

. 11 . .
f présente —t—elle en [—, —j un minimum global ? Un maximum global ?
e e

a. Pour le méme prix (enfin, ca complique quand méme un peu les choses), prouvons que [1 lj est le seul point critique de f.
e e

*

2
La fonction f est de classe C*, et, pour tout (x, y) € (R +) , (x, y) estpoint critique de f si et seulement si

grad (f)(x,y)=0 (*).

X
|ny+X:0 x:_L Inx < 0 et x= In x
X Iny X
Ona (*) < Ny =N = In[_lnxj’
nx +==0 y:_i
y In x X
y:
In x
Inx< 0etl= !
Inx)(In(x)—-1In(=1Inx
dou (*) < ( )( (x) ( )),etenposantu:lnx,
X
y=--—




[t
A
o
@
@
c

—~
c
|
=3
—_
|
c
N—
N—
Il
[35Y
c
AN
o
95}
~—+
c
|
=3
—~
|
c
N—
|
|
Il
o

* ) & =
(i x o
In x In x
En étudiant la fonction u—~ u — In (— u ) — = sur R/, on constate qu’elle est strictement croissante et s’annule en —1 ; elle
u
ne s’annule donc qu’en ce point, par conséquent( * ) = y = X < i :
In x y = —
e

(l, lj est bien ’unique point critique de f
e e

b. Ona

f(1(1+x),

e

@ |+~
@ |+~

(1+ y)):%{(1+ x)ln( (1+ y)j+(l+ y)ln(%(l+ x)ﬂ

:%[_z_x—y+(1+x)ln(l+ y)+ (L+y)In(1+x)]

<°f°>%{‘2‘ A X)(y‘%Z*y?BJ*(l* ”(X-%+%H+o(u<x,y>n3),

d’ou

c. D’apres ce qui préceéde,
1 1 11 1( x? y? 2
f(g(l'f'x),g(l'i‘ y))(oyzo)f(g,gj'f‘g[—?'l'2Xy—7j+0(”(X|y)”)
T A - I S B )

(o,_o)f(e’ejJre( 2(X 2y) 27 J+ (”(Xy)” '
On en déduit que f(%(1+2y),
etf(l(ler),Ej = f[l,lj—ixz+°(xz>,

e e)x-0 e e 2e

d’oﬁbiensﬁrf(l(1+ 2y),1(1+ y)) > f(l,l)etf(l(l+x),lj < f(llj
e e y >0 e e e

e X —>0

- - 11y . . . - . 11
Ainsi, dans tout voisinage de (—, —) , il existe des points en lesquels f prend des valeurs strictement supérieures a f (— —j ,
e e e

. o . 11
et des en lesquels f prend des valeurs strictement inférieures a f (— —] :
e e

. } 11y . . Lo
la fonction f ne présente en (—, = | ni minimum local, ni minimum local
e e

d. f n’admettant pas d’extremum local, elle ne risque pas d’avoir des extrema globaux.



Exercice 21
On pose ¢: R’ x}—% 5[ — R’ xR, (r,0) — (rcos(8),rsin(0)).

a) Montrer que ¢ est de classe C ' et bijective.
b) Soit f une application de classe C ' sur R? xR, et g= fo¢. Que peut-on dire de g ?
c) Calculer les dérivées partielles de g en fonction de celles de f.

of  of

d) Résoudre sur R} xR 1’équation aux dérivées partielles : (E ) _y8_+ = 0.
T Yy

Solution

a) On vérifie facilement que ¢ est bien a valeurs dans R’ xRR..
¢ estdeclasse Z ' car ses composantes le sont.

Soit (z,y) e R} xR et (r,0) e R’ x }—% 5{ Onaalors:

{x:rcos(a) Tty =1 r=+az’+y’°

= (car z#0) = y
6@ = Arctan (—

T
y=rsin(0) g:tan(e) j (car r>0 etee}—?g{)_
v T

¢ est donc bijective de bijection réciproque : ¢~ 1R} xR,(z,y) > R} x }gg{ — [ 2> +v°, Arctan (ED :
X
Remarquons que ¢~ est elle aussi de classe C .

b) ¢ estdeclasse Z ' comme composée d’applications de classe C '
c) On calcule avec la régle de la chaine (et en notant z et y les deux composantes de ¢) :

09 _0x0f oy of 9% —cos(49)ﬁ+sin(6?)ﬁ
or oOrodx O0roy ., .. . . or oz oy
o9 ox af 3 af , ¢’est-a-dire : 5 of o
99 _ 9 29 — _rsin(6)=L+rcos(8) 2L
00 86 oz 86? Jy 00 ox oy
. or or =~ 0y
ce qui donne : 5 5 o

00 Yor oy

d) On remarque que (E )@%ﬂ)@ahec '(R,R),V(r,0)eR; x}

w|a
SE
-
Q
—~~
33
e
N—"
Il
>
—
=
N—"

Crest-a-dire : (E )@%z()@ﬂhec '(RL,R),V(2,y) e R, xR, f(z,y)

Il
=
—_
&m
+
<
)
S~

Exercice 22

Soit f: [—1,1]><]R — ]R,(a:,y) — ozt —\1—27 COS(y).
On remarquera que f est continue sur [-1,1]xR etdeclasseC ' sur [-1,1[xR.
a) Déterminer les points critiques de f sur [0,1]x[0,7].

b) Calculer f{?ﬁ)—f(xy) / présente-t-il en (@n} un maximum global ?

c) Quel est le signe de f(0,y)-1 ?




Donner un développement limité a ’ordre 2 au voisinage de 0 de z — f(z, 7).
f présente-t-il en (0,7) un extremum local ?

d) f présente-t-il en (0,0) un minimum global ?

e) Soit y, €[0,7]. f présente-t-il en (1,4,) un extremum local ?

On distinguera les cas : y, <§,yo > % Yo :%.

Solution

a) On calcule pour tout (z,y)€[0,1[x[0, 7] : %(x,y):2x+ — cos(y) et g—i(m,y):—MSin(g/).
De sorte que %(ag,y)z()@(y:()ouy:yr).

Siy=0, %(m,y)zO@sz— — s r=0.

Siy=r, g—];(x,y):0<:>2x: — @(szouxz?J.

B

Les points critiques, pour la zone étudiée, sont donc les points : (0, 0), (0, m) et (77ZJ .

Remarque : nous allons étudier ces trois points ainsi que ceux tels que x =1. La régularité de f montre qu’il
suffit d’étudier ces points pour déterminer les extremums éventuels de f .

b) On calcule : f{?,ﬂ}=%+%zz. f{?,ﬂ)—f(x,y)zz—xg+\/1—x2 COS(y)Zg—l'Q—\ll—:EQ :

Or Z—gﬂ_\/l—qﬂ :[%_Jl—gﬂj >0. Donc pour tout (z,y)e[-1,1]xR, f[?,;r}—f(x,y)zo o f

. 3 : L 2D
présente en 7,72’ un maximum global égal a 1
c)Onapourtout yeR : f(0,y)—1=-cos(y)-1<0.

2
On calcule f(x,;r):xQ +1=27 1201+%+0($2).

On déduit de ces calculs, avec f(0,7)=1, d’une part que f(0,y)—f(0,7) est négatif au voisinage de y =7,
d’autre part que f(z,7)—f(0,7) est positif au voisinage de z=0. (z,y)— f(z,y)—f(0,7) change donc de
signe au voisinage de (0,7) : f ne présente pas en (0,7) d’extremum local.

d)Ona f(0,0)=-1, et, pour tout (z,y) e[-1,1]xR, f(z,y)=2 —ﬁcos(y)z 2 —\1-a* .

La fonction ¢:t — t—+/1—1 est clairement croissante sur [0,1], donc pour tout ¢ €[0,1], t—~/1—t > -1, et
donc, pour tout (z,y) e [-11]xR, f(z,y)=>f(0,0).

f présente donc en (0,0) un minimum global égal a —1.

e) On calcule : f(L,y,)=1.

Premier cas, y, € {Og{ : Au voisinage de y, ona cos(y)> 0, donc au voisinage de (1,y,) ona:

z* —1-2’ cos(y)<2” <1.Ce qui montre que f présente en (1,y,) un maximum local égal & 1.




Deuxiéme cas, y, € :|g72':| : On pose a =—cos(y,)> 0, donc pour y proche de y,, —cos(y) < % >0.0na

alors f(l,y())—f(x,y)zl_lﬁ+MCOS(y):M(erCOS(y))SM(ﬁ—%j.

Comme pour 2z suffisamment proche de 1 ona v1—2° < %, on en déduit qu’au voisinage de (1,4,), ona

f(Lyy)—f(z,y)<0. Cequi montre que f présente en (1,y,) un minimum local égal a 1.
Troisiéme cas : y, :% .Onpose u=+1-2* et v=cos(y), de sorte qu’au voisinage de (1%) , U Se

rapproche de 0" et v se rapproche de 0 en changeant de signe.

Au voisinage de [1%) f(l, gj—f(xy) =’ —uv est du méme signe que

9:[0,1]x[-1,1] > R,(u,v) — v* —uv au voisinage de (0,0).

Or pour ¢>0, g(¢,0)>0 et g(¢,2t)<0 : donc g change de signe au voisinage de (0,0), ce qui montre que f

. 5 T
ne présente pas d’extremum local en (1, Ej .

10



