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Exercice 1

Déterminer la nature de la série Z u, dans chacun des cas suivants :

an(n (7)) SN R

- 5 n e
n3
n
1 1
LooUp= . 5 un:[l——J .
3 Jgn
n“(lnn)2

Exercice 2

Nature, et le cas échéant somme, de la série z u, , dans chacun des cas suivants :

1 1
“ T irn)(ne3) bt '”(1‘,1_2]'

1+n+n?

3
n 1
% u, = YR 6 * u, = arctan (—J

Exercice 3

Soit (U ), 1y Une suite de réels positifs.

Un

Montrer que les séries z u, et Z ont méme nature.

n=0 nsol+u,

Exercice 4

n-1 , . -
Onpose pourtout n e N*, u, = arccos( J Déterminer la nature de la série Z uy,.

nx1
Exercice 5
. » (-1)"
Nature de la série de terme général : ———"———.
n** +sin(n)
Exercice 6
. i . L ) ] . 1+1+...+1
Soit a un réel strictement positif fixé. Déterminer la nature de la série Z a 2 n
n>1
Exercice 7
ug € [0, 7]

1. Montrer que la suite (un)neNdonnéepar: YN U g cos(u )
» Yn+l T+ T n

2. Déterminer la nature de la série de terme général u, .

converge vers 0.




Exercice 8

nﬁ

Soit a > 0 et B € R . Déterminer la nature de la série z u, determe général .
n=1 a(l+a)...(1+a")

Exercice 9

Soit (u, ) ., une suite de réels positifs, de limite nulle.

Onnote D I’ensemble des réels o > 0 tel que la série de terme général u ;" est convergente.

a. Montrer que si D estnon vide, alors il existe un réel s telque: D = [s, +oo[,0ubien D = |s, + o] .
b. Donner un exemple ol D est vide, et un exemple ou D estégala D = |0, + oo,

c. Donnerunexempleot s > 0 et D = |s, + .

d. Donnerunexempleot s > 0 et D =[s, + .

Exercice 10

. . . z 1 1
1. Montrer que pour tout n entier strictement positif : j [z—tz - tj cos(nt)dt = — .

2
0 T n

sin(zm +1)t
m \ = rT-)"
2. Montrer que pour tout m € N*etpourtoutt € ]O,n[ : Z cos(nt) = ~3 + t
n=1 sin —
2

- +®

T
3.a. Soit f une application de classe C* sur [O, n],avaleurs dans R . Montrer que : N lim _[ f(t ) sin (M ) dt =0.
0

2it2 —t
b. Montrerque f: x — £r peut étre prolongée en une fonction de classe C* sur [O, n].
sin —
] + o0 1 TCZ
4. En déduire que — = —.
ngj_ n 2 6
+ o0 1 + 1
5. Endéduire enfin )’ -~ et —_—.
n:1(2n) n:0(2n+1)
Exercice 11
* n 1
Onposepourtoutn e N : a, = .
pose p " kZ:‘,l —

1. Déterminer lim a,.On pourra penser aux sommes de Riemann.

n—+w

. n (_1)k+1
2. Pourtoutn e N",onpose: S, = > —
K =

a. Montrer que pourtout n e N": S, =a,.

)k+l

- . , -1
b. Retrouver alors la somme de la série harmonique alternée Z (T
k>1



Exercice 12

n
Pourtout n € N”, onpose v, = > Ink.
k=1

1. A l’aide d’une intégrale, montrer que V , est équivalenta n In n quand n tend vers + « .

n
2. Pourtout n € N, prouver I’égalité : |n(”+%/(n+1)!)—|n(“n!)= 11{|n(n+1)—12 In(k)J.
n + n

_ 1) n
3. Etudier la convergence de la série ( .
nzz:l n\/ n!

4. Montrerque v, =nln(n)-n+o(n).

5. Etudier la convergence de la série de terme général

1

Exercice 13

. e (-1)"
SO|ent(un)n>l, (V")n>1 les suites définies par : VN1, u, =v, = —=—=—.

Montrer que les séries z u, et z v, convergent, mais que la série produit de Cauchy de ces deux séries est divergente.

nx>1 nx>1
Exercice 14
+ 0 +x
A Taide de produits de Cauchy, calculer : LY (n+1)37", 2. Y (n+1)(n+2)37".
n=20 n=20
Exercice 15
Soit (a,) . e (R+)N* une suite de réels positifs. Pour n ¢ N*,onpose: b, = 1 i ka,
nen n(n+1)¢=

n
Toujourspour n € N*,onnotera A, = > a, et B, = > by .
k=1 k=1

1. Déterminer, pour tout entier n € N *, une relationentre A, , B, , et b, .

2. Montrer que les séries numériques Z a, et z b, sontde méme nature. En cas de convergence, comparer leurs sommes.
nx1 nx1

Exercice 16
On considére un réel a non nul. Déterminer, en fonction de a, la nature de la série de terme général u, = a Linn] .

1. lorsque a est strictement positif ;

2. lorsque a est strictement négatif.

Exercice 17

1. Prouver que la série Z (—1)n In (1 + lj converge.
n

nx1

2. Calculer sa somme.



Exercice 18

Sur la série des restes d’une série convergente

+©
Soit (u n )n oy une suite réelle a termes positifs telle que la série Z u, converge. Pour tout n € N ,onpose R, = 2 Uy -
n>0 k=n+1

n n
1. Soit n e N.Exprimer » R, — > ku, enfonctionde n etde R, .
K=0 K=1

2. Montrer que si la série z R, converge, alors la série z nu, converge.
n>0 n>0

3. On suppose que la série z nu, converge. Quevaut lim (n+1)R,?

n + oo
n>0 -

4. En déduire que les séries z R, et z nu, sontde méme nature, et, qu’en cas de convergence, elles ont la méme somme.
n>0 n>0

Exercice 19
On considere, pour tout n € N, I’équation ( E, ): xe" =1,

1. Montrer que, pour tout n € N, cette équation admet une unique solution réelle x, .

N

Montrer que la suite (x n ) N admet une limite ¢ et déterminer cette limite.
ne

3. Déterminer la nature des séries numeériques »_ X, et > x,°.

4. Donner un équivalent simple de x, lorsque n tend vers I’infini.

Exercice 20

oAt

Onposepourtout n e N°., u, =
! -([t(t+n)

dt, ol {t} estla partie fractionnaire de t.

1. Montrer que la suite (u n ) N est bien définie.

ne

2. Etudier la suite (u n ) - et trouver un équivalentde u , en + .

ne

Exercice 21

1

Pourtout n € N, soit p, le nombre de chiffres dans 1’écriture décimale de n . Déterminer la nature de la série Z 10 —nPr

Exercice 22

Soient z u, et Z v, deux séries & termes réels strictement positifs.

un+l < Vn+l

un Vi

1. On suppose que ’on a pour tout n assez grand, et que »_ v, converge. Montrer que »_ U, converge.

3. Regle de Raabe — Duhamel

un+1

S A
On suppose qu’il existe un réel A > 1 tel que pour tout n assez grand, <1 - —. Montrer que Z u, converge.
n

n

u
4. On suppose que pour tout n assez grand, ———

1 - .

> 1 — =. Montrer que la série Z u, diverge.
n

n



Exercice 23

Transformation d’Abel

n
Soient ( a,, )HEN et (b, )HGN deux suites réelles. Pour n e N,onpose A, = > a,.

k=0
n n-1
1. Montrerque: vV ne N, > a, b, = > A, ( b, - bk+1) +A,b,.
k=0 k=0
2. On suppose que :
. Lasuite (A, ) est bornée.
neN
o La suite (bn )n , est décroissante et converge vers 0.
€
a_ Montrer que lasérie > A, (b, — by, ) converge absolument.
k=0
b_ En deduire que la série Z a, b, converge.
nx>0
: * . - sin n
3. Soit a € R . . Etudier la nature de la série Z —.
n>1 N

Exercice 24
Soit la suite (un)nEN définiepar: uy € |-1,0[; VYneN,u,,; =u, +u;.
1. Etudier lafonction f : x - X + x 2. Montrer la stabilit¢ de I"intervalle ] 1, 0 par f. En déduire que pour
toutne N,u, € ]-1,0].

2. Montrer que (u, ) , converge, et donner sa limite.

3. Endéduire que la série Z u n2 converge, et exprimer sa somme en fonction de u .
n>0

n

4. Déterminer I’ensemble des réels X pour lesquels z u, X converge.

5. Etudier lasérie . (-1)"u,.
1 1 -

6. Onpose a, = — — . Montrer que (an ) converge vers une limite (.
n u n+1

n
7. Onadmetque lim 1 Z a, = (.Endéduire un équivalentde u , .
n—+wo N p-1 P n

8. Démontrer le résultat admis en question 7..

Exercice 25

Trouver un équivalent simplede u,, = par deux méthodes différentes.

1
k:§+1 \/?

Exercice 26

. R u n
Smenta>Oetb>0te|squea+1<b,u0>O,et(un)n NuneSUIteverlflantVneN, n+t_nN*a
€

Unp

o Upta
1. Donner un équivalent de In [ ne j en + o,

Uy




N

. 4 Uk 41 S .
Montrer que lim > In = — oo, etendéduireque lim u, = 0.
n—>+ook:0 uk n— +wo

Vn+1

3. Onpose o = b — a,et, pourtout n € N, v, = n®u,.Montrer que la série z In{
n

] est convergente.

4. Montrer qu’il existe A > 0 telque u, ~ ——. Endeduire la nature de la série numerique Z u,.
n—>+o n
N
5. Calculer la somme de cette série a I’aide de Z n (Un+1 - u, ) +bu,,; —au,.
n=0

Exercice 27

oy [, G 1
Onposepourtout n e N*, u, = [] 1+T ,anzgetan:Hn—lnn.
k=1 k-1

1. Montrer que pourtout n € N*, u, > 0.

2. Montrer qu’il existe oo > 0 tel que

—In (1 + 1] = — + o(ij,eten déduire que la série de terme

n + n n?

général a, ,, — a, converge, puis que (an ) converge.

w

k-1

n _ 1 n

Montrer que In (u N ) = Z % -5 a, + Z W, ,0U W estle terme général d’une série convergente.
k=1 k=1

4. En déduire la nature de la série z u, .

Exercice 28
(-1"
+(-1)"n®

Soit (a,b) e R 2 Nature de la série de terme général u,, = -
n

Exercice 29

n

Onnote, pourtout n e N, S, = Z cos(k),etonfixe p e R ;.

k=0
N cos(k n-t
1. Montrer, pour tout entier n > 2 : Z ([s ) = S_% + Z Sy iﬁ — ;ﬁ -1,
K=1 k n K =1 k ( k + 1)
o . . cos(n)

2. En déduire la convergence de la série numérique Z —
n
Exercice 30

1. Etudier la suite ( u, ) - définie par la donnée de son premier terme u, € } 0, g} , et par la relation de
€

récurrence: Vv ne N, u,,, = sin(un) .

o o

2. Pourne Neta e R ,onpose: v, = U,,; —

Montrer qu’il existe un unique o tel que (v n )n . converge vers un réel non nul .
€

3. Endéduire un équivalentde u,, lorsque n — + o .



