Colles MP

Exercice 3

1. Montrer que pour tout n € N*,l’équation e’ = n - x admet une
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unique solution réelle positive, que I’on notera X, .

2024- 2025 Suites ; fonctions réelles 2. Donner les trois premiers termes du développement asymptotique de X, .
Exercice 1 Exercice 4
. T T , , . . 1
Soient 6 € e un réel et a un réel strictement positif. Soit (m ) la suite définiepar z, >0 et Vne N,z , =z, +—
"/JpneN ! n + n '
On définit deux suites (u et (v ar :
init deux suites (u, ) _ et (v, ) _ P 1. Montrerque z, ~ /27 .
e Vg =a, Uy =V,ycCos0 ;
2. Sans calculatrice, montrer que 45 < X000 < 45,1.Rq: 452 = 2025 et
U, + Vv,
ee VYV neN, u =—— ¢ v :/vu .
"t 2 "l nond 451 = 2025 + 9 + — .
1. Montrer que pour tout n € N, v, =v cos[i) etu, =V cos(i]
' oot 2" nooo 2n ) Exercice 5
2. Simplifier Iexpression de v, x Sin(zinj' Soient A e ]R: ,et f une application définie, continue sur I’intervalle ouvert
I =]-A,A[, avaleursdans R.Onpose J =1 R’ ,etl’on suppose que :

3. DéterminerIalimitedessuites(vn)n Net(un)n N
< < . Vxel,0<f(x)<x.

Exercice 2 oo f admeten 0 un développement limité de la forme :

_ _ k k
1. Etudier la suite (un )n N définie par la donnée de son premier terme f (X) 0 x—axo+0 ( X ) '
€

- ) ) ol a e R et k estun entier strictement supérieur & 1. Soitenfin u, € J.
Ug € }OE} , et par la relation de récurrence: ¥V ne N, u, ., = sin (u n) .

1. Montrer que I’on définit bien une suite ( Up ) y ar la donnée de son premier
ne

o a

2. Pourne Neta eR ,onpose: v, = Uy, — Uy .
terme u , et par la relation de récurrence :

Montrer qu’il existe un unique o tel que (v n ) \y Gonverge vers un réel non nul .
ne vneN, u,,;=f(u,).

3. Endéduire un équivalentde u , lorsque n — + oo .
Prouver la convergence de la suite ( Un ) N et déterminer sa limite.

ne




: —uP . —yb® - -a)?
2. Pourne NetpeR ,onpose: v, =u; ., —Uy. f(b)— f(a)+bza(f'(a)+f'(b))—(b1a) f"'(c).

2
Montrer qu’il existe un unique B € R tel que la suite (vn )n _y converge vers un réel Hint : Utiliser une fonction auxiliaire de la forme
1 , , _ 3
non nul . En déduire alorsque u, ~ ((k —1)an)i-k . X = f (x) - f (a) - (x - a) f (a) ; f (X) + (X 12a) A

3. Onpose uy = Letpourtout n e N, up, 1 = sin(u, ). Déterminer un :

développement asymptotique & deux termes de u , . ou A est une constante judicieusement choisie.

Exercice 9

Exercice 6
Soit f e C°([0,1], R) uneapplicationtelle que f (0) = f (1) .

Soit f continuede [0,1] dans R. Soitn € N.

1 ), ) 1) . .
On suppose que pourtout k € 0, n J‘ " f (t)dt = 0. 1. Montrer que I’équation f (X + EJ = f (x) possede une solution
0

Montrer que f admet au moins n + 1 zéros distincts dans ]O, 1[. dans {O ; E} :
Exercice 7 2. Plus généralement, montrer que, pour tout entier n € N~ I’équation
: . . 1 \ . 1
Soit f :[0,1] = R une application continue, n’admettant qu’un nombre flx+ o f (x) possede une solutiondans | 0, 1 — it

fini de zéros distincts, vérifiant f (1) = 0. Montrer que 1 .
3. Soit A € ]0,1] telquex ¢ N . Soit
1

[em f(t)ad

= + 0.
n— +ow

[0,1] - R

f : . z(TCX) . z(nj
X = SIn —_— — X SIn —
A A

Pour toutréel x € [0,1 — A ], calculer

Exercice 8

f ) — f . Conclusion ?
Soit f e C?([a,b],R) N D°(]a,b[, R ).Montrer quil (x+2) (x). Conclusion

existe c € ] a,b [ tel que:




Exercice 10 Exercice 11
Une inégalité de Kolmogorov Une preuve de la formule de Taylor — Lagrange

Soit f e C?(R,R).Onsupposeque f et f > sontbornéessur R,

) ) Soient n € N ", I un intervalle réel non trivial,
non identiquement nulles.

Onnotealors: vV k € {0,2} , M, = sup ‘ f“‘)(x)‘(Moeth f ec”(l,R)ﬂ@“”(l,Rj,et(a,b)e | 2 telsque a < b.
xelR
sont donc des réels tels que pour tout x € R, | f (x)| < M, et Soit ¢ Iapplication définie sur [a, b | par: vV x e [a,b],

i (%) b—x)" !

[ 7 ()] < M), (p(x):f(b)—kioT(b—x)"—K((nT)!,ou

1. Soit h € R*". Pour x € R, appliquer & la fonction f la formule de K eR.

Taylor — Lagrange a I’ordre 2 entre x et X + h.
0.  Justifierque 9 e C°%([a,b],R) N D®*(]a,b[,R).
2. Endéduireque f > estbornéesur R ,etque, sil’on note

M, = sup | f’(x)|,ona: 1. Calculer ¢ (b ). Montrer qu’il existe un unique K e R tel que
eR
a)=0.
2M, hM, o(2)
My < h * 2 On choisit désormais cette valeur de K .
. . _ 2M hM, o 2. Montrer que :
2. Etudier sur R *" la fonction h — ™ + > : en déduire b N
‘v’Xe]a,b[,(p'(X)=[K—f(n+1)(x)}¢.
que M, <2 /M M, . n:
3. Montrer alors que :
0 (), k
dcelab[/ f(b):kzo—k!( )(b—a)

A e




Exercice 12

Soit f: [a,b] > R,declasse C?, telleque f (a) = f (b) =0 (avec
a<bhb).
Soit x, € |a,b[.

Montrer qu’il existe ¢ € |a, b[ tel que

f(x,)= (% —a)(b - Xo)f”(c).

2

On pourra considérer une fonction de la forme

t f(t)+ (t- a)z(b -t K ,ol K estune constante réelle

judicieusement choisie.

Exercice 13

Soient deux réels a et b telsque a < b.

Soit f une fonction de classe C * sur [ a, b |, deux fois dérivable sur ]a, b[.

Onsupposeque f (a) = f>(a)et f(b)=f"(h).
Montrer qu’il existe ¢ € |a, b[ telque f (c) = f > (c).

Utiliser une fonction adaptée, faisant intervenir la fonction exponentielle...

Exercice 14
Soit f une application de classe C“ sur R, soient n, p € N, On

suppose que :

£0(0) = 107 7(0) == 1777 (0) = 0, @

f("?)(0) > 0.

n+p-1)

1. Montrer qu’il existe un intervalle [0, a ] sur lequel f ( est

injective.

2. Plus généralement, montrer que, pourtout k € 0,n + p -1 ,

n+k)

il existe un intervalle [ 0, a | sur lequel f ( est injective.

En particulier, il existe un intervalle [ 0, a] sur lequel (") est
injective.

Pour x appartenant a cet intervalle, on écrit la formule de Taylor —
Lagrange a ’ordre n — 1 entre 0

et x pour f.

L’injectivité de f (") permet de remplacer le traditionnel

«3cerparun«Ilc(x)en»

3.a. Ecrire la formule de Taylor — Lagrange & I’ordre n — 1 entre

0 et x pour f, al’ordre

n+ p—21entre O et x pour f,etal’ordre p — 1 entre 0 et

c(x) pour f ",

b. En déduire que : lim X _ _» (n " pj.
X_’OC(X) p



