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                                                            Calcul différentiel 
 

Exercice 1 

Pour tout réel  a  différent de  0  et de  
1

2
− , on définit la fonction af  de 

2
 dans  par :  

( ) ( ) ( )2 2, , , 1 e y
ax y f x y y x y a x  = + + + . 

 

1.a.   Calculer les dérivées partielles premières de af  . 

 b.   En déduire que af   possède deux points critiques, et donner leurs coordonnées. 

3.a   Examiner, pour chacun des deux points critiques, à quelle condition portant  

sur  a , af  présente en ce point un extremum local. 

b.   Déterminer, en distinguant trois cas, si af  présente sur 
2

 un maximum  

global ou un minimum global, et donner sa valeur en fonction de  a . 

Exercice 2 

 

Une application f  de  
n

 dans  est dite positivement homogène de degré   sur 
n

 ssi : 

( ) ( ) ( )*
1 1 1

, ..., , , ..., , ...,,n
n n nx x x x f x xf+

       =  . 

  

Q1_ Donner des exemples d’applications positivement homogènes de degrés 2− , et  1.  

Q2_ Que peut-on dire d’une application positivement homogène de degré 0  ? 

Q3_ Soit ( )1 ,nf C . Montrer que si f  est positivement homogène de degré   

sur 
n

, alors ses dérivées partielles sont positivement homogènes de degré 1 − . 

Q4_ Soit ( )1 ,nf C . Montrer que f  est positivement homogène de  

degré   sur n  si et seulement si elle vérifie l’équation d’Euler :    

( ) ( ) ( )1 1 1
1

, ..., , . , ..., , ...,
n

n
n n nk

k k

f
x x x x x f x x

x=


  = 


 . 

On pourra introduire l’application 
( ) ( )

*

1

:
, ..., nt t t x t xf

+
 →

  =


. 

B 

  

A l’aide de A, on souhaite déterminer toutes les applications ( )1 2 ,f C  

telles que :  

( ) ( ) ( )2 4 4, , , ,
f f

x y x x y y x y x y
x y

 
  + = +

 
 .   ( )*  

  

Q5_ Déterminer une solution positivement homogène 0f . 

Q6_ Montrer que f  est solution de ( )*  si et seulement si 0g f f= −  vérifie : 

( ) ( ) ( )2, , , , 0
g g

x y x x y y x y
x y

 
  + =

 
. 

  

Q7_ Montrer alors que g  est nécessairement constante, et conclure. 

Exercice 3 

Résoudre sur 
*U +=   : 

1.   0
f f

x y
x y

 
− =

 
 ;                   2.   

2 2

2 2
0

f f

x y

 
+ =

 
 . 

Exercice 4 

Soit 
( ) ( )

2

2 4 4
:

, 2
f

x y x y x y

 →

 − − + +

. 

 

Déterminer les extrema (locaux, puis globaux) de f  sur 
2

.  
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Exercice 5 

Soit ( ) 2 2 2, / 1D x y x y=  +  . 

Soit :f M →  définie par ( ) ( )3 2, 3 1f x y x x y= − + . 

 

1.   Déterminer les points critiques de  f . 

 

2.a.   Montrer que  f  admet sur  D  un minimum  m  et un maximum  M , et qu’ils sont atteints  

sur ( ) 2 2 2, / 1C x y x y=  + = . 

b.   Etudier la fonction ( )cos , sint f t t . En déduire  M  et  m . 

Exercice 6 

 

Soient  a  et  b  deux réels strictement positifs.    

On considère l’application  

( )

2

:

, e

x y

a b

f

x y x y
− −

 →





 

1.   Montrer que  f  admet exactement deux points critiques, que l’on déterminera. 

2.   Montrer que le plus simple de ces deux points n’est pas extremum local. 

3.   Montrer que  f  n’admet ni maximum, ni minimum global. 

4.   On cherche ici à démontrer que  f  admet un maximum sur ( )
2

*+ . 

a.   Soit    un réel strictement positif. 

Montrer que pour tout 0x   : 
1

e e

x

a b bx a

 
− − − −

   . 

b.   Montrer que pour tout 0   : 
1

2e eba a b x


− −

−  . 

c.   Conclure. 

 

 

 

 

 

 

Exercice 7 

 

Soit 
( )

2

2 2 2
:

, 1
f

x y y x y

 →

 + + −

. 

1.   Vérifier la continuité de  f .  Sur quel domaine admet –elle des  

dérivées partielles ? 

2.   Déterminer les extrema des  f  sur ( ) 2 2, , 9x y x y+  . 

Exercice 8 

Déterminer les extrema de ( ) ( )2 2: , lnf x y x y x y+ . 

Exercice  9 

On considère l’équation aux dérivées partielles       

( )
2

:
f f f

E f
x y x y

  
= 

   
 

1.   Soit ( )2 2 ,f  C  solution de ( )E  ne s’annulant pas sur 
2

. 

Montrer qu’il existe ( )1 ,a  C  telle que : ( ) 2,x y  , 

( ) ( ) ( ), ,
f

x y a x f x y
x


=


, puis qu’il existe deux fonctions 

( )2, ,g h  C  telles que : ( ) 2,x y  , 

( ) ( ) ( ),f x y g x h y= . 

 

2.   Soit ( )
33 3: ,f x y x y x y+ . Montrer que ( )2 2 ,f  C , et  

que  f  est solution de ( )E  sur 
2

. 

Montrer qu’il n’existe pas de fonctions ( )2, ,g h  C  telles que :  

( ) 2,x y  , ( ) ( ) ( ),f x y g x h y= . 



Exercice 10 

 

Exercice 11 

 
Exercice 12 

  



Exercice 13 

 

Exercice 14 

 

Exercice 15 

 

 

 


