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Exercice 1

Déterminer la nature de la série Z u, dans chacun des cas suivants :

an(n (7)) SN R |

o_ u, 5 . .
n3
n
1 1
r Uy =-—-—"—. 5 un—[l——J
% (Inn)? I
n4(Inn)
o_ |un| < is.D’apréS le critére de Riemann, la série Z u, estabsolument convergente, donc convergente.
ns
B_ Onau, = exp[n In(l—ln - l,d’oﬁ: u, = exp[n{— 1 12 + o(izjn - l,puisaprés
n e n 2n n e
simplification : u, = exp —1—i+o(i] - exp —i+o(l) -1
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Onen déduitque u, = exp(—l L + o(ln _1
2n n e

D’apreés le critére de Riemann, la série z u, estdonc divergente.

- Z u, est a terme général positif. On se doute que cette série diverge ; pour le prouver, on compare u, au terme général
n>2

d’une série de Riemann divergente, suivant la régle du " n* u, " : on cherche donc o € R vérifiant les conditions

o 1
limnu, =+ (pouravoir — = o(u, ))

suivantes : n . On constate que o = 1 convient, car on a bien

o <1 (pour que )’ ia diverge)
n

1/4

limnu, = lim = + o0 par croissances comparées.
" In? ( n)

L - . 1 . 1 . o ..
On récapitule ? la série de Riemann — diverge, — = o(u et(u est a terme général positif. On en conclut que la
p g n n g p q
n n

série z u, estdivergente.

h On passe & nouveau sous forme exponentielle :

u, = exp[nln(l—%}} = exp(nln(—% + o(%jn = exp(-yn +0(1)),
dou u, = o(exp(—\/F)).




Par croissances comparées, X 4 exp (— X ) — 0.Donc, n? exp (— ﬁ) - 0.

X =+ n— +ow

n2

Ilenrésulteque u, = o [— , et ainsi, d’apreés la régle de Riemann, la série Z u, estabsolument convergente.

Exercice 2

Nature, et le cas échéant somme, de la série Z u, , dans chacun des cas suivants :

B_ unzln(l—izj.

o u, = .
- " n(n+1)(n+3) n
3
n 1
u, = —. o * u, = arctan| — |.
= " nl - ! [1+n+n2J
n 1
a Posonspourtout n e N*, S = . On décompose la fraction rationnelle
- P n k;k(ku)(ms) P
L en éléments simples, et I’on cherche donc o, f tels que :
X (X +1)(X +3) pies, R '
L -2 B + Y Onobtient:
X(X +1)(X +3) X X +1 X +3
1 1/3 1/2 1/6
= - + )
X (X +1)(X +3) X X+1 X +3
n
Par suite, S, = Z 11 1 1 + 1 1 . Aprés séparation des sommes, et changements d’indices :
—1\3k 2k+1 6k+3
n n+1 n+3 n
Snzlz 1—12 l+lz l,soitennotantan > 1.
3¢T1 k 2,75k 6=, K ko1 K
1 1 1 1 1 1 1 1 1
S, = = -—-| -1+ + + =] -1-=-=4+ + + + , OU encore :
" " 2( id n+1J 6[ 2 3 Ld n+1 n+2 n+3j
S, = l + O 1 Finalement, lim S, = l ce qui revient a dire que la série Zu converge, et que
" 18 n) o, o0 T g q " g8 &g
*f 7
u -
n=1 " 18
n
B_ Posons, pourtout n > 2, S, = Z u,-Ona

n 2 n
S, = Z In(k 1}2 Z (In(k -1) + In(k +1)—2|n(k)).Anouveau,onséparelessommes,etl’on

k=2

change d’indice dans les deux premiéres d’entre elles.

n-1

n+1

Sp=> Ink+ >

k=1

Etdonc: S|, :[

k=3

n

>

k=2

n-1 n+1

Ink—Zi Ink =Y Ink+ > Ink—zzn: Ink,

k=2 k=2 k=3 k=2

nk—In(n)J+[—ln(2)+ Zn: Ink+|n(n+1)}—2 Zn: Ink.

k=2 k=2




Finalement, S :[Zn: Ink—In(n)J+[—In(2)+ Zn: Ink+|n(n+1)}—2 Zn: In k , soit :

k=2 k=2 k=2

+
Par passage a la limite : lasérie »_ u, converge,et > u, =-In(2).
n=2

n
a Posons pourtout n > 0, S, = Z U,-Ona
k=0

n n
S, = Z R Z - terme d’indice 1 nul

changement d’indice
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= arrangement du numérateur en vue de simplifications ultérieures

K=0 K=o k
n—1k k —1 n-1 n-1
= > (—) +3 LS + ) 1 supression de termes nuls
K=2 k! ko1 KD T k!
n-1 1 n-1 1 n-1 1 n-3 1 n-2 1 n-1 1
= - - 3 e — = = i 3 i _
kgz(k_z)!+ kgl(k_l)!+kz=:0k! kz=:ok!+ kgok!JrkZ::ok!

L. . 1 s .
La série exponentielle Z Yl converge, et sa somme vaut e. On en déduitque lim S, = 5e :

k>0
+ o0
D u, converge,et » u, =5e.
n=0
n n k +1) -k _
5 Pourtoutn e N*, > u, = Y arctan (k+1) -k _Laformule tan (a - b) = tan (a) — tan (b)
L Yo 1+ k(k +1) 1+tan(a)tan(b)
n n n
donnealors > u, = > (arctan (k + 1) — arctan (k) ), d’ou par télescopage, » U, = arctan (n + 1) — arctan (1).
k=1 k=1 k=1

n

Onendéduitque lim > u, =

Y
n—+o = 2

+ o0
T s Y
- = — . u converge, et E u, = —.
4 4 Z n g ] k 4

Exercice 3

Soit (U ), < 1y Une suite de réels positifs.

Unp

Montrer que les séries > u , et > ont méme nature.

n=0 nsol+u,

On distingue deux cas :

e Silasuite (u n )n ,+ N converge pas vers 0, alors ne tend pas vers 1. Donc, en remarquant que
€

+ U,



1+u

1 . u . -
=1- , la suite ” ne converge pas elle non plus vers 0. De ce fait, les séries Z u, et
n 1+u, + U,

u
Z 1 " sont toutes deux grossiérement divergentes, donc divergentes.
+u,

. uny - Uy s - o
e Si (un) tend vers 0, alors ~ u,.Les seéries Z unpet > sont a terme général positif, et
neN 1+u, n=o0 nz0 L+Unp

leurs termes généraux sont équivalents, elles sont donc de méme nature.

Exercice 4

n-1 , . L.
Onpose pourtout n € N*, u, = arccos . Déterminer la nature de la série u,.
n n
n
n>1

n-1 S - .
— 1, donc, par continuité de la fonction arccos, la suite (u n ) converge vers arccos (1) = 0.
n n— +owo
y.2
On peut dés lors, en utilisant le développement limité a ’ordre 2 de cos, écrire que : cos ( u, ) =1- ; + 0 ( u, 2 ) .

, n-1 n-1
D’autre part, COS ( u, ) = cos| arccos = .
n n

2
u 1 . 2 .. . . )
Onadonc 1 — % +0 (u - ) =1-=,dou:u,? ~ =.Comme u, estpositif (c’est un arccosinus) ; il en résulte que
n n

J2 L - . . - .
u, ~ Par comparaison a une série de Riemann (divergente) : la série Z u, diverge.

" e

Exercice 5

3/4(_1)n

Nature de la série de terme général : - .
n** +sin(n)

Posonspourtout n 21, U, = —/57———.
n¥* +sin(n)

Ona:

n n n
n3/4
(D" () sn(n) | (1
374 1372 374
(-1)"  (=1)"sin(n)
= 374 + [ 302 T Va oo

(-1’

. Z ~——— converge d’apres le théoréme spécial des séries alternées (car la suite z —
3/4 n 34

3/2 3/2 3/2"

—1)" s —1)"si
. > (z1) sin(n) converge absolument (car (=1) sin(n) < —1_ etlasrie de Riemann 2 % converge).
n n n A




N . . 1
. z w , converge absolument (& aussi par comparaison avec z HST)

. s -1)"
Au final, lasérie ) — 4( ) est convergente.
ns1 N> +sin(n)
Exercice 6
141 1
- Ve - -y . - 7 7 - Yo + ) +"'+ =
Soit a un réel strictement positif fixé. Déterminer la nature de la série z a ? LI
nx1
. 1+ L4+ 1
Onposepourtout n e N*, u, =a 2 n,
. . 1 N
On sait (et I’on sait démontrer !) que : 1 + > +.+ — = Inn+y+o0 (1) , 0U v est la constante d’Euler.
N n—>+w
In(n) — a7 nln(a)

On en déduit que u, = alM(m+v+o(l) gt u, ~a'’a
Par comparaison a la série de Riemann Z nn(a) : Z u, converge si et seulementsi In (a) < —1, c’est-a-dire si et

seulementsi a < e 7!,
Exercice 11

n
Onposepourtoutn e N™: a, = » LI
K1 n+k

1. Déterminer lim a,.On pourra penser aux sommes de Riemann.
n— +ow

n (_1)k+1.

2. Pourtoutn e N™,onpose: S, = > ”
K=1

a. Montrer que pourtout n € N~ : S,, =a,.

k+1
— il
b. Retrouver alors la somme de la série harmonique alternée Z L :
k>1

1< 1 1< K . . .
1. Onaa, == ) == > f| = oufestlafonctiont — . f est continue sur le segment [0, 1], |

N1 K N n 1+t

n
= | f(t)dt,soit

O ey

résultat du cours concernant les sommes de Riemann s’applique donc, et assure que lim a

1
Iiman:j at =1In2.
o L+t
2 (_1)k+l 1 1
2. Procédons par récurrence.Ona a; = 5 etS, = = 73% + 1 = =, donc la propriété est vraie au rang 1 .
k=1
Si on la suppose vraieaunrang n € N~ : d’une part :
n+1 n+2 n+2
an”:z 1 :Z 1_: 1 N 1 _1+z 1_’
kca n+l+k ZHn+ ] 2n+2 2n+1 n+1 [ Ton+ ]
1 1 1 1 1 ,
+a, = - + a,. D’autre part :
2n+1 2n+ 2

cequidonne a1 = S Y ana 1 nal



S :Z“:(—l)k”+ (S N S
2(nel) & &k 2n+1 2n+2 " " 2n+1 2n+2

Comme par hypothése de récurrence S,, = a,, onen conclutque S 2(n+1) = Ans1€t ceci achéve la récurrence.

3. Daprés 2. et 1., ona limS,, = lima, = In 2.1l estalors clair qu’également limS,,,; = In 2,

= — 0. Les suites des termes d’indices pairs et impairs de la suite ( S, ) convergeant
2n +1n-+w

puisque S, .5 — Sy,

k +1
- . - T - -1
vers une méme limite, (S n ) converge elle aussi vers cette limite. Cela revient a dire que la série z % converge, et
k>1
k +1
+ o0 -1
que Y =y - =1In(2).
k=1 k
Exercice 12
. n
Pourtout n € N, onpose v, = » Ink.
k=1
1. A l’aide d’une intégrale, montrer que Vv, est équivalenta n In n quand n tend vers + oo .
n
2. Pourtout n € N ", prouver I’égalité : In(”*l n+1 !)—In Yn! ) = In(n+1)-= In(k) |.
prouver I'ég (0 T) = (YaT) = S n(n 1) - o % (k)

: ¢ (-1’
3. Etudier la convergence de la série Z .

ns1 Ant

4. Montrerque v, =nin(n) - n+o(n).

5. Etudier la convergence de la série de terme général

1

1. On adopte le méme principe que pour la comparaison série/intégrale (ici la fonction sous-jacente est croissante et non

décroissante, mais cela ne change pas la philosophie) :

k k+1
La fonction t > In t est croissante sur [ 1, + o[, donc pour tout k > 2 : J Intdt <Ink < j Intdt.
k-1 k
n k n n k+1
On en déduit que pour tout n > 2, )" j Intdt < > Inn< > j In t dt , soit (en utilisant la relation de
k=2 k-1 k=2 k=2 g

n
Chasles d’une part, et le fait que le terme d’indice 1 de la somme v, = Z In k est nul d’autre part) :
k=1

n+1

}Intdtsvn < j Intdt
1 2

A

Onadonc [tint —t]} <v, <[tint —t]}"" soit:

nin(n)-n+1<v, <(n+1)ln(n+1)-(n+1)-2In2+ 2.




Comme:nin(n)-n+1~nin(n)et(n+1)in(n+1)-(n+1)-2In2+ 2~ nlnn,onen déduit,
par encadrement, que v, ~ nin(n).
4. Onaaussi v, =nlin(n) —n + o(n) enreprenant ce qui précéde, et en affinant juste un peu.

2. Pourtoutn e N ™,

n+1

In(”*%/(n+1)!)—ln(” n!): nilkz_ll In(k)—%kzli:1 In (k)
:n+l|n(n+1)_%nl+lél|n(k)
:ni [In(n+1)—%2n: In(k)J

3. Il ressort de ce qui précéde que

In(”*%/(n +1)!)— In(W) ! 1{In(n +1)—%Z In(n +l)j:0,

[\

Ainsi la suite ﬁ est décroissante. Elle tend de plus vers 0 (cf. I’équivalent donné en question suivante). Alors d’aprés le
n!

~1)\"
TSSA, (-1) converge.

=1 Ant

5. On sait (formule de Stirling),que n! ~n"e~" ./ 2 n.Donc

1 1

W (nne—n\/zn_n+0(nne_nﬁ))

e
L
n

1
Par suite, la série Z diverge.
n!

Exercice 13

Soient (un )nm, (vn)nZl les suites définies par : vnx1, u

Montrer que les séries z u, et z Vv, convergent, mais que la série produit de Cauchy de ces deux séries est divergente.
n>1 n>1

e Lasuite (Tj est décroissante et tend vers 0, donc, d’aprés le théoréme spécial des séries alternées,
n
n>1

> u, = > v, converge.

n>1 n>1

ee Soit > w, lasérie produit de Cauchyde » u, et > v .Onapourtoutn > 2,

nx2 nx1 nx>1
n-2 n-2 (_1)” n-2 1
Wp = D UV, = —_— = (-1)" —————— . Le maximum de la fonction t > t(n —t)
k=2 k =2 k(n—k) kK =2 k(n—k)
. no.. n? 22 2n-3 :
sur le segment [ 0, n ] est atteint en > etil est égal a = donc : |wn | PO 2. Lasuite (Wn ) ne tend

k=2

pas vers O, le produit de Cauchy de z u, et Z v, est donc grossierement divergent.
nx1 nx1




Exercice 14

+ oo + oo

A I’aide de produits de Cauchy, calculer : L > (n+1)37", 2. ) (n+1)(n+2)37"
n=20 n=0

n n
1 Pourtoutn e N, (n+1)3"= > 3"= > 37X 37("=%)On reconnait 14 le terme général de la série de
= k=0

Cauchy de la série Z 37" avec elle — méme. Comme la série géométrique Z 3~" converge absolument, on sait que

n=>0 nx>0
+ o0 2
Z n + 1 3~" converge aussi (toujours absolument), et que ’on a z n + 1 {z 3° ”J ,d’ou:
n>0 n=0 n=0
2
+ 00
> (n+1)37" = BN
n=0 1L 4

n n+1 + 2
2. On recommence. En utilisant la formule Z (k + 1) = ( )2( ) , on trouve que pour tout n € N,
k =

n
(n+1)(n+2)37"=2)> ((k +1)3’k)3_(”‘k). > (n+1)(n+ 2)3"" estdonc le produit de Cauchy des
k=0

séries 2 ) (n +1)37" et > 3~", qui sont toutes deux absolument convergentes. De ce fait . (n + 1)(n + 2)37"

+® +©
converge absolument, et 'ona »_ (n +1)(n+2)37" = 2[ > (n+1) J[ Z 3" ”J = 77
n=20 n=20 n=20
Exercice 15
* n
Soit (a“)neN* € (R+)N une suite de réels positifs. Pour n € N*,onpose: b, = mkgl ka,

n
Toujourspour n € N*,onnotera A, = > a, et B, = > by .
K=1 K=1

1. Déterminer, pour tout entier n € N *, une relationentre A, , B, , et b, .

2. Montrer que les séries numériques z a, et z b, sont de méme nature. En cas de convergence, comparer leurs sommes.
n=1 nx>1

Kk
1 . . .
{k(— 1 a; J . En intervertissant les sommes :

n n
1. Onapourtoutne N*, B, = > b, = > k+1) Zl
— 1=

4 . d 1
o " Z (Iaikz_:i m]

1 1 a . 1 1 .
JE N

n
puisque B, = > a; - 1 > ia; =A, -nB,

On en déduit que :




2. Supposons que la série z a, converge. Alors, la suite des sommes partielles ( A, )
nz1

. est majorée. Notons M 1’un de

ne

ses majorants. De la relation B,, = A, — n B, on déduit pour tout n € N ™ que, puisque n B, est positif,

B, <A, <M.
Ainsi, la série Z b, esta terme général positif, et la suite de ses sommes partielles est majorée. On en déduit que Z b,
nx>1 nx1
converge.
Supposons maintenant que la série Z b, converge, notons S sa somme.
nx>1
+ 00
Alors, lereste R, = Z b, estbien défini pour tout n, et lim R, = 0.
k=n+1

Or:

»
M3
[N
Ne—

k—marnen) K (K +1)

Il I
I s s
M= 1
7~ N -~ N — +
o] s
=~ =~
I Lo 4
sPMs =DM
+ +
- -
TN X
|- —_—
| =~
[N
=~ +
+ P e
- N—
N J Ne—e—
N—
+ -
_ I
"
>
g + 5 8
+ 8
= VO
_ -
—_— job]
o s
s ~ +
A+ _'MS
_'MS
=~
=~ —_
—_ ~ N
~le o+
+ =
[EEN SN—
~ N—e
N

[\
]
-
VR
[+})
Mg
8
/N
x|+
|
=~
+ [~
=
~—
~
M-
)
[E=Y
I
=]
o
=1

Donc R, =2 nb, > 0, etl’onen déduitque lim nb, = 0.

En revenant a la relation B,, = A, — n B, ,onenconclutque lim A, =1lim B, = S : Z a, converge, et
n>1

+ 00 + o0

Z an = Z b,

n=1 n=1

En conclusion : les séries z a, et Z b, sont de méme nature, et, en cas de convergence, leurs sommes sont égales.
nx1 nz1

Exercice 16
On considere un réel a non nul. Déterminer, en fonction de a, la nature de la série de terme général u, = a Linn] .

1. lorsque a est strictement positif ;

2. lorsque a est strictement négatif.

1. Lorsque a > 1, la série Z u, diverge grossierement, supposons désormais que a € ]O, 1[ . Puisqu’ici a est un réel

strictement positif, on est en droit d’écrire que u, = e!""/"(®) n (a)<Oetin(n)-1<|Inn|<In(n),ona




donc e ("M B oy < g(MIN() ghjt -

n

<u. < n"® 1len résulte que D" u, estde méme nature que la

série de Riemann ) n "(2) " elle converge si et seulement si In (&) < — 1, soit si et seulement si a e }0, —[.
e

On suppose maintenant a < 0 ; U, = a Ll veste bien défini, puisque dans cette écriture la puissance est entiere.

n

| | . L, .. . L P .
Z u, = Z ( -1 ) Linn] | a | L) pest pas a terme général positif, et ce n’est pas non plus une série alternée. Traitons tout

d’abord deux cas faciles : si a < —1 la série Z u, diverge grossicrement, et d’aprés Q1. lorsque a € }— = O[ , 2 u,
€

1 T .
converge absolument. Reste le cas a < }— 1,-= } et 1a la situation se complique.
e

Notonspour p e N, A, = {neN",[In(n)|=p}etT, = > un.OnvamontrerqueIasuite(Tp)p>0ne

neAp

tend pas vers 0, et en déduire que la série Z u, diverge.

Pour commencer, notons que 'ona T, = > (—l)p |a|p = |a|p xcard(Ap).DepIuspour neN":
neAp

neA, o p-1<in(n)< p<:>ep’1<nse”.Onendéduitquecard(Ap):LepJ—Lep’l+1J+1,

d’oucard(Ap)zep —eP-t_ 2.

Par conséquent : |Tp| > |a|p><(ep —ePt 2) = ep('”a”)(l_ % _

2 . ,
— |, etcomme |a] = =, ilen résulte que
e

@D |-

2
eP

|Tp|21—

D |-

; il est alors clair que (T b ) - ne tend pas vers 0.

Supposons maintenant la série Z u, convergente, notons S sa somme. Alors la suite ( S, ) de ses sommes partielles tend

vers S;ennotant n le plus grand entier n’appartenant pasa A, et m le plus grand entier appartenanta A/, on a

Jdim ny = lim m, =+ (carn :Lep‘lj etm, :Lep‘lJ pour p > 2).
Donc, lim S, = |lim S, =S, etparsuite lim (Sm -5, )= 0.Mais S, -8, =T,
p—o+o P p—+w P p—>+w p p p p

lim ( S . T S, ) ) = 0 est donc impossible. On a ainsi montré par 1’absurde que 2 u, diverge, ouf.
p—>+o

Exercice 17

Prouver que la série Z (-1)"In (1 + l] converge.
n

nx1

Calculer sa somme.

La suite ( In [1 + = Jj est décroissante et tend vers 0, donc, d’apres le théoréme spécial des séries
n
n>1

1
lternées, ~1)"In|1+ = :
alternées Z (-1) n[ + nj converge

n>1

Le CSSA ne permet évidemment pas d’obtenir la somme de la série considérée. Pour 1’avoir, on passe comme d’habitude

10




par des sommes partielles, en espérant peut-étre, vue la situation, qu’elles seront télescopiques. En tous cas, on peut

toujours essayer. On le fait et I’on obtient la chose suivante, en considérant par exemple les sommes partielles d’ordre pair :

k=1 j=1 J ji=1 )=
n - n .
S e[ (2
=1 2] =1 2j-1
n - n -
CS e[ Sz
ic1 2] ic1 2]

et mince ¢a ne se télescope pas. Pas grave, on va s’en tirer autrement. En réunissant tous les In en un seul, on obtient :
1.32.52.(2n-1)".(2n +1)

(2.4..(2n))"

vneN",S,, =In , que I’on arrange suivant une méthode classique pour

faire apparaitre des factorielles :

((2n)1)*(2n +1)

1.223%24252 _(2n-1)%(2n)%(2n +1)

S, =1In =1In
o (2.4..(2n))° 247(n1)"
2 4n __4n
2n)! 2n +1 2 4 2 1
Maintenant, la formule de Stirling donne : (( )) ( 4+ )~( n) © nn( nz ),puisen
24" (n?) 2" n*"e " (21n)
2
2n)! 2 1
simplifiant:(( n) )( r1+ )~4“”(2”jl)~3.
24" (nt) (2mn) n
o . 2 1 .
On en déduit que lim S, , :In(—j.Comme 52n+1—82n=—ln(1+ ] — 0, 0n aaussi
s 2n+1)no+0

limS,, ., = In(%),etainsi io (-1)" In(l + %j = In(%j.

Exercice 18

Sur la série des restes d’une série convergente

Soit (u n ) N une suite réelle a termes positifs telle que la série Z u, converge. Pourtout n € N, on pose
€
nx0
+

n n
1. Soit n e N.Exprimer » R, — > ku, enfonctionde n etde R, .
K=0 K=1

Montrer que si la série z R, converge, alors la série z nu, converge.
n>0 n>0

On suppose que lasérie > nu, converge. Quevaut lim (n+1)R, ?
n>0 n— +ow

En déduire que les séries z R, et > nu, sontdeméme nature, et, qu’en cas de convergence, elles ont la méme somme.

nx0 nx0

n n
Onapourtout » R, — > ku, :
K=0 K=1

11




k=0 k=0j=k+1 =k +1 j=n+1 =k+1
n n n n j-1 n

Ry=2 2 uj+(n+1)R, = uj+(n+1)R, = > ju;+(n+1)R,.
k=0 k=0j=k+1 j=1k=0 j=1

n
Ainsi, > R, = > ku, =(n+1)R,.
k=0 k=1

2. Supposons la série Z R, convergente, notons R sa somme. Les u | étant positifs, on a pourtout n € N,
n>0

n n n n
kzo R < R,etégalite kZO R, — kzl ku, =(n+1)R, permet d’en déduire que 1’on a aussi kzl ku, <R.

Z nu, estaterme général positif et la suite de ses sommes partielles est majorée, donc z nu, converge.

nx>0 nx>0
+ oo
3. Supposons que Z nu , converge. Alors par propriété des restes d’une série convergente, lim Z ku, =0.
n=0 N=>+o v
+ 00 +x
or0o< (n+1)R, = (n+1)u, < > ku,.Onendéduit, par encadrement, que lim (n +1)R, =0.
k=n+1 k=n+1 n—+e»

4. On amontré que si Z R, converge, z nu ,.Réciproguement, si Z nu,,ona lim (n +1)Rn =0.En
n>0 n>0 n>0 n—+wo

n n
passant 4 la limite dans I’égalit¢ > R, — > ku, =(n+1)R,, onendéduitque » R, converge, et que
k=0 k=1 n>0

+ + o0
z Ry, = z ku . Finalement, les séries z R, et Z nu , sontde méme nature, et, en cas de convergence, elles ont
k=0 k=1 nx0 nx>0

la méme somme.

Exercice 19
On considere, pour tout n e N, I’équation (E,, ): xe"* = 1.

1. Montrer que, pour tout n € N, cette équation admet une unique solution réelle x, .

N

Montrer que la suite ( X ) N admet une limite ¢ et déterminer cette limite.
n e

3. Déterminer la nature des séries numériques > x, et > x,%.

4. Donner un équivalent simple de x,, lorsque n tend vers I’infini.

1. Pourtout n € N, considérons la fonction f,: x > xe"* — 1. Cette fonction est clairement strictement négative sur

] -0, 0[, etelle est continue, strictement croissante sur R ,,avec f, (0) < 0,et lim f (x) = +o.

X —> + o
Par suite, d’aprés le TVI strict : il existe un unique réel x, tel que f ( Xn ) = 0 (etl’onaenoutre X, > 0).

NXn41 (n+1)xp 41

2. e Pourtoutn e N, fn(xn+1): Xni1€ -1<Xx,,.,8€ -1= fn+1(xn+1).Pardéfinition,
fn+1(xn+1) =0 ;onadonc f, (Xn+l) < 0.0r fn(xn) = 0 et f, estcroissante sur R . ;on en déduit que

Xpni1 < Xp,etque lasuite ( Xp ) - est décroissante. Elle est de plus minorée (par 0), elle converge donc. Soit ¢ sa

12




limite. Si I’on suppose ¢ > 0, on a par continuité, en passant au logarithme dans la relation f ( Xp ) =0,

Xp = —% In ( Xn ) d’ou ¢ — 0, absurde. Ainsi, la suite (xn ) converge vers 0.

Exercice 22

Soient " u, et » v deux séries a termes réels strictement positifs.

un+1 Vn+l

1. On suppose que I’on a < pour tout n assez grand, et que Z vV, converge. Montrer que z u, converge.

un Vi

2. Reégle de Raabe — Duhamel

u
On suppose qu’il existe unréel A > 1 tel que pour tout n assez grand, ———

A

<1 - —.Montrer que »_ u, converge.
n

n

un+1

1 - .
3. On suppose que pour tout n assez grand, > 1 — =. Montrer que lasérie Y  u, diverge.
n

n

1) Soit N un entier tel que v,y1/%, < vop1/v, pour tout n > N. En faisant le
produit membre a membre de telles inégalités, on en déduit que, pour tous entiers m,n
tels que N < m < n,0na U, /Uy < Uy/Up. Alnsi, uy/u,, < v,/v,,, c’est-a-dire

+ o + o
Uy, < (u, /v, )v, pour tout n > N. Puisque la série > v, converge, la série >

COIVEerge, par corpar a1som.

2) Soit a € ]1,A][. Pour tout n € N*, posons v, = 1/n%. Si n tend vers +co, on a:

Uptl 1N o 1
= | 1+— =1—-—+0 — |-
Uy, n n n

Par hypothese, wu,i1/u, < 1 — A/n dés que n est assez grand. Comme o < A, il en

+co
résulte que %, 41/ Uy < Upt1/v, pour tout n assez grand. Mais lasérie > 1/n® converge
n=1
+ o
(Riemann), donc la série > u, converge, d’aprés 1).
n=>0

3) Pour tout entier n > 2, posons v, = 1/(n — 1). Pour tout entier n assez grand,

4o
VUnt1/n = 1—1/n < upq1/u,. Lasérie > v, diverge (c’est la série harmonique) donc,
n==z
+ o
en vertu de 1), la série > u, diverge.
=0
Exercice 23

Transformation d’Abel

n
Soient (an )HEN et (bn )HGN deux suites réelles. Pour n € N,onpose A, = > a,.
k=0

n n-1
1. Montrerque: vV ne N, > a, b, = ZAk(bk—bk+1)+Anbn.
K=0 K=0

13




2. On suppose que :

. La suite ( A, ) est bornée.
neN
o La suite (bn ) \ &St décroissante et converge vers 0 .
ne
a_ Montrer que la série z Ay (bk - by +1) converge absolument.
k>0
b_ En déduire que la série Z a, b, converge.
n>0
q * . - sin n
3. Soit a € R | . Etudier la nature de la série Z —.
n>1 N
1. En posant A = (. on a, pour tout entier naturel n, a, = A, — A, 1. On en dédnit,

crace 4 un changement d'indice dans la deuxieme somme,

n ) n n—1
Z agby, = Z'i Ap — Ap—1 )b = Z Arbr — Z Ajebp 11
—l k=0 k=0 B=—1
n—1
= Z -"-11.' ':'J’].!.' - 'J’]J':+1 :' + -"-1;'1 "l"n .
L=

2. La suite (b, )pen est done a termes positifs. On note M un majorant de (| A, |lnen. On

alors
n—1 n—1 n—1
Z Ap(be — brg1)| = Z |Ap|by — b)) € M Z':flfk — bry1)
k=0 k=0 —()

< M{by — b < Mbyg.

La série a terme positils E Aplby —bpir)

convercente, La série E An by — byg1) est done absolument convergente. On en déduit que

a ses sommes partielles majorées. Elle est done

n—1

E Ap(by — b 1) a une limite finie quand n tend vers +oc. Comme par aillenrs la suite
k=0

T
{Anby ) apour limite 0, E apby aune limite finie quand n tend vers +o0c0 et la série de terme
k=0
général ay, b, converge.
. | P .. X
3. On pose a,, = sinn et b, = —. La suite (b, ), - est décroissante et converge vers . Pour
s O ) ne

montrer la convergence la série de terme général w,, = a,b,. il suffit de montrer que la suite
( Ay inen est bornée. Pour n = 1. on a

n n n . | I,.i':i'!-H )
Ap = E sink =3 E et ] =3 E (e')" | = Jﬁ
k=0 fe=01 k=0 -
Comme, pour tout nombre complexe =, [3z| < [2], on en déduit
| — r.z’[n+l] a9
< < -~
|-li'!|'“‘--\ I—F"';’ 3z |I _,r'f-|
C . s n
La suite (A, ) e est bornée et done E — converge.
n-
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Deux exercices de la feuille de colle S6, corrigés

Exercice 16
Soient A € R: ,et f une application définie, continue sur I’intervalle ouvert | = ] — A, A[, avaleursdans R.On pose
J=10N R: , et I’on suppose que :
. Vxeld,0< f(x)<x.
oo f admeten 0 un développement limité de la forme :

f(x) = x —axX +o(xk),
ol a e R: et k est un entier strictement supérieura 1. Soitenfinu, € J.
1. Montrer que I’on définit bien une suite ( un ) o Par la donnée de son premier terme u , et par la relation de récurrence :
VneN, u,,, = f(u,).
Prouver la convergence de la suite ( Unp ) o et déterminer sa limite.
2. Pourne NetBeR ,onpose: v, = UE+1 -uf.

Montrer qu’il existe un unique § € R tel que la suite (v 7 ) ., converge vers un réel non nul . En déduire alors
ne

1
que u, ~ ((k -1)an)t-«

3. Onpose u, = letpourtoutn € N, u, .4 = sin (u n ) Déterminer un développement asymptotique a deux termes de u , .

1. Déja, ’hypothése: v x € J , 0 < f (x) < x,assurequepourtout x € J , 0 < f (x) < A,soit f(x)eJ.

Comme u, € J, onen déduit que la suite (un )n N est bien définie, et que pourtout n e N, u, € J.

Ensuite, I’hypothése V x € J , 0 < f (x) < x entraine que pour tout n € N, u, ., < u,,ainsi la suite (un) est

neN
décroissante. Comme elle est de plus minorée, elle converge d’apres le théoréme de la limite monotone. Enfin, puisque f est

continue, la limite de ( u, ) - est un point fixe de cette fonction, appartenant a [O, A[, Or f n’apas de point fixe dans
€

] 0, A[.Onen conclut que la suite (u n )n _ converge vers 0.

Exercice 27
10 "
1. Soit ( u, ) e une suite décroissante de nombres réels positifs ou nuls. En considérant des sommes du type Z U
€
k=1
10 n+1
et Z u, , montrer que les séries z u, et z 10* U« sontde méme nature.
Kk=10" +1 k>1 k>0
2. Application
; : - 1 . 1
Retrouver, suivant la valeur du réel o > 0, la nature des séries Z — puis z _— .
o o
n=1N ns2n(Inn)
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3. Pour n € N, on pose :
0 si I’écriture décimale de n comporte le chiffre 9
u, = 1 . . Déterminer la nature de la série Z Uy -
= sinon o
n >
10 n+1
1. Occupons — nous déja des sommes de la forme Z u, . Puisque la suite ( u, ) - est décroissante, on a le béte
ne
k=10"+1
lon+l 10n+1 10n+1
encadrement : Z Ujgne1 < Z u, < Z U,,n - Enprenant en compte le fait que les sommes
k=10" +1 k=10" +1 k=10" +1

encadrantes sont des sommes de constantes, donc immédiates a calculer, on obtient :

10n+1

p n
Notons S p = Z Uy lasomme partielle d’ordre p de la série Z ue,etT, = Z 0¥ U ok la somme partielle d’ordre n
k=2 K>2 k=0
n-1 10 p+1

de la série kzo 10X U« - Notons que pourtout n € N, S, = ZO Zp U, ;on obtient donc d’aprés (1),
> p=0 k=10" +1

n-1 n-1
1 .
p p . _ .
ZO 10° U, po1 €S0 < ZO 10°u, ,,soit: E(Tn u;) <S,» <T,_ ;. Maintenant:
p= p=

e Supposons que Z u, converge, notons S sa somme. Par positivité du terme général, %(Tn - ul) < SlO" <SS
k>1

pour tout n. La suite (Tn ) est majorée, donc la série Z 10% U« (elle aussi de terme général positif) converge.
k>0

e Supposons que Z 10X U,k converge, notons T sa somme. Alors pour tout n, S, < S10n <T,_1 =T
k>0

lasuite (S, ) est majorée, ainsi » u, converge.
k>1

. - k P
Finalement, les séries z u, et Z 10 U gk sont de méme nature.

k>1 k>0
Pour o > 0, [_aj est une suite décroissante de réels positifs, on peut donc appliquer ce qui précede.
n neN”
- 1 A n 1 1-a \" oy - p s
La série Z — est de méme nature que Z 10" ——— = Z (10 ) . Cette derniére série est geométrique, elle
n=1N n>1 (10”) n>1

converge si et seulement si sa raison est strictement inférieure a 1 en valeur absolue, donc si et seulementsi o > 1 ;ona

ainsi retrouvé, suivant la valeur de o, la nature de la série de Riemann Z —.
n
n>1
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. 1 C o s . 1 A
Lasuite | ——— est elle aussi décroissante et a termes positifs, donc Z —————— est de méme nature que la
nin®(n) . nzzn(Inn)
neN
- n 1 1 1 , - . e A h
serie Z 10 = Z —, et on retrouve la série de Riemann étudi¢e précédemment. On

n>2 10“(|n<1on))Ot (In10)* 7 =2 N

- 1 . .
en conclut que la série de Bertrand —————— converge si et seulementsi o > 1.
n=2n(Inn)

On pourrait continuer et montrer successivement, par la méme méthode, que chacune des séries

1 1
2 nln(n)(ln(ln(n)))a’ 2 nIn(n)ln(In(n))(ln(ln(ln(n))))

sia>1.

... est convergente si et seulement

o

Ici, on ne peut pas appliquer ce qui précéde (la suite ( u, ) n’est pas décroissante. En revanche, on peut adopter le méme type

de découpage :

10n+l_1
Posonspourtout n, U, = > U, :
k=10"

x|+

Onadonc U, = Z ,ou A, estl’ensemble des entiers dont I’écriture décimale comprend n chiffres, et tels qu’aucun
keA

de ces chiffres ne soit égal a 9.
card ( A
Pourtout k € A, onaévidemment k > 10" ; d’ou % < min,etdonc U, < %

D’autre part, card ( A) = 8 * 9"~ 1 :en effet, choisir un entier k appartenant a A, revient a choisir ses n chiffres. Aucun

de ces chiffres ne doit étre égal a 9, donc 9 choix possibles, sauf pour le dernier d’entre eux qui ne peut pas non plus étre égal
a 0 (donc, 8 choix pour ce chiffres-1a).

n-1 n
Ainsi, U , < 8x9 ° < (3] :
10" 10

n
Maintenant, en notant & nouveau ici S, = Z u, ,on atoujours :
k=1

n-110°P*1_1
100 -1 z Z u, , d’out avec ce qui précede :
p=0 k=10P

IA
w
Il

10" -1 10
p 0 p-o \10 1- 71—
10 10

La série z u, estaterme général positif et la suite de ses sommes partielles est majorée, la série Z u, estdonc

convergente.
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