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Exercice 1

Etudier la convergence (simple, absolue, uniforme, normale), des séries de termes généraux :

. -1)" x
1L fooxonxle ™ "saurrR*. 2 gn:XH%surR+. 3. hn:xn—>(—)nsurR.
n+ndx (1+x2)
Exercice 2
]o.1 > R

Pour tout n € N, on définit la fonction u , : . N 0
X |—>m|n(x , 1 —x )

Montrer que f est définie et continue sur 0, 1] .

Exercice 3
. . e . o dx
Soient z € C ,etr e R, telque r = |Z|.Al aide d’un développement en série, calculer | = .[ —
o Z—re
Exercice 4
+ o0
Soit S: x 2;
n-o NS X +n
1. Déterminer I’ensemble de définition de S.
2. Montrer que S estdeclasse C* sur R .
3. Déterminer un équivalent de S au voisinage de 0.
Exercice 5
< (1)
Pourtout x € R,onpose: f(x)= >
o N+ X
1. Déterminer le domaine de définition D ; de f.
2. Montrer (directement, ie. sans utiliser les résultats de Q3.) que f est continue sur D ;.
3. Montrer que f estdeclasse C” sur D ;.
4. Déterminer lim f (x)et lim f(x).
x—>0"% X —> +o
Exercice 6
2n 2n . ) i x
Calculer | = I e “®% cos (sin x — n x ) dx.On pourra remarquer que | = Re _[ e® e !X de,et développer e °
0 0

en série.




Exercice 7

1. Déterminer le domaine de définition de f. Montrer que f est continue sur ce domaine.
2. Déterminer la limite de f en + .

. . 2
3. Montrer, a I"aide d’une intégrale, que f (x) ~ — .
0" X

Exercice 8*

Soit(an)ne
nx>1

+ o0 + 00

f(x)= > na,sin(nx)etg(x,y)= > a,sin(nx)sin(ny).

n=1 n=1

Montrer que f est positive sur [ 0, 7| si et seulement si g est positive sur [ 0, n]z.

- une suite de réels telle que la série » na, converge absolument. Pour tout (X, y) € [0, n]2 , 0N pose

Exercice 9

+ o0
On pose lorsque c’est possible : F (X) = > nx g "x’
n-1

Existence, calcul, continuité, équivalent en + oo . La convergence est — elle uniforme ?

Exercice 10
Transformation d’Abel
e int

R

1. Montrer que Z f, converge uniformément sur tout segment de ]O, 2 n[.
n>1

Soit f :t

) K )
On pourra écrire que ' = (S, (t)) - (S, _, (1)), avec S, (t) = > e'P*.

p=1
2. Endéduire que f est continue sur |0, 2 x|.
Exercice 11
+ o0 X
Soit la série de fonctions S : x — -
n=1 X + N
1. Montrer que S définit une fonction continue sur R .
n+1 X X n X
2. Soient x > 0 et n > 1. Justifier que I — 5 it ——75 < j —— dt.
NoXS +t X +n Nl X° +t
3. Endéduire que S admet une limite en + oo, et la déterminer.
Exercice 12
+ o0 1 1 1
Soit f: x> - . Justifier I’existence de _[ f (x) dx, et calculer cette intégrale.
PN —X  n+X 5

Exercice 13



a. Domaine de définition et continuité de f.

b. Montrerque f est C! sur R ",

+ o0
c. Calculer : dt >
1 (1+ thz)

d. Existence et valeurde f (0 * ) et f° (0 N ) en fonction de ce qui précéde.

Exercice 14
+ o0 X n
Pour x e R,,onpose S(x) = _
* ( ) n=1 1+ X 2n
1. Préciser I’ensemble de définition D de S.
. N 1
2. Etudier la continuité de S (remarquer que S ( x) =S [—J).
X

3. Etudier les variations de S, et en trouver un équivalent aux bornes de D .

Exercice 15

¢ ("

1. Déterminer I’ensemble de définition de la fonction f : x — Z

= In(nx)

2. Prouver que f est continue sur |1, + o[ . Etudier ses limitesen 1 eten + .

. On se place désormais sur ]1, + oo[ .

3. Montrer que f estde classe C* sur ]1, + oo[ , et établir son tableau de variation.

Exercice 16
+ 0 X
Soit la série de fonctions S: x — — -
n=1 X + N
1. Montrer que S définit une fonction continue sur R.
2. Déterminer la limitede S en + .
Exercice 17

Soient a un réel strictement positif non entier fixé et f la fonction d’une variable réelle donnée par :

1. Déterminer le domaine de définition de f.
2. Montrer que f estde classe C®.

3. Etudier les limites de f aux bornes de son domaine de définition.

Exercice 18

. ) [0,37‘:] - R 3 ) _
Sonf.( t N t+sint,etxe[O,Sn].OnposeuO(x)—x,et.vneN,uMl(x)_f(un(x)).

1. Etudier la convergence simple de la suite de fonctions ( u, ) nen Sur]2m, 3n], puissur[0,3m].

2. ( u, ) nen est—elle uniformément convergente sur [0, 3 | ?

3n
3. Déterminer lim j up(t)dt.
0

n— +owo



Exercice 19*

0

1+xsi —2<
Soit g : R — R lafonction périodique de période 4 telle que g (x) = {

X <
l1-xsi0<x<?2

Pour tout k € N, on définit la fonction g, : x > 2ik g (2zk x).

+ 0
1. Montrer que pour tout x € R, la série Z g (x) converge, et que la fonction G : x > z gy (x) est continue.
k=0

2. Avec les notations usuelles, onapourtout x € R, G(x) =S, (x) +R,(x).

a. Soit x un réel donné. Soit n € N ™, montrer qu’il existe ¢ = + 1 tel que les points (x, g, (x))

et [x + % g, (x + %N soient sur le méme segment de graphe de g, .
2 2

b. Soit h,, = %.Montrerque Ro(x)=Ry(x+h,).
2

c. Montrerque‘gn(x+ h,)- gn(x)‘ = 1.

d. Montrerque  sup (‘gk(x+hn)—Sk(x)‘)s2’2n_1,puisque
1<k<n-1

72n—1

‘Sn_l(x+ hn)— Sn_l(x)‘ <2

3. Montrer que G n’est dérivable en aucun point. La fonction G est appelée fonction de Mc Carthy.
M
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Exercice 20*

Soient Z a, une série absolument convergente et (b n ) . une suite bornée. On consideére la fonction :
ne
nx0

+
fixe ) |x—bn|an.

n=0
1. Montrer que f est définie et continue sur R.

2. Soit x e R telque: 3 e >0,V neN, |an - x| > ¢ . Montrer que f est dérivableen x.

3. Déterminer le domaine de dérivabilité de f.

On commencera par étudier la dérivabilitten 0 de f,: x Z |x -b,la,etf,:xm Z |x - b,

neN neN
b,=0 b, >0

a,.



Exercices d’oral

Exercice 21
1. Etudier la convergence simple de la suite de fonctions données par : f ( X ) = COS (El + ij xj :

2. Y a-t-il convergence uniforme sur tout segmentde R ? Sur R ?

Exercice 22

+ o0 n
. . (-1)
0 . si c’est ble, R:S = v 4
n pose, si c’est possible, pour X € (X) ngon!(X"Ln)

1. Déterminer I’ensemble de définition D¢ de S.
2. Montrer que S est continue sur D .
3. Calculer, pourtout x € Dg, xS (x) — S(x +1).

4. Donner un équivalent simple de S ( x ) au voisinage de 0.

5. Donner un développement asymptotique de S ( x ) au voisinage de + o« a la précision iz
X

Exercice 23

f,(0)=0
Montrer que la suite de fonctions ( fa ) définie par :

1) 2" converge simplement, mais pas
X

Vx>0, f, (x)= x[sin—

uniformément sur R, vers une fonction f que ’on déterminera.

- X

. . . . . e T
Etudier la convergence simple et uniforme de la suite de fonctions f, : x > x" , puis étudier z fo.

n!

Exercice 24

1 e
Montrer que | x ~* dx = —
0 n=1 N

Exercice 25
Soit o € IR . Etudier la convergence simple et la convergence uniforme sur R * de la suite de fonctions définie par :

(R*—)R
fo:

X > n%xe "X

Exercice 26
+ o0
1. Montrerque S: x > > In(n)x" estdéfiniesur |-1,1].
n=1

+
2. Montrer que pour tout X € |-1,1[, (1 - x)S(x) = > In(1+%jx"+1.
1

n=

+ 0
3. Montrer que la fonction U : x > > [In [1 + lj - lj x " "1 est continue sur [-1,1].
= n n

4. Monter qu’il existe { € R telque (1 — x)S(x) = =xIn(1—-x)+ ¢+ 0(1).
-




1
5. Déterminer la nature de I’intégrale I S ( X) dx .
0

Exercice 27

+o sh ( x 2 )
1. Déterminer le domaine de convergence de S : X > Z —_—.
n“= ch(nx)

2. Montrer que S est continue sur R  ; est — elle continue en 0 ?

Exercice 28
+ oo a —-nXx
Soit o un réel. Soit f: x > > %
n=0 n +1
1. Quel est le domaine de définition de f?
2. Montrer que f est continue sur R ; .
3. Montrerque f est C” sur R} .
Exercice 29

+ 00 e—nt2
Soit f:t .
ngo n2 +1

1. Montrer que f est définie sur un intervalle | que I’on déterminera.

2.a. Montrer que f est continue sur 1.

+ 0
2.b. Montrer que pourtout t e R*, 0 < f (t) -1< z e nt’ ,etendéduireque lim f (t)=1.

n=1 t— +o0
Exercice 30
+ 0
On pose lorsque c’est possible : f (t) = > In (1 +etl )
n=0
1. Donner I’ensemble de définition D ; de f.
2. Montrer que f est continue sur D ;.
3. Etudier les variations de f.
4. Déterminer les limites de f aux bornesde D ;.
Exercice 31
+ 0
On pose lorsque c’est possible : f (t) = > In (1 +etl )
n=0

1. Donner I’ensemble de définition de f.

2. Déterminer la limite de f (t) lorsque t tend vers — o .

3. Etudier la dérivabilité de f.

Exercices supplémentaires

Exercice 32

Soita > 0.0npose: VneN,V xe[0,1], f,(x)=nx"(1-x).




Etudier la convergence simple, puis uniforme, de la suite ( f, ) N
ne

Exercice 33

Soit r € |-1,1[. On définit f : x > r" cosnx pourtout n e N.

+ o0
1. Montrer que Z f, converge normalement sur R . Déterminer la fonction S définie par S: x z fq (x)
n=0
1 -r 2 + oo
2. Endéduireque: V x e R, s =1+2% f,(x).
1-2rcosx +r h=0

2m
3. Soit (k,n) e N2, Calculer f cos (k x)cos (nx)dx.
0

2n
4. Endéduire, pour k € N, I’expressionde | = I cos k X dx

o 1—-2rcosx + r?

Exercice 34
Soit (an )neN une suite décroissante de réels positifs. Pour (n, x) e N” x [0,1],onpose U, (x) =a, x" (1 - x).
1. Montrer la convergence simple sur [ 0, 1] de la série Z u, .
- - o= an
2. Montrer que Z U, converge normalement sur [ 0, l] si et seulement si la série Z —— converge.
n

3. Montrer que Z U , converge uniformément sur [ 0, 1] si et seulement si la suite (an )n . tend vers 0.

Exercice 35

+ oo -nXx

1. Montrerque f : x 5 estdeclasse € sur R .

n=0 1+ n
2. Etudier sa dérivabilité en 0.

Exercice 36

On pose, pour tout x € |1, + o[, f (x) g (-1’
) e |1, + o], - X )
= In(nx)

1. Montrer que f est continue sur 1, + oo .

2. Etudier ses limites aux bornes.

Exercice 37
o étant un réel, pour tout entier naturel n non nul, on considere la fonction f, définie sur R , par:
fo(x)=n¢ x(l + n‘“)e‘nX
1. Montrer que la suite ( f )n .y converge simplement sur R , vers une fonction f a déterminer.

2. Déterminer les valeurs de o pour lesquelles ( f )n .y converge uniformément vers f sur R , .

3. Calculer lim jn“x(l+\/ﬁ)e‘"xdx.
0

n—+wo

Exercice 38

Soit f:[a,b] —» R declasse C*.
1. Montrer qu’il existe une suite de polyndmes ( P, ) telle que la suite ( P, ) converge uniformément vers f et la suite ( Pn’)
converge uniformément vers f * sur [a,b].

2. Si f est ¢, peut-on trouver une suite de polyndmes ( P, ) telle que pour tout k, la suite ( P, (k) ) converge

uniformément vers f () sur [a,b] ?



Exercice 39*

2
Pour tout (p,q) € (N) tel que p < g ettout x € R, on pose :

Spql(x)= nip

sin n X
. .

Démonter I’inégalité :
1Spq(x)[ <1+ 2m.
Considérons la série de fonctions
+ o0 .
sin n x
R Y LLLE
noo NiIn2

Montrer que cette série de fonctions converge uniformément, mais pas normalement, sur R .



