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Dans tout ce chapitre, K désignera R ou C.

Chapitre 1 : Espaces vectoriels

I Espaces vectoriels ; sous — espaces vectoriels

1. Espaces vectoriels

a. Définition

Soit E un ensemble, muni d’une loi de composition interne et d’une loi de composition externe

ExE — E KxE — E
+ o - ,
(X,y) > x+y (A, Xx) B AX

respectivement appelées addition, et multiplication externe.

Onditque (E, +

Commutativité de I’addition
V(x,y)eE? x+y=y+x.
Associativité de 1’addition

V(x,y,z2)eE® x+(y+z)=(x+Yy)+z.

iii — Existence d’un élément neutre pour 1’addition

JueE,VxeE, x+U=u+ x=x. Onnoteradésormais 0. ou O cet élément neutre.

iv— Existence d’un opposé pour 1’addition

VvV —

VxeE,3yeE, x+y=y+ x=0.Onnoteradésormais — x [’opposéde x.
Elément neutre pour la multiplication externe

VxeE, 1l.x=x

vi— Associativité mixte

vV xeE, V(X,p)eKz,(Xp).X:X.(u.X).

vii — Distributivité de la multiplication externe par rapport a I’addition des éléments de E

V(x,y)eE?, VAieK, A (X+y)=A.X+A.Y.

viii — Distributivité de la multiplication externe par rapport a I’addition des scalaires

VxeE, V(Ap)eK?, (A+p).X=A.X+p.X.

b. Remarque, conventions et notations

Lorsque les opérations + et - sont naturelles, on dira simplement que E (au lieu de ( E,+

vectoriel.

Les éléments de K sont appelés les scalaires, ceux de E les vecteurs.

, ) est un espace vectoriel sur K lorsque les propriétés suivantes sont verifiées :

,-) ) estun K — espace

Etant donnés un scalaire A et un vecteur x, on écrira toujours A - x , et jamais M ou X : le scalaire est & gauche, et
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le vecteur a droite.
e En pratique, on ne revient jamais a la définition ci-dessus : pour montrer qu’un ensemble est un espace vectoriel, on prouve

que c’est un Sous — espace vectoriel d’un espace vectoriel connu.

c. Espaces vectoriels de référence
e L’espace vectoriel R" ou C" (oine N").
e Le K —ev. K des applications de Q dans E (o0 Q estun ensemble quelconque, et E un K — ev).
e (Cas particulier du point précédent) Le K — espace vectoriel K des suites (réelles, ou complexes).
e L’espace vectoriel K [ X ] des polynémes (a coefficients réels, ou complexes).

e Le K—ev L(E,F),ou E et F sontdeux K — espaces vectoriels .

e Le K —espace vectoriel M, ,(K).

d. Espaces vectoriels produits

Proposition — définition
Soient (E, ,+;,+,) et (E,, +,,+, ) deux K — espaces vectoriels.

FxF - F

((Xl’XZ)’ (X’l’X’Z)) = (Xl +1 X7, Xy 45 X’z)

K x F N F
et o
(% (x1.%5)) & (7“°1X1v7“2xz)

Alors I’ensemble F = E; x E,, munideslois: + : (

estun K — espace vectoriel, appelé espace vectoriel produit de E par F.

2. Combinaisons linéaires

e Soient E un K — espace vectoriel, n € N~ et (ul, v Uy ) une famille de n vecteursde E. Soit x un

élémentde E. Onditque x est combinaison linéaire des vecteurs u,, ..., u, lorsqu’il existe des

n
scalaires Ay, .., A, € Ktelsque: x = » A, u;.
i=1

e Plus généralement, étant donnée une famille (non nécessairement finie) (ui ) | d’éléments de E, on dit
(S

que x est combinaison linéaire des vecteurs de la famille (ui ) . lorsque X est combinaison linéaire d’un nombre fini de
(S

n
vecteurs de cette famille, ie. lorsqu’il existe i, ..,i, € | et A, .., A, € K telsque x = Z A Ui, -
k=1

% De méme que dans K, par convention une somme d’éléments de E indexée par I’ensemble vide est nulle : z Aiju; =0¢g.
ied

3. Sous-espaces vectoriels
a. Définition
Soit E un K — espace vectoriel, et F un sous —ensemble de E . On dit que F est un sous — espace vectoriel de E lorsque

les restrictions des lois de E :



N L FxF > F K xF > F
restriction de I’addition + : ( :

; restriction de la multiplication externe
X,¥) P X +y (A, x) = 2-x

sont bien définies, et que F, muni de ces deux lois, est un K — espace vectoriel.

Le fait que ces restrictions soient bien définies signifie que si u et v sont deux éléments de F et A unscalaire, alors u + v et A -u

restent des éléments de F ; il est facile de montrer qu alors, dire que F, muni de ces lois, est un espace vectoriel, ne revient plus qu’a dire
que F est non vide. On obtient ainsi la caractérisation fondamentale suivante :

b. Caractérisation pratique (proposition) :

Soient E un K — espace vectoriel, et F un ensemble.

Alors F est un sous — espace vectoriel de E si et seulement si les trois propriétés suivantes sont vérifiées :
i- F estinclusdans E;

ii- F estnonvide;

iii- pourtout (u,v) e F?etpourtout A € K, Au+veF.

Rappelons a cette occasion qu’un sous — espace vectoriel de E n'est jamais vide.

c. Exemples

e Deux sous-espaces vectoriels triviaux

Soit E un K — espace vectoriel. Alors {0 £ } et E sont des sous — espaces vectoriels de E .

e Danslespace ¥ (1 ,K) =K' desapplicationsde | dans K
I désigne ici un sous — ensemble de R . Sont des sous — ev de F ( I, K) :

o L’ensemble des fonctions paires (respectivement impaires) de | dans K, | étant supposé symétrique par rapporta 0.

o L’ensemble des fonctions lipchitziennes sur | ; I’ensemble des fonctions bornées sur | .

o C¥(1,K), ensemble des fonctions de classe C * sur 1.

Ne sont pas des sev de K ' :

L’ensemble des fonctions périodiques sur | . L’ensemble des fonctions k — lipchitziennessur 1, ou k est un réel positif

ou nul fixé. L’ensemble des fonctions monotones sur | .
e Dans K" :

Sont des sous — espaces vectoriels de K :

o I’ensemble des suites vérifiant la relation u,,, = au, ., + bu,, a et b étant deux réels fixés ;
o I’ensemble des suites bornées, des suites tendant vers 0, des suites convergentes.

o Lensemble (' (K ) des suites (u, ) tellesque Y u,, converge absolument ; I'espace ¢ % (K ) des suites (u, ) telles
que z u n2 converge absolument.
Ne sont pas des sous — espaces vectoriels de R ™ :

L’ensemble des suites récurrentes linéaires d’ordre 2 . L’ensemble des suites tendant vers =+ oo, des suites monotones.

d. Réunion et intersection de sous — espaces vectoriels

Stabilité par intersection

Soient E un espace vectoriel sur K et E;, E, deux sous — espaces vectoriels de E .

Alors E; n E, estunsous — espace vectoriel de E .



De maniére plus générale

Soit ( E; ) ., une famille de sous — espaces vectoriels d’un K — espace vectoriel E .
€

Alors ﬂ E; estun sous — espace vectoriel de E.

iel

Sur les réunions de sous-espaces vectoriels

Soient E un espace vectoriel sur K , et E,, E, deux sous — espaces vectoriels de E .

Si E; U E, estunsous — espace vectorielde E, alors E; « E,ou E, c E; .

c Autrement dit, la réunion de deux sous — espaces vectoriels n’est jamais un sous — espace vectoriel, sauf dans le

cas idiot ou 1’un de ces sous — espaces est inclus dans ’autre .

e. Sous — espaces vectoriels et combinaisons linéaires

Stabilité d’un sous — espace vectoriel par combinaisons linéaires

Soient E un K — espace vectoriel, et F un sous — espace vectoriel de E . Soit (ul, v Uy ) une

n
famille de n vecteursde F. Alors pour tout (;\1, aa A n) e K", levecteur > X, u; appartienta F.
i=1

Autrement dit, toute combinaison linéaire d’éléments de F appartientencore a F.

Sous — espace vectoriel engendré par une famille de vecteurs
i — Deéfinition
Soient E un K — espace vectoriel, et (ui ) , une famille (non nécessairement finie) d’éléments de E .
(S

On appelle sous —espace vectoriel engendré par la famille ( u; )

el

I’ensemble des combinaisons linéaires de ces

vecteurs, et I’on note Vect((ui )i | ) cet ensemble.

e Dans le cas d’une famille finie (ul, e U ) :

k=1

Vect((ul,...,un)) = {u €E/3(Aynhy) eK", U= zn:xk uk}

ou, plus simplement : Vect((ul,...,un)) = { Zn:kk Uy, (kl,...,kn) € Kn}.
k=1

e o Dans le cas d’une famille (ui )i | quelconque :

Vect((ui)iel):{UE E/3neN, 3 (i ip)el™ 3 (A mnn,) eK", u= Zn:xkuik}.
K=1

ii — Proposition

Soient E un K — espace vectoriel, et (ui )

[, une famille d’éléments de E . Alors :

. Vect((ui ) | ) est un sous-espace vectoriel de E .
I e

. Vect((ui ) | ) est le plus petit sous — espace vectoriel de E contenant tous les vecteurs u;, i € I.
I e




Il Applications linéaires

A] GENERALITES
1. Applications linéaires
a. Définition
Soient E et F deux K — espaces vectoriels, et f : E — F une application.
On dit que f estune application linéaire de E vers F lorsque

V(uv)eE?, vaeK, f(ru+v)=nxrf(u)+f(v).

b. Premiéres propriétés

Soient E, F deux K — espaces vectoriels, et f : E — F une application linéaire. Alors :

. f(0g)=0¢;

n n n
e e Pour toute combinaison lindaire > 2 ; u; de vecteurs de E : f[z xiuij = > hi f(up).
i=1 i=1 i=1

c. Notations et vocabulaire

e Lesapplications linéaires sont également appelées morphismes d’espaces vectoriels.
L’ensemble des applications linéaires de E vers F est noté [ ( E,F )
e Une application linéaire de E dans lui-méme (méme espace vectoriel au départ et a I’arrivée) est appelée
endomorphisme de E . Leur ensemble est noté £ ( E) (plutdtque £ ( E, E)). On trouve également la notation End ( E ).
e Une application linéaire bijective est appelée isomorphisme d’espaces vectoriels.
e Une application linéaire bijective de E dans lui-méme (ie. une application qui est a la fois un isomorphisme et un
endomorphisme de E ) est un automorphisme de E .

L’ensemble des automorphismes de E estnoté GL£ ( E ) (groupe linéaire de E ), ou, plus rarement, Aut ( E ).

Application linéaire | de E vers F de E vers E
Quelconque morphisme endomorphisme
Bijective isomorphisme automorphisme

2. Applications linéaires et opérations algébriques
a. L’espace vectoriel £(E, F)

Proposition
Soient E et F deux K — espaces vectoriels.

Alors L ( E,F ), muni de I’addition interne et de la multiplication externe naturelles, est un K — espace vectoriel.

b. Composition d’applications linéaires ; ’algébre £ ( E )

Proposition

Soient E, F, G trois K — espaces vectoriels, et f : E — F, g: F — G deux applications linéaires.
Alors I’application composée g o f : E — G est une application linéaire.

En particulier, I’espace vectoriel £ ( E ) des endomorphismes de E est stable pour la loi de composition

(f.g)e(L(E ))2 = fog (L (E) estainsi muni d’une structure de K - algébre (vocabulaire hors-programme)).



c. Linéarité de application réciproque d’un isomorphisme

Proposition

Soit f: E — F unisomorphisme de K — espaces vectoriels.

Alors I’application réciproque de f: f ': F — E estégalement un isomorphisme de K — espaces vectoriels.

Conséquence

L’ensemble G£ ( E ) des automorphismes de E est non vide, stable pour la loi <, et par passage a la bijection inverse. On dit

que ¢’est un groupe : vocabulaire hors-programme, mais qui justifie I’appellation de groupe linéaire.

B] IMAGE, NOYAU

1. Image d’une application linéaire

a. Proposition

Soient E, F deux K — espaces vectoriels, E; un sous — espace vectorielde E, et f € L(E, F )

Alors f (E ) estun sous — espace vectoriel de F.

b. Image d’une application linéaire

Soient E, F deux K — espaces vectoriels, et soit f e £(E, F).

e Onappelle image de f,etl’onnote Im( f ), ’ensemble Im( f ) = f(E).

@ . Onadonc:| Im(f)={yeF,3xeE, y="1(x)} |,ou,p|ussimplement:Im(f)={f(x),XGE}.

e Daprésa.: Im( f ) estunsous — espace vectoriel de F.

e Il découle immédiatement de la définition d’une image que : f e £ ( E, F ) est surjective si et seulementsi Im( f ) = F .

2. Noyau d’une application linéaire

a. Proposition

Soient E, F deux K — espaces vectoriels, F, un sous — espace vectorielde F, et f € £ ( E,F )

Alors f 1 ( Fl) (iimage réciproque de F, par f ) estun sous — espace vectoriel de E .

b. Noyau d’une application linéaire

Soient E, F deux K — espaces vectoriels, et f e L(E, F )

On sait que {0 ¢ | estun sous — espace vectoriel de F.D’aprés a., f ~* ({0 £} ) est donc un sous — espace vectoriel de E .

On appelle noyau de f ce sous — espace vectoriel de E, etonlenote Ker( f): | Ker(f)={ueE, f(u)=0}

Soient E, F deux K — espaces vectoriels,et f € £ ( E,F ).Alors f est injective si et seulement si Ker ( f )

Il
—_——
o

m
——

c. Caractérisation des applications linéaires injectives

3. Caractérisation des isomorphismes d’espaces vectoriels

Soient E, F deux K —ev,et f € £L(E, F) .Alors f estunisomorphisme ssi Ker( f ) = {OE} etIm(f)=F.




Chapitre 2 : Dimension d’un espace vectoriel

I Somme de deux sous — espaces vectoriels

1. Somme de deux sous — espaces vectoriels
a. Définition
Soient E un K — espace vectoriel, E; et E, deux sous — espaces vectoriels de E .

e Onappellesomme de E, etde E, ,etl’onnote E; + E, ,’ensemble :

o |l découle immédiatement de cette définition que pour tout élément x de E:

Le vecteur x appartienta E; + E, sietseulements’il existe X, € E;et x, € E, telsque X = X; + X,.

b. Propriétés et caractérisation

Soient E un K — espace vectoriel, E; et E, deux sous — espaces vectoriels de E . Alors:

i— E; + E, estunsous— espace vectoriel de E.

ii— E; + E, estleplus petit sous — espace vectoriel de E contenant E; et E,.

2. Somme directe de deux sous-espaces vectoriels
a. Définition
Soient E un K — espace vectoriel, E, et E, deux sous — espaces vectoriels de E .
e Onditque E,; et E, sonten somme directe lorsque tout élément u de E; + E, peuts’écrire de maniere unique
sous laforme: u =u,; + u,,avec u; € E;etu, € E,.

e Lorsque E; et E, sonten somme directe, la somme de ces deux sous-espaces vectoriels est notée E; & E,.

b. Caractérisation des sommes directes de deux sous-espaces vectoriels

Soient E un K — espace vectoriel, et E; , E, deux sous — espaces vectoriels de E .

Alors E; et E, sont en somme directe si et seulementsi E; N E, = {OE }

3. Sous-espaces vectoriels supplémentaires dans un espace vectoriel
a. Définition
Soient E un K —espace vectoriel, et F, G deux sous — espaces vectoriels de E .

e Onditque F et G sont supplémentaires dans E lorsque F ® G = E.

e Autrementdit, F et G sont supplémentaires dans E si et seulementsi: F n G = {0 E} et F®G=E.

b. Caractérisation ; existence

Soient F et G deux sous — espaces vectoriels d’un K — espace vectoriel E. Les sous — espaces F et G sont

<>> supplémentaires dans E si et seulement si tout vecteur de E s’écrit de maniére unique comme somme d’un élément de F et

d’un élément de G.




On admettra que

Tout sous — espace vectoriel d’un espace vectoriel E admet un supplémentaire dans E .

C.

Remarques

e Tout sous — espace strict de E (ie. distinct de E et de { O0¢ }) admet une infinité de supplémentaires. L’expression " J§
supplémentaire de F " n’a donc aucun sens, et doit étre remplacée par " supplémentaire de F ".
e Lanotion de sous — espaces supplémentaires n’est pas absolue : par exemple, Vect (1 + X, 1+ X2 ) et Vect ( X ) sont

supplémentaires dans R , [ X ] , mais ne le sont pas dans R 4 [ X ] Il convient donc de toujours préciser dans quel espace

vectoriel deux sous — espaces sont supplémentaires.

4. Liens avec les applications linéaires

a.

Un premier pas vers le théoréme fondamental de 1’algébre linéaire

Soient E, F deux K — espaces vectoriels, et E;, E, deux sous — espaces vectoriels de E, supplementaires dans cet

espace. Alors toute application u € £ ( E, F) est entiérement déterminée par ses restrictions au départa E, et E, :
Pourtout u, € £ (E,, F ), pourtout u, e £(E,, F),ilexisteununique u € £(E,F) telque ujg, = u, et

U|E2 = U2.

Remarque : I’application u "’(“IEl'UIEz) est un isomorphisme de K -evde £ (E, F) vers L(El, F)XL(EZ, F).

Un premier pas vers le théoréme du rang

Soient E, F deux K —espaces vectoriels,et u € £ (E, F).

Alors u définit un isomorphisme de tout supplémentaire de Ker (u ) dans E vers Im (u ).
Plus explicitement

Soit H un supplémentaire de Ker(u) dans E.

H - Im(u)

Alors la restriction de u & H au départ, eta Im (u) a l'arrivée : u“ Lm(“) : (
X > u(x)

est un isomorphisme de K — espaces vectoriels.

Structure de ’ensemble des solutions d’une équation du type u (x) = b,otu e £L(E,F)etbe F
Soient E et F deux K — espaces vectoriels,et f e £ (E, F).Soit b € F.On cherche a déterminer I’ensemble des
vecteurs x de E telsque f (x) =b.
Notons alors T, I’ensemble des solutions de cette équation: T', = {x e E, f(x)=b}=f " ({b}).

Proposition

e SibglIm(f),aorsTy, =O.
e Sib e Im(f),considérons un élément x, de E tel que f (xo) =b.
Alors T", est le sous — ensemble de E donné par

Fb:x0+Ker(f):{x0+z, 26Ker(f)}:{XEE,EZGKer(f),x:xo+z}.



Il Familles libres, familles génératrices, bases

Al

FAMILLES GENERATRICES

1. Familles génératrices finies

Soient E un K — espace vectoriel, et (ul, o U ) une famille de n vecteurs de E.
e Onditque (uy,...,u, ) estune famille génératrice de E lorsque Vect(u,,...u, ) = E.
e Autrement dit, (ul, e U ) est une famille génératrice de E si et seulement si :

i — lesvecteurs u; appartiennenta E;

n
ii-VYueE,3hy, .k, eK/u=>Ynru;.
i=1

2. Propriétés

i- SIiF-= (ul, wa Uy ) est genératrice de E, alors toute sur — famille de & dans E est génératrice de E .

[ Une sur —famille de & dans E est une famille de vecteurs de E contenant les vecteurs u,, ..., u, ].
i~ Soit (uy,..,u, ) unefamille de n vecteurs d’un K - espace vectoriel E.Alors (U, ..., u, ) estune famille

K" - E

génératrice de E si et seulement si I’application linéaire ¢ : est surjective.

(xl,...,xn) = AU +..+ AU,
iii— Soient f e L(E, F), et (ul, e U ) une famille génératrice de E. Alors
o lafamille ( f(ug) o f(u, )) engendre Im( f ) ;

e f estsurjective si et seulement si la famille ( fug) . f(u, )) est une famille génératrice de F .

3. Familles génératrices éventuellement infinies

B]

Soient E un K — espace vectoriel, et 7 = (ui )i , une famille de vecteurs de E.
€

e Onditque F est une famille génératrice de E lorsque Vect ((F) =E.
e Autrement dit : (ui )i | est une famille génératrice de E lorsque :
i— pourtouti e I, u; appartienta E;

ii — tout vecteur u de E s’écrit comme combinaison linéaire d’un nombre fini des vecteurs U .

FAMILLES LIBRES - FAMILLES LIEES

1. familles libres finies, familles liées finies

&

Soient E un K —ev, et (ul, . u n) une famille de n vecteursde E.

e Onditque ( Ug, .U, ) est une famille libre lorsque toute combinaison nulle des U, est & coefficients nuls, i.e. lorsque :

Vg, omhy, €K, AUy .ot AU, =0=2A; =..=A, =0

On dit alors également que uy, ..., u,, sont linéairement indépendants.




e Onditque ( Ug, o U ) est une famille liée lorsqu’il existe une combinaison nulle des u, a coefficients non tous nuls, i.e.

lorsque : 3 (%, ..., A, ) € K"\ {(0,0,..,0)}, Ayu; +..+ A u, =0,
On appelle alors relation de dépendance entre les vecteurs u, toute relation de la forme :

AqUg +..+ A, u, =0,avec A, ..., A, non tous nuls.

2. Propriétés

i—  Si(ug,..,u, ) estune famille libre de E, alors toute sous — famille de (u, ..., u, ) estune famille libre.
i~ Soit (uy, .., u, ) unefamille de n vecteurs d’un K — espace vectoriel E.

Alors ( Ug, .oy U ) est une famille libre si et seulement si I’application

K" N E

lingaire o :
¢ (Agv k) o g U+t 2 Uy,

est injective.

iii— Soient f e L(E,F),et(uy,..,u, ) unefamille libre de vecteurs E .

Alors si f est injective, la famille ( f(uy) o f(uy )) est une famille libre de F .

[En fait, ’application f est injective si et seulement si I'image par f de toute famille libre de E est une famille libre de F1.

3. Familles libres éventuellement infinies
Soient E un K — espace vectoriel, et  une famille (quelconque) de vecteurs de E.

e Onditque F estune famille libre lorsque toute sous — famille finie de (ui )i _, estlibre.

e Dans le cas d’une famille ¥ = ( up, ) I indexée par I’ensemble des entiers strictement positifs, la famille F est libre
€

si et seulement si :

n
VneN , VAi,.,A,eK, Y Apu =0=hr;=..=1,=0.
k=1

C] BASES
1. Définition
Soient E un K — espace vectoriel, et F une famille de vecteurs de E .

e Onditque F estune base de E lorsque c’est a la fois une famille libre et génératrice de E, c’est-a-dire lorsque

tout vecteur de E s’écrit de maniére unique comme combinaison linéaire des vecteurs de F .
e En particulier, une famille finie (u 1y Uy ) de vecteurs de E est une base de E si et seulementsi :
VueE, 3 (hy,hy)eK" fu= En:xiui.
i=1
2. Bases canoniques d’espaces vectoriels de référence
e La famille formée des vecteurs (1,0,0,..,0),(0,1,0,..,0), (0,0, 0,..., 1) (dans cet ordre) est une base
de K", appelée base canonique de K".

. (1, X, X2, X" ) estune base de K| [ X |, appelée base canonique de K, [ X ].

. ( X K )k , estune base de K [ X ], appelée base canonique de K [ X |.
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3. Coordonnées d’un vecteur dans une base finie

Soit E un K — espace vectoriel, admettant une base finie B = (u,, ..., u, ).

Soit u un élément de E ; ce vecteur s’écrit donc de maniére unique comme combinaison linéaire des vecteurs
n
de B,souslaforme: u = > A u;,aveciy,... A, € K.
i=1
Ay
. . . A 2 .
Onditalors que A ,, ..., A , sont les coordonnées, ou les composantes, de u dans la base 3. Onditque | “ | estlamatrice

Ay
Ay

Ao

des coordonnées de u dans la base @B. On pourra noter : [u ] s =

4. Un cas particulier : familles de polynémes étagée en degré

Soit ( Po, ., Py, ) une famille de polyndémes de K , [ X ] étagée en degré, et plus précisément telle que pour

tout k € {0,..,n}, deg( Py ) = k.Alors Py, ..., P, ) estune base de K, [ X ].

5. Propriétés plus générales
i - SiB= (ul, v Uy, ) est une base de E, alors toute sous — famille de @ est libre, et toute sur — famille
de B dans E est une famille génératrice de E.
i — Soit (uy,...,u, ) unefamille de n vecteursd’un K —ev E.Alors, (uy, ..., u, ) estune base

K" - E

de E sietseulement si ’application linéaire @ : est bijective.

(Rgindg) P AUyt dpuy
iii — Admis
Tout espace vectoriel possede une base.

iv — Soient f € L(E,F),et(uy,..,u,)unebasede E.

Alors f est bijective si et seulement si la famille ( fug) . f(u, )) est une base de F .

6. Bases de sous — espaces vectoriels

a. Remarque

Soit F = (U, ..., u, ) une famille de n vecteurs d’'un K — espace vectoriel E .
e Si ¥ estune famille libre, alors c’est une base de Vect( Ug,..,Up ) .

e Réciproquement, soient F un sous — espace vectoriel de E , et F = (ul, ey Uy ) une base de F.

Alors F est une famille libre de E .

b. Bases de sous — espaces vectoriels supplémentaires dans un ev

Soient E un K — espace vectoriel, et F; , F, deux sous — espaces vectoriels de E, supplémentaires dans cet espace.

Soient (el,...,e p) une base de F, et (sl,..., aq) une base de F,. Alors (el,...,e p,sl,...,gq) est une base de E.




11 Espaces vectoriels de dimension finie

A] DEFINITIONS

1. Théoréme fondamental

Soient E un K - espace vectoriel, et n € N. On suppose que E admet une famille génératrice de n vecteurs.

Alors toute famille d’au moins n + 1 vecteurs de E est liée.

2. Deux exemples primaires
e Dans R" ou C", toute famille d’au moins n + 1 vecteurs est liée.

e Dans R, [ X ] ou C, [X], toute famille d’au moins n + 2 polyndmes est liée.

3. Dimension d’un espace vectoriel

a. Théoreme fondamental (deuxiéme version)

Toutes les bases d’un espace vectoriel E ont le méme cardinal.

b. Définition (dimension d’un espace vectoriel)

e Un espace vectoriel E est dit de dimension n lorsqu’il admet une base de cardinal n. Dans ce cas, toutes ses bases sont
de cardinal n.

e Un espace vectoriel E est dit de dimension finie lorsqu’il existe un entier n tel que E soit de dimension n.
e Un espace vectoriel E est dit de dimension infinie lorsqu’il n’est pas de dimension finie, c’est — a — dire lorsque E

n’admet pas de base de cardinal fini.

c. Dimension d’espaces vectoriels de référence
e K" estun K — espace vectoriel de dimension n .

e K, [X]estun K — espace vectoriel de dimension n + 1.

e K[X], K", #(I,E) pour I ensemble non vide, et E un K — espace vectoriel non réduita { 0}, sont

des K — ev de dimension infinie.

B] PROPRIETES DES ESPACES VECTORIELS DE DIMENSION FINIE
1. Cardinal de familles libres ou génératrices

Si E est un espace vectoriel de dimension n, alors:

e Toute famille libre de vecteurs de E est de cardinal inférieur ou égal & n .

e Toute famille génératrice de E est de cardinal supérieur ou égal a n .
Autre formulation

e Si E posséde une famille libre de cardinal p, alors la dimension de E est supérieure ou égale d p .
e Si E possede une famille génératrice de cardinal p, alors dimE < p.
2. Familles libres maximales, familles génératrices minimales

Si E est un espace vectoriel de dimension n, alors:

e |Toute famille libre de n vecteurs de E est une base de E].

e Toute famille génératrice de n vecteurs de E estune base de E .
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3. Théoreme de la base incomplete, théoreme 'de la base redondante™

(Le premier nom est homologué, le deuxiéme pas du tout).

Soit E un espace vectoriel de dimension n. Alors:
e Toute famille libre de E peut &tre complétée en une base de E.

e De toute famille génératrice de E, on peut extraire une base de E .

C] CALCULS DE DIMENSIONS

1. Sous — espaces vectoriels

Théoréme 1

Si E est un espace vectoriel de dimension finie, alors tout sous — espace vectoriel F de E est de dimension finie,
et dimF < dimE .

Enoutresi dimF = dimE ,alors F = E.

Théoréme 2

Soient F, , F, deux sous — espaces vectoriels d’un espace vectoriel de dimension finie E .

Alors:  dim(F; + F, ) =dim(F, )+ dim(F, ) - dim(F; 0 F, ).

Question

Donner une généralisation de ce résultat (analogue de la formule du crible).
Cas particuliers et conséquence :

e F, et F, sonten somme directe si et seulementsi dim( Fy + F, ) = dim(F, ) + dim(F, ).

e F, et F, sontsupplémentaires dans E si et seulementsi dim( F, + F, ) = dim(F, ) + dim(F, ) = dim(E).

F; nF, ={0}
dim(Fy ) + dim(F, ) = dim(E )|

e |F, et F, sont supplementaires dans E si et seulement si {

Théoréme 3 (dimension d’un produit)

Soient E et F deux K — espaces vectoriels, de dimensions respectivement n et p.

Alors I’espace vectoriel produit E x F est de dimension n + p.

D] Rang d’une famille de vecteurs, d’une application linéaire

1. Rang d’une famille de vecteurs (définition)
e Soit F = ( Ug, ..., Up ) une famille de vecteurs d’un espace vectoriel E . On appelle rang de la famille ¥ la
dimension du sous — espace vectoriel Vect( Ug, ..o Up ) engendré par cette famille.

e Remarquons que le rang d’une famille de n vecteurs est nécessairement inférieur ou égal a n .

2. Rang d’une application linéaire

Soit f: E — F une application linéaire de E vers F, ou E et F sont deux espaces vectoriels.

a. Définition
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On appelle rang de f, et1’onnote rg ( f ), la dimension (infinie ou non) de 'imagede f: rg( f ) = dim(Im f ).

b. Théoréme du rang

Rappelons que f définit un isomorphisme de tout supplémentaire de Ker( f ) dans E sur Im( f ) On en déduit aisément le

Théoréme du rang

<<> Si E est de dimension finie, alors | rg( f ) + dim( Ker f ) = dim(E)

c. Conséquences

Soient E, F deux K —ev de dimension finie,et f ¢ £(E,F). Alors:

e rg(f)<dim(F).Deplus, rg( f) = dim(F) sietseulementsi f estsurjective.

e rg(f)<dim(E).Deplus, rg( f) = dim(E) sietseulementsi f est injective.

e Il résulte de ce qui précéde que f est un isomorphisme si et seulementsi rg( f ) = dim( E) = dim(F).
d. Rang d’une composée

Soient maintenant E, F trois K — ev de dimension finie, f €« £L(E, F),etg e L(F,G).

e rang(gof) < max(rang(f) rang(g)).

e Si f estunisomorphisme,ona rang (g f ) =rang(g)

e Deméme,si g estunisomorphisme, rang (g o f ) =rang ( f).
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Chapitre 3 : Matrices, et applications linéaires en dimension finie

| Définitions

1. Matrice

a. Définition

e Soient n, p € N. On appelle matrice & n ligneset p colonnes & coefficients dans K toute

[, n] x 1, p] » K

application de [[1, n] x [1, p] dans K : M :

(i ]

)

e Unematricea n lignes et p colonnes est représentée sous forme de tableau (a n lignes et p colonnes, évidemment) :

m
Ne pas o

parler de la Ma1 M2
dimension : :
d’une
matrice :
cela n’a pas
de sens Mp1 My

On note également: M = (m; ; )(i,j)e[[l,n]]x[[l, "

e L’ensemble des matrices a n lignes, p colonnes et a coefficients dans K estnot¢ M, , (K ).

b. Matrices carrées, matrices lignes, matrices colonnes.

e L’ensemble M (K) estplussimplement noté M, (K ). Ses éléments sont les

matrices carrées d’ordre n a coefficients dans K .

o Lesélémentsde M, , (K) (resp.de M, , (K ))sontappelés matrices lignes (resp. matrices colonnes).

2. Structure de K —espace vectoriel sur ¢, , (K)
a. Les opérations

Soient n, p € N.Onmunit M, , (K ) des opérations suivantes :
i — Multiplication externe

Pour tout M = (m; ; )(i,j)e|[1,n]]><[[l, <

Amgg

/1mn'1
ii — Addition

Pour tout M = (mi’j )ie[[l,n]]
jelLp] jeltpl

i ™ ligne | M;; m;, e my

V]

colonne

JIEmE
— b My, ... My

M, , (K)etpourtout 1 e K :

ettout N = (ni'j )ie[[l,n]] appartenant a mn,p (K) )
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jellp
My + Nyg Myj+ Ny - My + Ny
M+ N=| mj; +n;, mi; + N mip, +Nip
mn‘l + nn,l mn,j + nn,j mn,p + nn'p

‘@T\ M., , (K) estainsi muni des opérations naturelles sur K -1t pl

b. L’espace vectoriel M, , (K )
Proposition

i— L’ensemble M, , (K ), munide I’addition et de la multiplication externe définies
précédemment, est un K — espace vectoriel.

i~ M, , (K) estde dimension finie, et dim( M, , (K)) = np.

c. Base canoniquede M, , (K ) ; matrices élémentaires

— Une notation : le symbole de Kronecker

1sii=]j

Pour tout (i, j) € N2, on définit le symbole de Kronecker &; . par: |8, : = . .
- bl 0sii=]j

— Matrices élémentaires
Soientn, p e N, et (i, j)e{1,..,n} x {1 .. p}.Onnote E; ; lamatrice dont le coefficient de

la i ligne, j ™ colonne est égal & 1, et tous les autres nuls :

ieme

j colonne
0 0 0
i ligne| 0 (0) 1 (0) 0|=E;;
0 0 0

Les E. . sont appelées matrices élémentaires de M K).
i n,p

Pourtout (i, j)e 1,n x 1,p ,onaEijz(Siij()kelyn :
| B
En effet, le coefficient de la k ™ ligne, ¢ ™ colonne de E; ; estégala 1 si k =i et ¢ = j,eta O sinon.

La famille de matrices ( E; ; est une base, appelée base canonique, de M K).
i np

(i,§) e[ n] x4, p]

n p
Pour toute matrice M :(mi'j)(i D et o) % My, (K),onaM=73 > m E;;.

3. Transposition

a. Définition

Soit M = (m; ;)

(i §) < [1n] % [ o] e M, , (K) On appelle matrice transposée de M, et1’on

note ' M, lamatricea p ligneset n colonnes obtenue en échangeant les roles des lignes et des colonnes de M, c’est — & —
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dire la matrice dont le coefficient de la j *™ ligne, i ®™ colonne est m; ; :

; ieme

i colonne
m;; My e My v My
My, Myo
™= m m m m jeme i
L] 2, ] i, j nj | i ligne
My, My, mi o e My

Autrement dit, ' M est la matrice e M, , (K) donnée par:

(m’ivi )(i,j)e[[l,n]]x[[l,p]]
vV (i,j)elt,plx[,n], m*; =m;;.

b. Propriétés
i — Caractére involutif de la transposition

Pour tout M = (mi'j)(i,j)eﬂl,n]]x[[l,p]] eM,,(K): t(tM ) =M.

n,p(K) = My, (K)

. est un isomorphisme de KK — espaces vectoriels,
M — M

M
Plus précisément : I’application (

y o My (K) > My, (K)
d’isomorphisme inverse .
N +— 'N

il — Transposée d’un produit, d’une matrice inverse

e VMeM, (K), VNeM,,(K): (MN)='N"'M.

e VPeGL,(K): tPestinversible,et‘(P‘l) = (tP)_l.

Pour la définition et les propriétés d’un produit ou d’un inverse, cf. plus loin.

4. Matrices carrées particulieres

a. Matrices diagonales, matrices triangulaires

e Soit M = (mi'j ) e M, (]K) .Onditque M est une matrice diagonale lorsque pour

(i,j)eftn]?

tout (i, j) e {1,...,n}2 telquei = j: m;; =0.

On note parfois M = Diag ( 41, ..., 2, ) la matrice diagonale : M =

e La matrice diagonale d’ordre n dont tous les coefficients diagonaux sont égaux & 1 est appelée matrice

1 (0)
identité ou matrice unité d’ordre n, etonlanote I , : |, = (0) . e M, (K)

1

e SoitM = (mi'j ) e M, (K).Onditque M estune matrice triangulaire supérieure

(i,j)eftn]?

lorsque pour tout (i, j) e {1,...,n}2 telquei > j: m;; =0.



M estdite triangulaire inférieure lorsque pour tout (i, j) {1, ..., n}2 telquei < j: m;; =0,

b. Matrices symétriques, antisymétriques

Soit M = (m; ;) e M, (K).

(i,j)eftn]?
e Onditque M estune matrice symétrique lorsque ' M = M, c’est — & — dire lorsque les coefficients de M sont

symeétriques par rapport a la diagonale.

2

Autrement dit, M est une matrice symétrique lorsque : v (i, j) e {1,..,n}", m,, =m ;.
e Lamatrice M estdite antisymétrique lorsque ' M = — M, ¢’est — a — dire lorsque
. 2
V(I,j)e{l,...,n} y mIVJ:_mJ’I

Remarquons qu’en particulier, les coefficients diagonaux d’une matrice antisymétrique sont nuls.

e Notons §, (K) (resp. A, (K)) I’ensemble des matrices carrées symétriques (resp. antisymétriques )

d’ordre n a coefficients dans K . Alors :

i -  S,(K)etA4,(K) sontdessous—espaces vectoriels de M, (K ) ;

i dim(Sn(K)) _ w et dim(ﬂn(K)) = w;

i —  85,(K)et A4, (K) sontsupplémentairesdans M, (K): S, (K)® A4,(K)=M,(K) .

| Produit matriciel

1. Définition
So|t A = (ai,j)ie 1,n (S Wln’p (K) et B = (bk,() kelﬁ"p]]l] (S MP,Q(K)'
, q

ie Lp (e

La matrice produit A B est la matrice C = (ci,( ) i e HLHH e M, (K') dont les coefficients sont donnés par :
1q

(e

v (i) € {1} x {Loerql, Cyp = é a5 by,

2. propriétés
a. points positifs

i — associativité
Pourtout M e M, , (K), N e M,  (K),etPe M, (K): M(NP)=(MN)P.
Ceci autorise lanotation M (NP) =(MN)P = MNP.

ii — éléments neutres a gauche et a droite
Pourtout M e M, , (K): I, M=MI, =M.

iii — distributivité
VMeM,, (K), Yy NPeM,,(K): M(N+P)=MN+MP.

VM, NeM, , (K),VPeM,,(K): (M+N)P=MP+NP.




b.

Points négatifs
Pour des matrices A et B:
i — non —commutativité
L’¢galitét AB = BA esten général fausse.
ii — diviseurs de zéro

L’implication AB = 0 = (A =0) ou (B = 0) estfausse: il existe des matrices A, B non nulles et telles

que AB = 0.

3. Puissance p —iéme d’une matrice carrée

a.

=3

. PO

Définition
Soit A € M, (K) une matrice carrée.
On définit la puissance p —iémede A pourtout p e Npar: A = 1, etV pe N, AP*l = APA,

Formule du binbme de Newton

Soient A, B € M, (K) deux matrices carrées d’ordre n.

p
On suppose que A et B commutent. Alors: |V p e N, (A+B)" = > [E]Ak BP X|
K=o

En revanche, cette formule n’a aucune raison d’étre vraie lorsque A et B ne commutent pas.

Cas des matrices diagonales ou triangulaires

Lorsque A est une matrice diagonale ( resp. triangulaire inférieure, resp. triangulaire supérieure ) , de coefficients diagonaux

Ay, Ay, AP estégalement diagonale ( resp. triangulaire inférieure, resp. triangulaire supérieure ) , et ses coefficients

diagonaux sont A, P, .., A, P.

4. Inverse d’une matrice carrée... inversible

a.

Définitions et premiéres propriétés

Soit A € M, (K ) une matrice carrée.

e Onditque A est inversible lorsqu’il existe une matrice B € M, (K ) telleque AB = BA =1 ,.

e Lorsqu’une telle matrice B existe, celle — ci est unique. On I’appelle matrice inverse de A, eton lanote A~1.

* Onapourtout (A, B) e (M, (K))2 . (Aestinversibleet B = A‘l) < (AB=1,)< (BA=1,).

e La notion d’inversibilité n’a aucun sens pour une matrice non carrée.

e L’ensemble des matrices carrées inversibles d’ordre n estnoté GL, (K).

Cas des matrices diagonales ou triangulaires
Soit A e M, (K).
e Onsuppose que A est une matrice diagonale : A = Diag( Ay ey Ay )
Alors A est inversible si et seulement si ses coefficients diagonaux sont tous non nuls, et dans ce cas :
At = Diag( 4, 4y

e Onsuppose que A est une matrice triangulaire supérieure :
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a
0 a,, (*)
A= :
0o o0 a; *
o 0 .. 0 .. a, .

Alors |A est inversible si et seulement si tous ses coefficients diagonaux sont non nulg, et dans ce cas sa matrice inverse est

triangulaire supérieure, de la forme :

allfl * * *
0 az,z_l (*)
ATl = E i
0 0 a; ;! *
0 0 .. 0 I

e On aévidemment un résultat analogue pour les matrices triangulaires inférieures.

c. Quelques critéres d’inversibilité

Soit A e M, (K) une matrice carrée. Les propositions suivantes sont équivalentes :

i— Lamatrice A estinversible.

ii— Pourtout X e M,;(K): AX =0= X =0.

iii — La matrice A estderang n.

iv— A estinversible.

v— A estla matrice dans une base 3 d’un automorphisme de K".

vi— A estla matrice d’un isomorphisme de K — espaces vectoriels de dimension n, relativement a des bases quelconques

de ces espaces.
Les points iii —, v — et vi — énoncés ci — dessus résultent de 1’égalité entre rang d’une application linéaire entre espaces vectoriels de

dimension finie, et rang de sa matrice relativement a des bases de ces espaces... cf. chapitre 3 .

111 Matrices de coordonnées

1. Matrice des coordonnées d’un vecteur dans une base Rappel

Soit E un K — espace vectoriel de dimension n, etsoit B = (el, en) une base de E. Toutvecteur u de E s’écrit de
maniéere unigue comme combinaison linéaire des vecteurs de 3, sous la forme :
n
U= > Aje;,avec hy, .., A, € K.
i=1
A1

. , A . .
Onditque A4, ..., A, sont les coordonnées de u dans la base B, et que [u ] s = :2 est la matrice des coordonnées de u

dans la base 3.

2. Matrice associée a une famille de vecteurs dans une base




Soit E un K — espace vectoriel de dimension n, et B = (el, s €1 ) une base de E. Considérons une famille

A,

. A2, j . .
F = (ul, . u p) de p vecteursde E, etnotons, pourtout j € [1, p], [u]@ = 27| |a matrice des coordonnées du

}\,n,j

vecteur u ; dans la base B. On appelle matrice des coordonnées des vecteurs de la famille & dans la base 3B la matrice

[F], € M, , (K) dontla j*™ colonne est [uj ]@
ul u2 e uJ cee cee u p
}\41’1 }\41’2 e 7\41,]‘ e s A{lyp el
}\42’1 7\42’2 e E e e E e2
@ 7\/|11 7\/|12 e 7\/|1J e e 7\4|’p el
T T T N T

3. Rang d’une matrice
a. Définition
Soit M e M, , (K).Onappelle rang de la matrice M le rang de la famille de ses vecteurs colonnes,

identifiés a des vecteurs de K".

b. Propriétés

e SoitM e M, , (K). Alors rg(M ) = rg( M ) .Lerangde M est donc égal au rang de la famille de ses vecteurs lignes.

e Soient E un K — espace vectoriel de dimension finie, & une famille finie de vecteurs de E, et M la matrice des

coordonnées des vecteurs de ¥ dans une base B de E. Alors rg(M ) = rg( F).

4. Matrices de passage
a. Définition
Soient E un K — ev. de dimension finie n, @ = (e,,..,e, ) et B = (&, .., &, ) deux basesde E. On appelle

i \ i . S vecteu i .
matrice de passage de @ vers B’ lamatrice P, _, ,. des coordonnées des vecteurs de la famille @’ dans la base B

On dit également que P, _, ;. estla matrice de changement de base @B vers B’ :

81 82 e Sj cen “ee 8n
Apg hip e Ay e e Apg) €y
Mog Moo e e,
p g _ : : ‘. : : : c M K ’
aoa =[27], Mig Mg o i e hig | e n (K)
xnl xnz }\'n,j }“nn en

n
olles A ; ; sonttelsque pourtout j € [1,n], &, = Z e

b. Propriétés
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Soient E un K — espace vectoriel de dimension finie n, @, B> et B’ trois basesde E. Alors:

. . . -1
e Lamatrice de passage P, _, ;- estinversible, et ( Ps s ) =Py 5.

e Py o =Py Py

o Formule de changement de base pour les vecteurs : Pour tout vecteur u de E : |[u] 4. = (P$ e ) [u] &

IV Applications linéaires en dimension finie

1. Matrice associée & une application linéaire relativement a des bases

a. Principe fondamental de la linéarité

Soient E un K —e.v. (de dimension finie) , et B = (e, )k .. Unebasede E.

Soit F un K —ev.,et f e £(E,F) uneapplication linéaire de E dans F.

Ce résultat
reste vrai
lorsque E | Autrement dit,
est de
dimension
infinie

Alors, f estentiérement déterminée par la donnée des images des vecteurs de & .

Si ( Y )1 ck<n est une famille de vecteurs de F fixée, il existe une unique application linéaire h € £ ( E,F ) telle

que: V ke f{l,..n}, hed)=y,

Autre maniére de présenter les choses,

Soient E un K —e.v.(d.f.), et B = (ek )k .l une base de E . Soit F un K —e.v., etsoient f, g deux applications

linéaires de E dans F.Onsupposeque: V k € {1,..,n} , f(e,)=g(e.). Alors, f

I
«

b. Matrice d’une application linéaire relativement a des bases

Soient E un K - espace vectoriel de dimension p, F un K — espace vectoriel de dimension n, et f e L(E, F) une
application lineaire de E vers F. Soient B = (el, e € ) une basede E, et B’ = (al, e € ) une base de F.
On appelle matrice de f relativement aux bases B et B, et I’on pourra noter M ; 4. ( f ), la matrice des cordonnées de la

famille de vecteurs ( fer) . f(ep )) dans labase B*. M 4. ( f ) estdonc lamatrice de M, , (K ) donnée par :

fles) o) 1(ey) f(e,)

R WP W P B
Ao Moo o : €5
M, 4 (f)= ,
oo }"i,l 7\'|2 }\’Ij }"i,p €
knl }‘nZ knj 7\'np €q

n
olipourtout j e 1,p , f(ej)z DN Ei-
i=1

Lorsque f est un endomorphisme de E, la matrice de f relativement & la méme base @B au départ et a I’arrivée sera

simplement notée M, ( f ).
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C. Matrice des coordonnées de ’image d’un vecteur

Soient E, F deux K — espaces vectoriels de dimension finie, B une base de E, B’ une base de F,
et f e £(E,F) uneapplication linéaire de E vers F.

Alors, pour tout vecteur u de E, la matrice des coordonnées de f (u) dans labase @’ est donnée par la formule :

[f(u)]@, = Matg ;- (f)x [u],

d. Caractérisation matricielle du noyau et de I’'image d’un morphisme

Soient E, F deux K - espaces vectoriels de dimension respectivement p et n,et f < L(E, F ) Soit A la matrice de f

relativement a une base @ de E et une base B’ de F.

e Soit u € E. Notons X la matrice des coordonnées de u dans la base B.
Alors u appartienta Ker f sietseulementsi AX = 0.

e Soit v e F.Notons Y la matrice des coordonnées de v dans labase B’

Alors v appartienta Im f si et seulement il existe X € M, ; (K) telque AX =Y.

2. Matrices d’applications linéaires et opérations
a. Matrice d’une combinaison linéaire de morphismes

Soient E, F deux K — espaces vectoriels de dimensions finies, B une base de E et B’ une base de F. Soient
f,gecr ( E, F) ;notons A et B les matrices de f et g relativement aux bases B et B’.

Alors pour tout A € K, XA + B estlamatricede A f + g relativement aux bases @B et B’.

b. Matrice d’une composée

Soient E, F, G trois K — espaces vectoriels de dimensions finies, B une base de E, B’ une base

de F, et B’ unebasede G. Alorspourtout f e £L(E,F)etpourtout g e £L(F,G):

Mat, 5-(g 0 f)=Maty 4. (g)xMaty , (f)

C. Matrice d’un isomorphisme réciproque

Soient E, F deux K - espaces vectoriels de dimensions finies, B unebasede E, B’ unebasede F, et f ﬁ(E, F )

Alors f est un isomorphisme si et seulement si Mat ; . ( f ) est inversible.

De plus lorsque tel est le cas : Mat@,,@( f ‘1) = (Mat, . ( f ))_l

En particulier, lorsque f est un automorphisme de E : Mat@( f ’1) = (Mat(B( f ))71

d. Matrice d’une itérée d’endomorphisme

Soient E un K — espace vectoriel de dimension finie, B unebasede E,et f € L ( E ) Pourtout n € N,onnote f " la

composée n fois de f avec lui—méme: f" = fo f o..0 f ,avecparconvention, f° = Id .
—_—
n fois

Alors pour tout n € N : Mat@( f ") = (Mat@( f ))n

3. Rang d’une application linéaire, et rang d’une matrice associée
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Soit f € £ ( E,F ) avec E, F deux K — espaces vectoriels de dimension finie. Soit A la matrice de f relativement a une

base B de E etunebase B* de F.  Alors: rg( f ) =rg(A).

4. Changement de base ; matrices semblables

a.

Formule de changement de base pour les applications linéaires
Cas général

Soient E, F deux K - espaces vectoriels de dimension finie, B, B’ deux basesde E, C, C’ deux

basesde F, et f e L(E, F ) Alors avec les notations habituelles :

-1
Mat,. ..(f) = (PC,C,) x Maty o (f) x Py g

Cas particulier essentiel

Soient E un K - espace vectoriel de dimension finie, B, B’ deux basesde E, et f un endomorphisme de E .

Notons P la matrice de passagede B a B’. Alors:

Mat ;- (f) =P ' xMat,(f)xP

&

Matrices semblables

e Soient A et B deux matrices carrées appartenanta M (K)

A et B sont dites semblables lorsqu’il existe P € GL, (K ) que B = P lxAxP.

e On déduit de la formule de changement de base que

A et B sont semblables si et seulement elles représentent le méme endomorphisme dans deux bases éventuellement
différentes.

e Deux matrices semblables ont méme rang ; la réciproque est fausse.
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