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                           Feuille d’exercices déterminants : 

                                                                   quelques corrigés 
              

 

 

Exercice 5 

Pour tout *n  , calculer le déterminant nD  de la matrice de terme général i j− , 1 ,i j n  . 

Commentaire   si vous savez traiter le cas 5n = … 

 

 

 

 

 

PC 
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En développant par rapport à la dernière ligne, on en déduit : 

 

 

Exercice 6 

On note nD  le déterminant de la matrice ( ),
0 ,

i j
i j n

A a
 

=  avec ( ), !i ja i j= + , et nT  le déterminant de la 

matrice ( ),
0 ,

i j
i j n

B a
 

=  avec ,i j

i j
b

i

+ 
=  
 

. 

1.   Calculer 0 1 2, ,D D D  ainsi que 0 1 2, ,T T T . 

2.   Montrer que pour tout n  , 1nT = . 

3.   Calculer nD . 

 

Solution 

 

2.   On a pour tout n 1  : 

+

−       
       
       

+       
       
       

=

− − −       
       

− − − −       

+ −       
       
       

n

n

n n

n n

T

n n n n

n n n n

n n n n

n n n n
1

0 1 1

0 0 0 0

1 2 1

1 1 1 1

1 2 2 2 1

1 1 1 1

1 2 1 2

.  
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On a avec la formule de Pascal pour a b  dans  : 
+     

− =     
+ +     

b b b

a a a

1

1 1
, d’où avec les opérations 

, ,+ + −  −n n nL L L L L L1 1 2 2 1 , puis en développant selon la première colonne :   

+

− −               
               
               

−         
         
         

= =

− − −     
     

− − −     

− −     
     
     

n

n

n n n n

n n n

T

n n n

n n n

n n n

n n n
1

0 1 1 1 2 1

0 0 0 0 1 1 1 1

1 1 2 3
0

1 1 1 2 2 2

1 2 3 2 2
0

1 1 1

2 2 2 1
0

+   
   
   

− − −       
       

− − − −       

+ − −       
       
        n

n

n n n n

n n n n

n n n n

n n n n

1

2

1 2 3 2 2

1 1 1 1

1 2 2 2 1

. 

C’est-à-dire : −=n nT T 1 . 

Comme =T 0 1 , on en déduit bien, pour tout n , =nT 1 . 

 

3.   On a aussi : 

( )

( )

( )

( )

( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

( )

( ) ( )

( )

( )

!! ! !

! ! ! ! ! ! ! !

!! ! !

! ! ! ! ! ! ! !

! ! !!

! ! ! ! ! ! ! !

! ! !!

! ! ! ! ! ! ! !
+

−

−

+

−

=

− − −

− − − − −

+ −

−

n

n

n n

n n

nn

n n

T

n n nn

n n n n n n

n n nn

n n n n n n
1

10 1

0 0 0 1 0 1 0

11 2

1 0 1 1 1 1 1

1 2 2 2 1

1 0 1 1 1 1 1

1 2 1 2

0 1 1

 

D’où, par linéarité sur les lignes et sur les colonnes : 

( )

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

! ! ! !

! ! ! !

! ! ! !! !

! ! ! != =

+

−

+

= =
   

− − −   
   + −

 

n
n

n n

k k

n

n n

n n
D

T

n n n nk k

n n n n

2 2

0 0

1

0 1 1

1 2 1
1

1 2 2 2 1

1 2 1 2

. 

D’où, avec  2.  : !
=

 
=  
 

n

n
k

D k
2

0

. 

 

Exercice 7 

Soient n   et ( ) 1
1

min , i n
j n

A i j  
 

=    . 

1.   Calculer le déterminant de A . 

2.   Si A  est inversible, calculer son inverse. 
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a. On a : 

( )

n n n n

n

L L L L L
L L L L L

L L n L L L

n n

n n n n −

−

 − 

 − 

 − 

−

− − −

= = −− −

− − −

− − − −

2 2 1 1 2

3 3 1 2 3

1 1

1

2
3

1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0

1 2 2 2 1 0 0 0 2 1 0 0

11 2 3 3 2 1 0 0

1 2 1 0

1 2 1 1 2 1 0 1 1 1 1

 

d’où ( )det A = 1 . 

b. La matrice A  est bien inversible. Pour calculer A − 1
, on résout le système : ( )S :

n

n

n n

x x y

x x x y

x x n x y

+ + =


+ + + =


 + + + =

1 1

1 2 2

1 2

2 2

2

. 

Pour cela, introduisons les inconnues auxiliaires : nz x x= + +1 1 , nz x x= + +2 2 , , n nz x= . 

On a alors : ( )S ,

n n n n n

z yz y

z y yz z y

z z z y z y y −

== 


= −+ = 
  

 
 + + + = = − 

1 11 1

2 2 11 2 2

1 2 1

. 

ce qui donne : ( )S

n

n

n n n n n n

x x y x y y

x x y y x y y y

x y y x y y− −

+ + = = − 
 

+ + = − = − + − 
  

 
 = − = − 

1 1 1 1 2

2 2 1 2 1 2 3

1 1

2

2
. 

Il en résulte que 

( )

( )

A −

 −
 
− − 

 =
 

− − 
 − 

1

2 1 0

1 2 1

1 2 1

0 1 1

.   Remarque : l’astuce utilisée revient à remarquer que 
tA B B=  

où 

( )

( )

B

 
 

=  
 
 

1 1

0 1

 et 

( )

( )

B −

 − 
 
 =
 −
 
  

1

1 1 0

1

1

0 1

, puis ( )
t

A B B− − −=1 1 1
. 

Exercice 8 (partiel) 

Calculer : 

a b b b

b a b b

b

b

b b a b

+

+

+

. 

 
Corrigé (à lire après avoir vu le chapitre réduction) 
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Cet exercice se traite comme le N°9, qui a été fait en classe. Voivi une solution alternative utilisant le chapitre 

réduction : 

Si 0b = , 

a b b b

b a b b

b

b

b b a b

+

+

+

 est évidemment égal à na  ; supposons désormais  b  non nul,  

et posons 

b b b

b b b
B

b b b

 
 
 =
 
 
 

. Il est clair que  B  est de rang  1 ,  elle possède donc  0  pour valeur propre, et 

( )0dim 1E B n= − . De plus, 

1 1

1 1

1 1

b b b

b b b
B n b

b b b

     
     
     = =
     
     
     

, donc n b  est valeur propre de  B ,  et , 

comme les dimensions des sous – espaces propres sont inférieures ou égales aux mulitplicités dans B  des valeurs 

propres correspondantes, et que la somme de ces multiplicité est elle – même inférieure ou égale à  n : il n’y a pas 

d’autre valeur propre,  0  est racine de muliplicité 1n −  de B , et n b  est racine de multiplicité  1  de B . 

Ainsi, ( ) ( )
1n

B X n b X
−

 = − − . 

On a ( )B

a b b b

b a b b

ab

b

b b a b

+

+

=  −

+

, et ( )1n

a b b b

b a b b

a n b ab

b

b b a b

−

+

+

= +

+

. 

 

Autre méthode 

Posons ( )

a X X X

X a X X

P X X

X

X X a X

+

+

=

+

.  P  est un polynôme, et, en retranchant à chaque colonne la 

précédente, puis en développant par rapport à la première d’entre elles, on se convainc qu’il est de degré inférieur ou 

égal à 1. Posons alors P X=  +  . Si 0a = , P  est évidemment le polynôme nul. 

Si 0a  , les relations ( )0 nP a=  et 0
a

P
n

 
− = 

 
 (somme des colonnes du déterminant correspond nulle) 

donnent 
na =  et 0

a

n


− +  = . On en déduit que 

1n nP n a X a−= +  (même si 0a = ). 
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Finalement, ( ) 1n n

a b b b

b a b b

P b n a b ab

b

b b a b

−

+

+

= = +

+

.  

 

 

Exercice 12 

Soient 2n  , et , ,a b c  trois nombres complexes. Calculer le déterminant ( ), ,n

x a a a

b x a a

D a b x b b

a

b b b x

=  : 

1.   Lorsque a b . 

2.   Lorsque a b= . 
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Exercice 13 

Soient 2n  , et 1 , ..., na a  . Calculer le déterminant : 

1 2 1 1

2 2 2 22 2
1 2 1 1

1 2 1 1

n n n

n nn

n n n nn n
n nn

a a a a a a

a a a a a a

D

a a a a a a

−

−

−

+ + +

+ + +

=

+ + +

  . 
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On en déduit : 

 

 

Exercice 14 

Soit  n  un entier supérieur ou égal à  2 ,  et soient 

2

e

i

n



 = , e

i

nz



= .  

On pose                                   

( )

( )

( ) ( )
2

12

2 12 4

2 1 11

1 1 1 1

1

1

1

n

n

n nn

D

−

−

− −−

  

=   

  

  . 

1.   Montrer qu’un argument de  D  est 
( ) ( )1 3 2

4

n n − −
. 

2.   Calculer 2D , et en déduire  D . 

1.   
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On en déduit  D : 
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Exercice 15 

a.   Calculer le déterminant :     

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2 22

2 2 22

2 2 22

2 2 22

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

a a a a

b b b b

c c c c

d d d d

+ + +

+ + +

+ + +

+ + +

. 

b.   Dans quelle mesure le résultat trouvé se généralise – t – il ? 

a.   Notons ( )1 , 1, 4kP X k k= + −  . Ces polynômes sont dans  2 X , donc la  

famille ( )
1, 4k k

P


 est liée. Considérons des réels 1 4, ...,   non tous nuls et tels que 
4

1

0k k

k

P
=

 = . 

Soit  A  la matrice : 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2 22

1 2 3 4
2 2 22

1 2 3 4

2 2 22
1 2 3 4

2 2 22 1 2 3 4

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

a a a a P a P a P a P a

b b b b P b P b P b P b
A

P c P c P c P cc c c c

P d P d P d P d
d d d d

 + + +   
 

 + + +  = = 
 + + + 
 

   
   + + + 

. 

Les colonnes 1 4, ...,C C  de  A  sont liées par la relation de dépendance linéaire 
4

1

0k k

k

C
=

 = , 

donc    le déterminant  

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2 22

2 2 22

2 2 22

2 2 22

1 2 3

1 2 3
det

1 2 3

1 2 3

a a a a

b b b b
A

c c c c

d d d d

+ + +

+ + +
 = =

+ + +

+ + +

 est nul    . 

 

b.   Par un raisonnement similaire au précédent, on montre que, pour tout n   et pour tout  

( ) 2

1 2, ..., n

nx x +

+  , le déterminant 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1 11

2 22

2 22

1 1

1 1

1 1

n nn

n nn

n nn
n nn

x x x n

x x x n

x x x n+ ++

+ + +

+ + +

+ + +

 est nul. 

 

Exercice 16 

Pour n  , on calculer le déterminant tridiagonal d’ordre  n  suivant : 
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2 cos 1 0 0

1 2 cos 1

0 1 0

1

0 0 1 2 cos

n





 =



. 

On a 0 1 =  et 1 2cos =  . 

Pour 2n  , on obtient en développant n  par rapport à sa première ligne : 

1

1 1 0 0

0 2 cos 1

2 cos . 0 1 2 cos 0

1

0 1 1 2 cos

n n −



 =   − 



, puis en développant cet autre déterminant par rapport à sa 

première colonne, 1 22 cos .n n n− − =   −  . 

La suite ( )n  est donc récurrente linéaire d’ordre  2 . Le polynôme caractéristique associé à la relation de récurrence, 

2 2 cos . 1X X−  + , admet pour racines e i 
 et e i− 

, racines qui sont distinctes dès lors que    0  . Par 

conséquent : 

•  Si    0  , il existe ( ) 2,A B   tel que pour tout n  , e ei n i n

n A B −  = + .  

Les valeurs de 0  et 1  imposent les conditions 
1

e e 2 cos e ei i i i

A B

A B −   − 

+ =


+ =  = +
,  

d’où l’on déduit que 
e e

,
2 sin 2 sin

i i

A = B =
i i

 − 

−
 

, et que pour tout n  , 

( )( )sin 1e e
e e

2 sin 2 sin sin

i i
i n i n

n

n

i i

 − 
 − 

+ 
 = − =

  
. 

• •  Si  0 2   , alors il existe ( ) 2,A B   tel que pour tout n  , n A B n = + .  On a ici 

Les valeurs de 0 1 = ,  1 2 =  ; on en tire 1A = B = , et ainsi pour tout n  , 1n n = + . 

De même, si  2    , il existe ( ) 2,A B   tel que pour tout n  , ( ) ( )1
n

n A B n = + − . 

Les conditions initiales donnent encore 1A = B = , et l’on a pour tout n  , ( ) ( )
1

1 1
n

n n
+

 = + − . 

 

Remarque 

Notons 

0 1 0 0

1 0 1

0 1 0

1

0 0 1 0

nA

 
 
 
 =
 
 
 
 

 ; on a calculé ici ( )2 cosA −  . La matrice nA   revient dans une multitude de 

sujets, on peut considérer ce qui la concerne comme faisant partie du cours. 

En particulier, il est de bon ton de savoir déterminer ses valeurs propres (même si ce n’est pas si évident que ça). 
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Valeurs propres de nA  

Notons déjà que celles – ci sont toutes dans , puisque nA  est symétrique réelle. 

Soient   , et 

1

n

x

X

x

 
 

=  
 
 

 . On a nA X X=   si et seulement si  

1 2

1 2 3

2 3 4

2 1

1

0

0

0

0

0

n n n

n n

x x

x x x

x x x

x x x

x x

− −

−

− + =


−  + =

 −  + =


 −  + =


−  =

  . 

Une astuce classique consiste alors à poser 0 1 0nx x += = . Ainsi, nA X X=   est vérifié si et seulement la  

suite ( )
0, 1k k n

x
 +

 satisfait la relation de récurrence linéaire d’ordre  2 : 

( ) 1 20, 1 , 0k k kk n x x x+ +   − −  + = . 

Le discriminant du polynôme caractéristique de cette relation de récurrence est 
2 4 =  −  ; on distingue alors trois 

cas: 

 

Si  = 2   

Alors, ( )  implique l’existence de deux constantes ,A B  telles que pour tout 0, 1 , kk n x A k B + = +   

(si 2 = ) ou ( ) ( )1
k

kx A k B= + −  (si 2 = − ). Dans les deux cas, les conditions 0 1 0nx x += =  imposent 

0A B= = . Par conséquent, 2nA X X=   entraîne 0X = , ce qui signifie que  2  et 2−  ne sont pas valeurs propres 

de  A . 

 

Si  > 2  

Alors ( ) ( ) 2

1 2, , 0, 1 , k k

kA B k n x A B      + =  +  , où 

2

1

4

2

 +  −
 =  et 

2

2

4

2

 −  −
 = . Les conditions 0 1 0nx x += =  imposent 1 1

1 2

0

0n n

A B

A B+ +

+ =


 +  =
, soit :  

1 1

1 2

1 1
0n n

A

B
+ +

   
=       

. Comme 1 1

1 1 2 1

1 2

1 1
0n n

n n

+ +

+ + =  −  
 

, ce système est de Cramer, et sa seule 

solution est la solution nulle. Ainsi, 0nA X X X=   = , et  A  n’admet pas de valeur propre de valeur absolue 

strictement supérieure à  2 . 

Si  2   
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On peut alors poser 2 cos =  , avec  0,   . Avec cette notation, les racines de 
2 1X X−  +  sont e i   et 

e i−  , donc ( ) ( ) ( ) ( )2, , 0, 1 , cos sinkA B k n x A k B k      + =  +  . Les conditions 

0 1 0nx x += =  imposent maintenant 
( )( )

0

cos 1 0

A

B n

=


+  =
, système qui admet une solution non nulle si et 

seulement si ( )( )sin 1 0n +  = , soit (puisque  0,   ) si et seulement si , 1,
1

s
s n

n


 = 

+
. 

 

Par conséquent, nA  admet pour valeurs propres les réels  2 cos , 1,
1

s

s
s n

n

 
 =  

+ 
, ce qui lui fait  n  valeurs 

propres distinctes. Ses sous – espaces propres sont donc tous de dimension  1 ,  ce qui précède permet d’ailleurs de les 

déterminer : pour tout 1,s n , ( )

sin
1

2
sin

Vect 1

1

s

s

n

s

E A n

n s

n



   
   

+    
  

     =  + 
  
  
        +   

. 

Exercice 19 

Soit 2n  , et soit ( )nA  M . Notons  r  son rang, et A  sa comatrice, définie par : , ,i j i jA A= ,  ,i jA  étant le 

cofacteur de ,i ja  dans la matrice  A . 

1.   Prouver que ( )det .
t t

nA A A A A I= = . 

2.  Calculer le rang et le déterminant de A . 

 

1.   (Non corrigé). Ecrire la formule du produit matriciel… 

2.  •    Si  M  est de rang  n , elle est inversible, et ( )det 0M  . La relation  

( ) ( ) ( ). com com . det .t t

nM M M M M I= =  

prouve alors que 
( )

( )1 1
. com

det

tM M
M

− =  : par conséquent, ( )comt M  est inversible, et alors  

( )( ) ( )( )rang com rang comtM M n= = . 

 

• •    Si ( )rang M n , alors ( )det 0M = , et l’on a ( ) ( ). com com . 0t tM M M M= = . 

Dans ce cas, ( )( ) ( )Im com Kert M M , donc si ( )rang 1M n= − , alors ( )( )rang com 1M  . 

D’autre part, dire que ( )rang M r= , c’est dire qu’il existe un bloc extrait de  M  de taille r r  qui est 

inversible, et que tout bloc extrait de taille supérieure est non inversible. Donc : 

   Si ( )rang 1M n= − , il existe au moins un bloc extrait de M  de taille ( ) ( )1 1n n−  −  qui est  
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inversible. Son déterminant est alors non nul, donc ( )com M  possède au moins un coefficient non nul. 

Ceci, joint à l’inégalité ( )( )rang com 1M  , assure que ( )( )rang com 1M = . 

   Si ( )rang 1M n − , tout bloc extrait de M  de taille ( ) ( )1 1n n−  −  est  

de déterminant nul, et ( )com M  est la matrice nulle, d’où bien sûr ( )( )rang com 0M = . 

 

Exercice 23* 

1.   Soient 1 ,..., pa a  des réels deux à deux distincts, et 1 ,..., pt t  des réels non tous nuls ( 1p  ). Montrer, par 

 récurrence, que la fonction  f  définie sur  0, +   par la formule : ( ) 1 2

1 2 ... pa a a

pf x t x t x t x= + + +  

 s’annule au plus 1p −  fois sur  0, +  . 

 Hint : on pourra considérer la fonction 1 1 2 1 1

1 2 1...p p p pa a a a a a

p pt t x t x t x t+ + +− − −

++ + + +  . 

2.   Soient *n   et 1 ,..., na a , 1 ,..., nx x  vérifiant les conditions : 

1 2 ... na a a    et 1 20 ... nx x x    . 

 Montrer que le déterminant 

1 1 1

2 2 2

1 2

1 2

1 2
n n n

a a a

n

a a a

n

a a a

n

x x x

x x x
D

x x x

=  est strictement positif. 

 On pourra là encore raisonner par récurrence, et faire varier nx . 
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