Feuille d’exercices déterminants :

quelques corrigés

PC

Exercice 5
Pour tout n e N, calculer le déterminant D de la matrice de terme général |i — j|, 1<, j <n.

Commentaire si vous savez traiterlecas n = 5 ...

Commencons par traiter 'exemple de D, . pour imaginer une méthode générale.

012 3 4
1012 3
D,={2 10 12
3210 1
43210

Soustrayons chaque colonne de la suivante, en commencant par I’avant-derniere:

0o 1 1 1 1
1 -1 1 1 1
D, =12 -1 -1 1 1
3 -1 -1 -1 1
4 -1 -1 -1 -1

Recommencons I"opération, puis développons par rapport a la premiere ligne:

0 1.0 00 1920 0
1 =2 2 0 0 5 0 2 0
D.=12 -3 0 2 0| =-—
? 3 00 2
3 -4 0 0 2 4000
4 -5 0 0 0
2 00
=40 2 0| =4x2%
00 2
Opérons de méme dans le cas général. D’abord, D, = 0 et D, = —1. Supposons n = 3.
et notons C',...,Cy les colonnes de Dy, . On écrit donc:
Dy = det(Cy,...,Ch) = det(C,,C, — C,,...,Ch — Cn-1)
= det(C,,C, —2C,,C, + C, —2C,,...,Cp+ Cp_o — 2Cy_1).

Notons a; ; le terme général de la matrice définissant le dernier déterminant. Si j € [3,n]
et 2 € [1,n]. il vient:

2= -1l

Le second membre est nul lorsque ¢ = j ou i < j — 2, alors que a;_; ; = 2. Dol

aij; = i —j[+]i—(5—2)




0 1 0 0 0

1 -2 2 0 0

2 -3 0 2 0

Po=1"95 _400 0

: S 2

n—1 —n 0 0 0

En développant par rapport a la derniére ligne, on en déduit :
D, (-1)" 12" =2(n —1).
Exercice 6

Onnote D , le déterminant de la matrice A = (ai’ j )0 e S (i +j)! etT, ledéterminantde la

matrice B = (a; ;)

0<i,j<

avec b; :(I + J].
n ‘ [

1. Calculer Do, D,, D, ainsique To,T,,T,.

2. Montrer que pourtout n € N, T, = 1.

3. Calculer D, .

Solution

2. Onapourtout n>1 :

o) o
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i)

n+1




On a avec la formule de Pascal pour a <b dans N :
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Comme T, = 1, on en déduit bien, pourtout neN, T = 1.

|

-+, L, < L, — L, puis en développant selon la premiere colonne :
n—1
0

b
a+1

n—1

S
o) U
- ()
j - (Qi;Qj [Qi;l

)

n
2

) _
)
J

j, d’ou avec les opérations

0! 1! (n—1)! n!
010! 0! 0l(n—1)! Oln!
1! 2! n! (n+1)!
110! 11! I(n—-1)! 1In!
3. Onaaussi: T, = : : : :
(n—1)! n! (2n—2)! (2n—1)!
(n—l)!O! (n—l)!l! (n—l)!(n—l)! (n—l)!n'
n! (n+1)! (2n—1)! (2n)!
n!0! n!ll n!(n—l)! nlin! .
D’ou, par linéarité sur les lignes et sur les colonnes :
0! 1! (n—l)! n!
. 1'! ?! 77.,! (n-i.—l)! D
Tn = ﬁ : ’ ’ - n 2’
(H"”J (n-1)  n! (2n-2)! (2n-1)! (H"”j
h=0 n! (n+1)! (Zn—l)! (2n)! - h=0
n 2
D’ou,avec 2. : D, = (Hk'j :
k=0
Exercice 7
Soient n € N * et Az[min(i, j)}lsisn.
1<j<n

1. Calculer le déterminant de A.

2. Si A estinversible, calculer son inverse.




a.Ona:

11 1 1 1 1 -1 0 0 0

1 2 2 -1 0 o - 0 -2 -1 0 0

12 3 = -2 -1 0 - 0 = (-1)" '] : :
Ly« L, -2L, L, & L,

Ly« Ly-3L, : : D L2 Ly 1-n 2-n -1 0
12 n-1nf "0 1-n 2-0n -1 0] Breth 1 1 11
dou det(A) =1

‘Tl +t x'n, - yl
. . . . —1 z \ x1+2‘7"2+”'+2$n:y2
b. La matrice A est bien inversible. Pour calculer A", on résout le systéme : (S) :
z, +2z, ++nzx, =Yy,
Pour cela, introduisons les inconnues auxiliaires: z, =z, +-+ 2, 2, =2, +-+ 2, , ..., 2, =T,
zZ, =19, 21 =Y,y
Z +2,= Zy =Y, —
Onaalors: (S) < { 727" el TR
zl +Z2 + + Zn :yn Zn yn yn—l
T, tet T, =y, T, =2y, — Y,
: _ Ty o0+ T, =Y, — Y, Ty ==Y +2Y, — Y4
cequidonne: (S) < =3
xn = yn - yn—l xn = yn - yn,—l
2 -1 (0)]
-1 2 -1
Il enrésulte que A~" = ' ' Remarque : I’astuce utilisée revient a remarquer que 4 = ‘B B
-1 2 -1
L(0) -1 1]
1 -1 0
ol B = et B! = ) ,puisA’lzB’lt(B’l).
0 1 C
Exercice 8 (partiel)
Calculer :
a+b b - - b
b a+b b :
. b :
.. b
b e ... b a+b

Corrigeé (a lire aprés avoir vu le chapitre réduction)




Cet exercice se traite comme le N°9, qui a été fait en classe. Voivi une solution alternative utilisant le chapitre

réduction :
a+b b

b a+b b

Sib=0, : b '
b b a

b b b

b b

et posons B = : :

b b b

dimE,(B)=n—-1.Deplus, B =

+b

b --- b
b
b b - b

nb

est évidemment égal a a" ; supposons désormais b non nul,

. Ilestclairque B estderang 1, elle possede donc O pour valeur propre, et

1
,donc nb estvaleur propre de B, et,

1

comme les dimensions des sous — espaces propres sont inférieures ou égales aux mulitplicités dans y , des valeurs

propres correspondantes, et que la somme de ces multiplicité est elle — méme inférieure ou égale a n : il n’y a pas

d’autre valeur propre, 0 est racine de muliplicité n — 1 de y 4, et n b est racine de multiplicité 1 de y ;.

Ainsi, x5 =

a+b
b
Ona

(-x)""*(nb - X).

b
a+b b
b )

Autre méthode

Posons P ( X ) =

a+ X
X

X

b

b a+b

X
a+ X X

=xs(—a),et
X
. X
X a+ X

a+b
b

b
a+b b

b a+b

a" '(nb+a)

. P est un polynéme, et, en retranchant a chaque colonne la

précédente, puis en développant par rapport a la premiere d’entre elles, on se convainc qu’il est de degré inférieur ou

égala 1. Posonsalors P = o X + B.Si a =0, P estévidemment le polynéme nul.

. . a ) .
Sia=0,lesrelations P(0) =a" et P (— —j = 0 (somme des colonnes du déterminant correspond nulle)
n

donnent p = a" et - 2% B =0.0nendéduitque P =na" * X + a" (mémesi a = 0).
n



a+b b - - D
b a+b b
Finalement, : b . - i |=P(b)=na""'b+a"
: .o b
b e ... b a4+b

Exercice 12

X a a

b x a
Soient n > 2, et a, b, ¢ trois nombres complexes. Calculer le déterminant D, (a,b,x) =|b b

3 8 o a

b b . b

1. Lorsque a = b.

2. Lorsque a =b.

1) Fixons a,b,z. Nous allons calculer D,, par récurrence sur n. D’abord, D, = x
et D, = 2 — ab. Supposons nn = 3. Dans D,,. retranchons la deuxieme colonne de la
premiére. Il vient:

r—a a A
b—x x a ... a
: L. . a
0 b ... b =z

en notant A le déterminant suivant, de taille n — 1:

a a a a

b = a a
A= \|5b

S 1

b b ... b =z

Le déterminant A ne différe de Dy,—1 que par le terme d’indices (1,1). En développant A
par rapport a sa premiere ligne, il vient donc:

A =Dy — (33 - G)Dn—Qﬁ
d’olr:
Dy = 2z —a—b)Dn_1—(z—a)(z —b)Dy_s. ()

Cette €galité est vraie lorsque n = 3 mais, en posant ), = 1, elle reste vraie lorsque
n = 2. Nous avons ainsi obtenu une relation de récurrence linéaire d ordre 2. Le polynome
associé a cette relation de récurrence est:

P=X-Q2c—a-bX+(z—a)(z—0b) = [X —(z—a)][X — (x—b)].




Distinguons alors deux cas, suivant que a # b ou a = b. Si a # b, le polynome P possede
deux racines distinctes, a savoir z — a et = — b. On sait alors qu’il existe deux nombres
complexes A, tels que 1'on ait, pour tout n € N:

D, = Az —a)" + p(z—=0b)".
En prenant n = 0 et n = 1, on obtient le systeme lin¢aire:
Adp =1 Mz—a)+pulz—->b) = =

C’est un systeme de Cramer, dont la solution est donnée par:

Pour tout n € N, on obtient donc la formule suivante:

Da(aba) = 2= b): — i(‘r —9" (a#b).

Passons au cas ot @ = b. Par définition, D, (a,a,z) = 1. Supposons n = 1. On peut rai-
sonner par continuité en remarquant que, si n,a et x sont fixés, Dy, (a,b,x) est une fonction
continue (car polynomiale) de b. D’ ou:

bz —a)* —alz—0b)"
Dy(a,az) = blgﬂa. ( )b—a( ) .

Considérons la fonction f : C — C définie par f(b) = b(x — a)™ — a(x — b)". Puisque
f(a) = 0, la limite ci-dessus n’est autre que f’(b), ¢’est-a-dire (z — a)" + na(x —a)™ 1,
d’ou:

Dy(aax) = (x— a,)ﬂ'_l (z+(n—1)a) (n>=1).

On peut retrouver ce résultat différemment. Lorsque a = b, le polyndome P possede une

racine double, a savoir z — a. On sait alors qu’il existe deux nombres complexes A,u tels
que I’on ait, pour tout n € N:

Dy = (An+p)(x—a)™.

En prenant n = 0 puis n = 1. on obtient p = 1 et (A + p)(z —a) = =. 1l est clair
que Dy (a,a,a) = 0 pour tout n > 1. Supposons que z soit distinct de a. Dans ce cas,
A =a/(x —a) dou, pour tout n € N:

Dn(a,a,z) = (z—a)" [1 + ] = (2 —a)" ! ((z — a) + na),

I —a



2) Indiquons une autre méthode pour calculer Dy, (a.b,z) lorsque a # b. Supposons
n = 3. Dans D, retranchons la deuxiecme colonne de la premiére, puis la troisicme de la
deuxieéme, et ainsi de suite. Il vient:

r—a 0 0 a

b—z z—a 0 a

D, = 0 b—x z—a ... a
0 r—a a

0 0 b—zr ==

Développons par rapport a la premiere ligne, en remarquant que le cofacteur d’indices (1,1)
n’est autre que Dy, 1. Il vient:

Dy = (2 —a)Dyoy + (~1)"la(b - 2)"" = (¢ — a) Dyt + ala — b,

Si I'on échange a et b, D,, ne change pas (une matrice carrée et sa transposée ont méme
déterminant). D’ott D,, = (z — b)D,,_1 + b(z — a)"!. Par différence, il vient:
n n—1

(a—b)Dy_1 = a(z — b)“'_l —b(x — a)”_l}

Indiquons de méme une autre méthode pour calculer Dy (a,a,z) lorsque n > 1. Soit
J € M, (C) lamatrice dont tous les coefficients valent a. On a rang(.J) < 1 et Tr(J) = na.
donc le polynome caractéristique de .J est:

det(XI, —J) = X" YX — na).
D’ ou:
Dy(a,a,x) = det(J + (z —a)l,) = (—1)"det((a —z)I, — J)
= (-)"(a—=2)"Ya—2z—-na) = (z—a)" 'z + (n—1)a),

Exercice 13

Soient n > 2, et a,,..,a, € K. Calculer le déterminant :

al+3.2 cce an_1+an an+a1
a’+a? - a?_,+a? a’+a?
D - : : :
a; +a, - ap ,+a, aj+aj
Pour tout j € [1,n].notons C; € K™ le vecteur colonne de composantes a; a2, .. }a}".

Le déterminant donné s’ écrit alors:
D = det(C, +C,,C, + C;,...,Ch1 + Cp,Cr + C)).

Par linéarité par rapport a la premiere colonne, le dernier déterminant s’écrit comme somme
D = A4 A’.enposant:

A = det(C,,C, + Cyu.. \Cpy + Cn.Cy + C))

? ?

A = det(C,.C, + Cy, ... .Cnot + Cp,Cr + C,).




Le caractere multilinéaire alterné du déterminant donne de facon immédiate:

A = det(C,.C,,....Cp) et A = det(C,.C,,....Cn.C)).

En fait, A’ se déduit de A en effectuant sur les colonnes la permutation circulaire (12 ---

et donc A’ = (—=1)""'A. Do

D = [1 + (—1)'”—1} A.

Quant a A il se déduit du déterminant Vandermonde V' (a,, ... .ay).

On en déduit :

D = [1 + (—lj'n_l} a,a, - ap H (a; —a;).

l=i<j=n

Exercice 14
2imn im

Soit n un entier supérieurou égala 2, etsoient ® =e " ,z=¢e N.

1 1 1 1

1 0 (02 O)(n_l)
On pose D=[1 @? o4 e @2(n-1)

1 o"-1 2= . (-1

1. Montrer qu’un argument de D est m(n-1)(8n-2) :

4

2. Calculer D ?, et en déduire D .

1.

D= V(lw....w" 1) estle déterminant de

Vandermonde des racines 7 ¢M€S de I'unité 1,w,... w" L. En particulier, D # 0 et

D = H (W — w).

O<j<k<n-—1
Posons # = 7 /n. Soient j.k € [0,n — 1] tels que j < k. On écrit:
W — W = 2 M = itk(ked ik
— IR (k=0)0 _ R0y — 904K Gin((k — 5)).
D’ott:

D — (2?-_)?1.(11._-1)/2 ZS H sin((k _‘})H)

O0<j<k<n—1

Dans le second membre de cette égalité, S désigne la somme:




S= Y GHR =520+ = X

0<j<k<n—1 iFzk JFEk

n—1 n—1 n(n — 2
- j(zl) :(n_l)zjz%.

i=0  \ k#j =0

.. 112 .
Ainsi, 25 = i(™=1" d’ou:

D — Q-n(-n.—1)/Qi(-n—l)(3-n—2j/2 H Sln((;\, o _})9)
ODj<k<n—1
Dans le produit figurant dans le second membre, tous les sinus sont positifs, et I'on en déduit
I"argument de D:

D (i oy /e
ﬁ — 3(?1 1)(3n 2}/2' (*)

Un argument de D estdonc w(n — 1)(3n — 2)/4.

SikeZ

n’est pas multiple de 72, on a donc w” # 1. d’ou:

n—1 nk
ik w —]_ o
;}w’ =7 =0 (x%)

Bien entendu, si k € Z est multiple de 7, le premier membre de cette égalité vaut n. Pou
tous j,k € [1,n]. posons a;r = wI=VFE=D et soit A = (a;;) € My(C). Par définition
D = det A, donc D? = det(A?). 1l se trouve que la matrice A? est simple a expliciter
Soit b; ;. son terme général. Si j,k € [1,n]. il vient:

T T
= _ — wo(P—1)([I+k-2
bjk = Z Qjplpk = Z w®=1 ),
p=1 r=1
Compte tenu de la formule (*x), b vaut n si j + k& — 2 est multiple de n et 0 sinon. En
fait, puisque 0 < 7+ k —2 < 2n — 2, I'entier j + k — 2 est multiple de n si et seulement
sioubien j =k =1,oubien j =2 2ethk=n+2—j.

1 0 0 0
0 0 1
A2 =m0
00 1 ...0
01 0 ... 0

En développant le déterminant de M? par rapport a sa premiére colonne, on obtient ceci:
DQ — n-n(_l)(n.—l}(n.—Q}fQ — n-n(_l)(n.—l}{.?m.—g}fg

3

On en déduit D :

10



D = j:_nnf:?_i(n—lj(Sn—Q)_f:Z'

Compte tenu de la formule (). le signe doit étre +, d’ou:

je _ oY fe
D — nn_;.Z?:(n l](ﬁn 2);2-

Exercice 15

a? (a+1)" (a+2)" (a+3)°
b2 (b+1)° (b+2)° (b+3)°
a. Calculer le déterminant : ( " )2 ( " )2 ( " )2
c? (c+1)" (c+2)" (c+3)
d? (d+1)" (d+2)" (d+3)°

b. Dans quelle mesure le résultat trouvé se généralise —t —il ?

a. Notons P, = (X + k —1),k e 1,4 .Cespolyndmessontdans R , [ X ], donc la

4

famille (Pk )k L, est liée. Considérons des réels A ,, ..., A, non tous nuls et tels que Z AP, =0.

k=1

Soit A la matrice :

2

a® (a+1)" (a+2)" (a+3) P,(a) P,(a) P,(a) P,(a)
A b* (b+1)" (b+2)" (b+3)"| | P (b) P,(b) Py(b) P,(b)
¢’ (c+1)° (c+2)° (c+3)° P.(c) P;(c) Py(c) Pi(c)]|
47 (d +1)° (d+2)° (d+3)°) \(P(d) P(d) Py(d) P.(d)
Les colonnes C, ..., C, de A sont liées par la relation de dépendance linéaire 24: r.C, =0,
k=1
a? (a+1)" (a+2)" (a+3)°
L b? (b+1)" (b+2)" (b+3)°
donc| le déterminant A = | ) ) , | = det A estnul
c® (c+1)" (c+2)" (c+3)
d? (d+1)" (d+2)" (d+3)°

b. Par un raisonnement similaire au précédent, on montre que, pour tout n € N et pour tout

X (x1+1)n (x1+n+1)n
n n
(xl,...,xMz)eR””,Iedéterminant X2 (X2+1) (x2+n+1) est nul.
Xr?+2 (Xn+2+1)n (Xn+2+n+1)n

Exercice 16

Pour n € N, on calculer le déterminant tridiagonal d’ordre n suivant :

11




2cos 0
1
0

1 0

2cos6 1
1

0

0
1

1 2cosO

Ona A, =1letA, = 2cos0.

Pour n > 2, on obtient en développant A , par rapport a sa premiére ligne :

1 1 0 0
0 2cos6 1 :
A, =2cosO.A, , - |0 1 2Cos 0 0 |, puisen développant cet autre déterminant par rapport a sa
: - - . 1
0 1 1 2cos6

premiére colonne, A, =2cos0. A, , — A, _,.
La suite ( A, ) est donc récurrente linéaire d’ordre 2 . Le polynome caractéristique associé a la relation de récurrence,

X% —2c0s0.X + 1,admet pour racines e’ et e ~'°, racines qui sont distinctes dés lors que 6 £ 0[n].Par
conséquent :

e Si0 Z£0[n] ilexiste (A,B) e R*telquepourtoutn e N, A, = Ae'" + Be '"’.

. .. + B =1

Les valeursde A, et A, imposent les conditions " e o ieo

e'" + Be ' =2cos0=¢e'"" +e7'
eie e—ie

d’ou I’on déduitque A= —— B = ————,etque pourtout n € N,

2isin 06 2isin 06
e ino e "’ “ine sin((n+1)9)
= — - e =
" 2isin® 2isin® sin 0

ee Si0=0[2n] alorsilexiste (A,B) e R*telquepourtout n e N, A, = A+ Bn. Onaici

Lesvaleursde A, =1, A, = 2 ;onentire A= B =1, etainsi pourtout n € N, .

De méme,si © = n[ 2n], ilexiste (A, B) € R telquepourtout n e N, A, = (A + Bn)(-1)".

Les conditions initiales donnentencore A = B = 1,etl’onapourtout n € N, | A

= (n 1) (-1

Remarque
0 0 0
1 1 :
Notons A, =| 0 1 ° 0 | ;onacalculéici y , (—2cos6).Lamatrice A, revient dans une multitude de
T |
o - 0 10

sujets, on peut considérer ce qui la concerne comme faisant partie du cours.

En particulier, il est de bon ton de savoir déterminer ses valeurs propres (méme si ce n’est pas si évident que ¢a).

12



Valeurs propres de A,

Notons déja que celles — ci sont toutes dans R, puisque A, est symétrique réelle.

Xl
Soient A e R,et X =| : |.Ona A, X =X X sietseulementsi

Une astuce classique consiste alors a poser x, = x,,, = 0. Ainsi, A, X = A X est vérifié si et seulement la

suite ( Xy ) e ot satisfait la relation de récurrence linéaire d’ordre 2 :
€ y

L+ X, ., =0.

k +

(*) Yke 0,n-1, x, —AX

Le discriminant du polyndme caractéristique de cette relation de récurrence est A = A > — 4 ; on distingue alors trois

Cas:

SiA=4+2
Alors, (*) implique I’existence de deux constantes A, B telles que pourtout k € O,n+1 , x, = A+ kB

(sir=2)oux, =(A+k B)(—l)k (si » = —2). Dans les deux cas, les conditions x, = x,,, = 0 imposent

A = B = 0. Par conséquent, A, X = +2 X entraine X = 0, ce qui signifie que 2 et —2 ne sont pas valeurs propres

de A.

Si |A]>2

L+ A2 -4 ot

Alors (*) = 3(A,B)e R?, Vke 0,n+1,X%x, =Aa; +Baj,0loa, =

2
L= JAr? -4 L diti 0 ¢ A +B =0 i
= ——— Lesconditions X, = X = 0 imposen , SOit :
a, 2 0 n+1 p AO(.;+1+BO(,2+1=O
1 1 A 1 1 1 A
nel et =0.Comme| ., L...|=a,"" —oa] " #0,cesystéme est de Cramer, et sa seule
a, a, B o, a,

solution est la solution nulle. Ainsi, A, X = A X = X = 0, et A n’admet pas de valeur propre de valeur absolue

strictement supérieure a 2.

Si |n| <2

13



On peut alors poser A = 2cos ., avec a € ]O, n[.Avec cette notation, les racinesde X 2 — A X + 1 sont e'® et

e'*, donc (*) = 3(A,B)e R?, Vke 0,n+1,x,=Acos(ka)+ Bsin(ka).Lesconditions

A=0
X, = X = 0 imposent maintenant , systeme qui admet une solution non nulle si et
o Tt P {Bcos((n+1)a)=0 Y a
seulement si sin ((n + 1)a) = 0, soit (puisque o € ]0, =) si et seulement si o = nl' se L,n
n +

. . T g -
Par conséquent, A, admet pour valeurs propres les reels A = Zcos( J, s e 1,n ,cequiluifait n valeurs

n+

propres distinctes. Ses sous — espaces propres sont donc tous de dimension 1, ce qui précéde permet d’ailleurs de les
. ST
Sin

n
sin 2sn
déterminer : pourtout s € 1,n , E, (A) = Vect n+1

nsm
n+1

Exercice 19

Soit n > 2, etsoit A € M, (K).Notons r sonrang, et A sacomatrice, définiepar: Ai; = A, ;, A; ; étantle
cofacteur de a; ; dans la matrice A.
1. Prouverque AA=A A=det(A).l,.
2. Calculer le rang et le déterminant de A.

1. (Non corrigé). Ecrire la formule du produit matriciel...

2. « Si M estderang n, elle est inversible, et det ( M ) # 0. La relation

M.'com(M)="com(M).M =det(M).I,
prouve alors que M ' = 1 .'com (M ) : par conséquent, ‘ com ( M ) est inversible, et alors

~det(M)

rang (com (M )) = rang (' com (M )) = n

ee Sirang(M ) < n,alors det(M ) =0,etl’onaM."'com(M)="com(M).M =0.
Dans ce cas, Im (' com (M )) < Ker (M ), doncsi rang (M ) = n — 1, alors rang (com (M )) < 1.

D’autre part, dire que rang (M ) = r, c¢’est dire qu’il existe un bloc extrait de M de taille r x r qui est

inversible, et que tout bloc extrait de taille supérieure est non inversible. Donc :

o Sirang (M ) = n — 1, il existe au moins un bloc extrait de M de taille (n — 1) x(n — 1) qui est
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inversible. Son déterminant est alors non nul, donc com ( M ) possede au moins un coefficient non nul.

Ceci, joint 4 I’inégalité rang ( com (M )) < 1, assure que | rang (com (M )) =1

oo Sirang (M) < n —1,toutbloc extrait de M de taille (n — 1) x(n — 1) est

de déterminant nul, et com ( M ) est la matrice nulle, d’ou bien sir | rang (com (M )) =0

Exercice 23*
1. Soient ay,.., a , desreels deux a deux distincts, et t,,..., t , des réels non tous nuls (p > 1). Montrer, par

ajz

récurrence, que la fonction f définie sur ]0, + o[ parlaformule: f (x) =t; x ™' +t, X 2 +..+ 1t x P

s’annule au plus p — 1 foissur 0, + oo

a azfap+1

Hint : on pourra considérer la fonction t > t; x 1~ P14t x +..+t

2. Soientn e N™ et a,,..,a,, X;,..., X, Vérifiant les conditions :

a, <a,<..<a,etl0<x, <X, <..<X

n-

aj

aj a
Xl X2 cee Xn

asz

as as
X X e X : i,
! 2 " | est strictement positif.

Montrer que le déterminant D =

an

an an
X, X5 X

On pourra la encore raisonner par récurrence, et faire varier X, .

1) Raisonnons par récurrence sur p. Le cas p = 1 estévident, car alors f(z) =t, 2% #0
pour tout =z > 0, puisque t, n’est pas nul. Supposons notre assertion vraie jusqu’a |’ordre
p—1, pour un certain entier p = 2. Sotent t, ... t, et a,,....ap comme dans I'énoncé. Si
['un des #; est nul, il suffit d appliquer I"hypothése de récurrence pour conclure. Supposons
donc que les ¢; soient tous non nuls. Quitte a remplacer les a; par a; — a, . on peut supposer

P
que ap = 0, auquel cas a,, ..., ap—1 sont non nuls. La fonction f est de classe C'°, et sa

} i

dérivée est donnée par la formule:

fJ(I) = tl a’] :Eﬂ-l ! + tzagwag_l _I_ e + tp—]_ap_']_.fﬂp_l_l.

La fonction f” est donc du méme type que f.en remplacant p par p — 1. D aprés 'hy-
pothese de récurrence, f’ s’annule au plus p — 2 fois sur |0, + oc[. En vertu du théoreme
de Rolle, la fonction f s’annule donc au plus p — 1 fois sur |0, + oof.

2) Raisonnons donc par récurrence sur n. Sin = 1l,ona D = 23t > 0. Supposons
la conclusion vraie a I'ordre n — 1, pour un certain entier n = 2, et soient x,,
a,,...,a, comme dans I’énoncé. Pour tout réel = > 0, notons f(z) le déterminant obtenu
en remplacant z, par = dans la derniere colonne de D. La fonction f est de classe C™
sur |0, + oo[. Plus précisément, en développant le déterminant définissant f(x) par rapport
a sa derniere colonne, il vient (pour tout = > 0):
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n
fl@) = > (=1 k. (+)
i=1
Dans le second membre, pour tout ¢ € [1,n], le coefficient k; est le mineur obtenu en
supprimant la ligne d’indice 7 et la colonne d’indice n dans ledit déterminant. En particu-
lier, k,, est un déterminant du méme type que ), mais de taille n — 1. Ainsi, k,, > 0, vu
I"hypothese de récurrence. Appliquons maintenant la question 1) a la fonction f. ce qui est
loisible puisque les a; sont deux a deux distincts et les k; sont non tous nuls. La fonction
f s’annule donc au plus n — 1 fois sur |0, + oo[. Mais il est clair que f(z;) = 0 pour
i=1,...,n— 1, car le déterminant définissant f(x;) possede deux colonnes égales. En
conclusion, f s’annuleen =, ..., Tn—1,eten ces points seulement.

1 1

Puisque f ne s’annule pas sur |z,,_q,+ oo, elle garde sur cet intervalle un signe
constant. Or, lorsque z tend vers +oc, la formule (x) donne I'équivalent f(x) ~ kyz®".
puisque par hypothése a, < a, < --- < a,. Le signe en question est donc +, et en
particulier D = f(xz,) > 0.
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