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Liste d’exercices — Suites et séries de fonctions
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2024 - 2025
Exercice 3
2n dx
Soient z € C",etr e R, telque r = |Z|.Al’aide d’un développement en série, calculer | = J —
z-re
0
On distingue deux cas :
Premier cas,
. 1 1 1 . - ST .
On écrit alors que pour tout x € [0, 2w ], — = = , puis en utilisant une série géométrique de raison
z-re'’™ 7, T, ix
z
A . l l + oo r n .
(donc convergente, puisque Teixj o L o 1):vVxel[2,n], ———— == > (—j e'"x,
z |z] z-re'* 7,7 \z
1 2n + 0 r n .
Onadonc | :—J. f, (x)dx,ou estlafonctionxn—>(—] e'"x.
z z
0 n=0

Les fonctions f,, sont continues, et la série de fonctions Z f,, converge normalement sur [0, 2 =] : en effet, pour tout

ceto2l | ol =[] eal g = 15]

+o0 2T
> _[ fo(x)dx.
n=0 o

n

n
, et la série > (ﬁ] converge).

On peut dés lors intégrer terme aterme : | =

N |~

2n 2mn 2n
r
Onaj fo(x)dx:jdx:Zn.Pournzl:j fn(x)dx=(z

n e inx 127
j { - } = 2 rt. Finalement,
0 0 0

Deuxiéme cas, r > |z|

1 1 e X

On écrit alors que pour tout X € [0, 2n ] — = — = , puis, a nouveau en utilisant un développement en
z—-re'* rq Z —ix
- —e
r
s - . sas 1 1 Z n —i (n + ]_) X ;s s
série géométrique, que ———— = —=| — | e . Par des arguments analogues aux précédents, on peut intégrer terme
Z—-re ryr

oo n2n . +oo n —i(n+1)x |27
aterme, et I’on obtient : | = —1 z (Ej I e (MELX gy - —1 z [zj {e—:l =0,

Exercice 4

+ o 1
Soit S: X —
neo N°X +n

1. Déterminer I’ensemble de définition de S .




2. Montrer que S estdeclasse C* sur R* .

3. Déterminer un équivalent de S au voisinage de 0.

1

1. Onposepourtoutn e N*, f @ x > —
n°x+n

. L’ensemble de définition de f, est R \ {— l} Soit x € R . Les
n

. P . . 1 x . .
fonctions f , sont toutes définies en x si et seulementsi x € R \ {——, neN } Supposons que tel soit le cas. Si

n
L . 1 . . . 1 1
x =0, Z fq (x) est la série harmonique Z =, qui est divergente. Sinon,ona f (x) =— -~ > et
n>1 nx1 N n“xXx+nn->+o n=Xx
- . 1 R .
la convergence absolue de la série de Riemann )’ —, entraine celle de la série Z fo(x).
n>1 N n>1
+ oo 1 1
Ainsi, I’ensemble de définitionde S: X > ' ———— est R\ ({O} U {——, ne N*}j.
no1 NS X +n n
2. On a les résultats suivants :
. . * zoso7 —1
i— les fonctions f,: x > — sontde classe C* sur R*, de dérivées f>: x > —_— .
n°x+n (nx +1)

i — D’aprés Q1, la série de fonctions z f, converge simplement sur R, vers la fonction S .
nx>1

iii—  Pourtout a > 0,pourtout n e N" etpourtout x e [a,+w[, | f,"(x)| < ﬁ,etlasériede
na

Riemann

> converge. La série de fonctions z f,” converge normalement, donc uniformément, sur [a, + [
n>1 a"n n>1

D’aprés le théoréme de dérivation d’une somme de série de fonctions, S est de classe C* sur [ a, + oo[ pour tout a > 0, S est

+ 00
donc de classe C* sur R ;. De plus, pourtout x € R, S’ (x) =~ Y ;2
n-1(nx+1)

3. Soit x € R }.Lafonction g, :t 2; est continue par morceaux, décroissante et positive sur R , et
tox + 1

Pon sait que lasérie ». g, (n) = > f,(x) estconvergente, de somme S ( x ). D’aprés le théoréme de comparaison
n=1 n=1

+ o0

série/intégrale, I’intégrale J gy (t ) dt converge, et I’on a ’encadrement :

+ 0 + oo + 0 + 00 dt 1 + 00 dt
t)dt < t) < t)dt,soit: | ——— < S(x) - < .
!gX() ngng() !gX() J;t2x+t () =1 ‘l[t2x+t
A
+ o0 +
OnaJ‘ 2dt —I 1 11 d = Ilim |In tl =In(£+1j,et
1tX+t 1 t T A+ t e - X
X x )1,
In(l+1jzln(x+1)—ln(x) = —In(x) + o(In(x)).Un calcul analogue donne :
X X
O dt 1
£t2x+t:|n oy L Xio—ln(x)+o(ln(x))



On a donc I’encadrement : —In ( x) + xgo(ln(x)) < S(x) - Xgo(ln(x)) <-In(x)+ Xgo(ln(x)),etlonen

conclutque S(x) ~ —In(x).

X —0

Exercice 5

@ (-1
Pourtout x € R,onpose: f(x)= > .

Déterminer le domaine de définition D ¢ de f.
Montrer (directement, ie. sans utiliser les résultats de Q3.) que f est continue sur D ; .
Montrer que f estde classe C * sur D ; .

Déterminer meg)* f(x)et meloo f(x).

—1)"
Posons pourtout n € N, f @ x > (-1) .Lafonction f, estdéfiniesur R \ {-n}.
n+ X

Soit maintenant x € R . Les fonctions f, sont toutes définiesen x si et seulementsi x € R \ Z ™.

Supposonsque x € R \ Z~.Si x > 0, lasuite [ j est a valeurs positives, décroissante, et tend vers 0 lorsque
neN

n+ X

_ : -1)"
n tend vers + oo ; d’aprés le théoréme spécial des séries alternées, Z u converge.
n+ X

Si x < O,Iasuite[ !
n+ X

j verifie encore les hypotheses du théoréme spécial des séries alternées a partir d’un certain
neN

(-1’

rang (explicitement, & partirdurang N, = — L X J + 1), ce qui suffit a établir la convergence de la série Z .
n+ X

Finalement, I’ensemble de définitionde f est: D; = R\ Z .

Montrons déja que f est continue sur R : On sait déja que f est bien définie sur ce domaine, les fonctions

k
+ oo _ 1
restes d’ordre N: R 1 X > Y (=1) le sont donc aussi. Les fonctions f,, n > 1 sont continues et bornées sur ce

domaine. De plus, le théoréme spécial des séries alternées assure que pour tout N € N, pourtout X € R _,

1

|Rn(x)|s—.Donc RnestbornéesurR:,et"Rn" . < ,d’ou lim ||Rn|| . = 0.Ainsi, la
n+1+x o, R, n+1 N> tow o, R
+ 00 n
» _ L . (-1) _
série de fonctions Z f, converge uniformément sur R _, sa somme X Z ~——~— yest donc continue.
n>1 n-1 N+ X
1 + 0 (_ )n ) ) N
fixme =+ est donc elle aussi continue sur R .
X SZyn+x
Ny-1 +o0
Montrons maintenant que f est continue sur D .Soit x € Dy "R _.Ona f = Z fo+ Z f, . Lasomme finie
n=0 n=N,

N, -1
Z f, est évidemment continue sur [— N, + oo[ M D ; . On montre comme précédemment que la série de fonctions
n=0




Z f, converge uniformément sur ce domaine, et I’on en conclut, toujours comme précédemment, que f est continue sur
n=N,

[— N,, + oo[ N D . Ainsi, f estcontinue en x. Finalement, f estbien continue sur D ;.
3. Onvamontrer que f est C* sur Ri (le caractéere C * sur D, se prouverait de facon analogue, en mettant a part les

premiers termes comme en fin de question 2.). La série de fonctions Z f, converge simplement sur R :
n>0

Les fonctions f, sontde classe C* sur R ©, avec pourtout r € N, pourtout x € R |,

-1)" " . .
fn(')(x):E)—H.SOitr e N . Pourtout a > 0, pourtout x € R, etpourtout n € N,
n + X
I I I
‘fn(')(x ‘s r — , ainsi ”fn(r)‘ sr—wl Or la série ' r — converge
(n+a) »[a+eo[  (n+a) n>0 (n+a)

(Riemann). Z fy (r) converge normalement, donc uniformément, sur [a, + © [ ,et f estdeclasse C ™ sur R:

n>0
4. On utilise dans le deux cas la majoration des restes donnée par le théoréme spécial des séries alternées :

Limite en + oo

Pour tout x > 0, | f ( )|<l Ona lim = = =0,donc lim f(x)=0.
X X > +o X X = + o
Limiteen 0
Pour tout x > 0, f(x)=l+Ro(x),avec||R0|| . <lyet lim l=+oo.OnenconcIutque lim f(x)=+o.
X o, R, x—>0" X X—>0"
Exercice 6
2n ix : ix
Calculer 1 j e “®* cos smx—nx)dx.Remarquerquel=Re[_[ e’ e'”xde,etdévelopperee en série.
0 0

eI)(

On a pour tout X € [ 0,2m ] , €% cos ( sin X — nx ) =e e InX , d’ou, en utilisant une série exponentielle (convergente) :

] + o0 ikx ) ikx
e cos(sinx —nx)=e"'" ) ® __ Les fonctions frixp e "X e_l sont continues sur le segment [0, 2 ] ;
k=0 !
onapourtout x € [0,2 7] | f (x)| = —,dou || f || _ 1 ; la série exponentielle Z 1 converge, donc la série
R k “leofo2n] k1 k! ’
de fonctions 2 f, converge normalement (donc uniformément) sur [O, 2 n : la série Z I fy dx converge, et I’on a
27 si k =
+w 2T e g 2m B 2n
= > _[ f (x)dx = > k—j ) dx . On calcule : je M) gx = pilk—n)x Dsiken'
_— = ik =
k=0 o k=0 0 0 I(k _ n)
doul =2n
Exercice 7
+ 0
Soit f:x - Y e ¥
n=1

1. Déterminer le domaine de définition de f. Montrer que f est continue sur ce domaine.




2. Déterminer la limite de f en + oo .

. . 2
3. Montrer, a I"aide d’une intégrale, que f (x) ~ — .
0 X

1. Domaine de définition :

Soit x € R.Si x < 0, lasérie z e‘xJF est grossiérement divergente. Si x > 0, par croissances comparées :

. _ _ 1 L. . 1
lim n2e Y™ —0.onadonce *V" - o (—2 ; de la convergence absolue de la série de Riemann ) —, on
n— +w n—+wo n n

déduit la convergence de la série Z e V" Ainsi, le domaine de définition de f est R |

Continuité
On a les résultats suivants :

i) — Pourtout n € N, lafonction f,: x e V" est continue sur R

ii)—  Pourtouta > 0 :pourtout x € [a, + o], | f, (X)| < e_a‘m,et, d’apres ce qui précéde, la série Y e aVn
converge. La série de fonctions Z f, estalors normalement, donc uniformément convergente sur [ a, + o .

De ces résultats, on déduit que f est continue sur ]a, + o [ , et ce pour tout a > 0. La fonction f est donc continue

sur |J Ja,+o[ = RI.

2. On utilise une comparaison série/intégrale : soit x un réel strictement positif fixé. La fonction f, : t > e -yt est

continue par morceaux, positive et décroissante sur R | ; la série Z fo(n)= Z e converge. On sait alors que f,

est intégrable sur R , , et que I’on a I’encadrement : J e VU gt < z e VM < _[ e V' dt . En utilisant le

n=1 0

. . . _ 1
changement de variable (affine, donc licite) u = x 2 t, il vient: — J' e J—du < z e o —2 J'
n=1 0

1

On en déduit que lim 2 e —xyn = 0, et plus précisément que Z e —xyn O[—?_)
X >+ T no1 X = + o X
- L 17 R T T S ry

3. On utilise I’encadrement de la question précédente : — j e du < Z e < — J' e du

X 2 n=1 X 0

X

Onallm .fe*/_du—J.eJ_du¢0douZeX”

n=1 X

+ o0 + o
vV = \/U (C*, strictement croissant et bijectif de R * dans lui-méme) donne : j e VU du = _[ ve ™" dv.On sait (et on
0 0

+ o0

) . . _ n! .

redémontre facilement sur cet exemple, par une Ipp facile) que vV L > 0, I vle Mdv = F)- Ici,
0

+ 00 2
Vv =2,dou f ~—
I ve v ou (x)O+X2



Exercice 9

+ 00
On pose lorsque c’est possible : F (x) = > n xe "
n=1

Existence, calcul, continuité, équivalent en + o . La convergence est — elle uniforme ?

- A 2 pi 2 n71 A, s = 7 7 - yon) 7
Onabiensir F(0) =0.Pour x = 0, F(x) =xe ™ > n (e‘X ) ; On reconnait une série géométrique dérivée de
n=1
. _x?2 _x2 - L. _ 2 .
raison e ~* ,avec‘e X ‘<1;on retrouve ainsi la convergence de Iaserlez nxe "% etl’on obtient sa somme :
— e X’ 1
F(x)=xe —
(1-e)
2
2 e X

que I’on arrange de la fagon habituelle, en écrivant que | F ( X ) =xe * =

Continuité

Il découle immédiatement de ce qui précéde que F est continue, et méme de classe ¢ ™, sur R ™.

F(x) ~ . ia,donc | F n’est pas continue en 0 |.
x—>0 X
x =0

Equivalent au voisinage de + o«

T S——
4sh2[X2] X0

Est — ce qu’il y a convergence uniforme

n’est pas bien dur non plus.

Ca dépend sur quoi... Il n’y a pas convergence uniforme sur R, car sinon F serait continue, comme somme d’une série

uniformément convergente sur R de fonctions continues.

Il'y a convergence normale, donc uniforme, sur tout segment de R *, en effet pour tout (a,b) telque 0 < a < b, pour tout

2 2 2 .
X € [a,b],pourtout neN",0<nxe " <nbe ™ "? et Z nbe "% converge (c’est encore une série géométrique

nx

o ’ - - -y 7 - —_ 2 -
dérivée). 11'y a donc bien convergence normale sur [ a, b |, et, par imparité des fonctions x > n x e , la convergence est aussi

normalesur [-b, —a].

Exercice 11

+ o0 X
Soit la série de fonctions S: x — — -

n=1 X +nNn
1. Montrer que S définit une fonction continue sur R .

n+1 X X n X
2. Soient x > 0 et n > 1. Justifier que j 5 S dt < — 5> < _[ ——— dt.
D G X +n noq X° +t

3. Endéduire que S admet une limite en + oo, et la déterminer.

1. On a les résultats suivants :




i— les fonctions f,: X n e N*, sont continues sur R.

X% +n?

" . a - .
- Pourtout a > O, pourtout n € N etpourtoutxe[—a,a],|fn(x)|g—z,etlaserledeRlemann
n

a . . o
Y. —5 converge. La série de fonctions ) f, converge normalement, donc uniformément, sur [ - a, a].
nx1 N n>1

+ oo

D’aprés le théoréme de continuité d’une somme de série de fonctions, S : X > Z ——— est définie et continue sur
n=1 X +Nn

[— a, a],et ce pour tout a > 0. Celarevient a dire que S est définie et continue sur R.

2. Lafonction f,:t 5 est décroissante sur R , , d’ou ’encadrement :

2

X® + 1
n+1 X X n X
J 2 7t < — 2S.[ 2 7 dt.
o XT +t X +n ntg X° +t

3. Pour x > 0, lafonction f, estcontinue par morceaux, décroissante, positive sur R , . Elle est de plus intégrable

+ o0 + o0 + o0

X t .

sur R, avec: _[ fy (t)dt = _[ —— dt = [arctan (—j} = E.D’aprés le théoréme de comparaison
0 0 X° +t x) 1o 2

sériefintégrale, > f, (n) = converge (¢a on le savait), et I’on a

ns1 "o x? +n?
iy X = X iy X t\17" =« 1 T
——dt < —— < ———dt, soit : arctan(—ﬂ = — - arctan[—j <S(x)<=.
'l[x2+t2 nzz“lx2+n2 '([x2+t2 [ x)|, 2 X (x) 2

. 1 o .
Comme lim arctan (—) = 0, on en déduit, par encadrement, que lim S ( x) =I
X = +© X X = +0© 2

Exercice 12
+ 0 1 1 1
Soit f: x> > = . Justifier ’existence dej f (x) dx, et calculer cette intégrale.
=ln-x n+x 0
1 1

Pourtoutnzz,onpose:vXE[O,l],fn(x):n viiranl
- +

Les fonctions f , sont continues sur [ 0, 1], donc bornées sur ce segment ; on a pour tout n > 2, pour tout x € [0,1],

1 —
n-1 n+1

1 1 1 1 y
0< f,(x)< - +1’d°u"f“”w,[o,1] S 7 +l.Orlaserle Z(

] converge (par

, - P . 2
télescopage, ou parce que son terme général est équivalenta —-).
n

Par conséquent, la série de fonctions Z f, converge normalement sur [ 0, 1] . Lafonction f est donc définie, continue sur

nx2
1 +oo 1
[O,1],etl’onpeutperrnutersommeetintégrale:OnaI f(x)dx= > J. fo(x)odx.
0 n=29
1 +o 1 1 1 + o0 n2
I esult f dx = - dx = I , reste a calcul tt .
enresuequeJ; (x)dx nZZE[[n_X n+xjx ng:zn (-0 (n+1) reste a calculer cette somme




N n 2 J
Onapourtout N > 2, In =1In
HZZ:Z [(n—l)(n+1) [

n=2

puis par télescopage : i In n® =In 3N
' (n-1)(n+1) N +

1
Onenconclutquej'f(x)dx: lim In(NSNllenS:.

N - +
0 o0

Exercice 13

+ 0 1

On pose lorsque c’est possible : f ( x ) = _.
(x) Zin? +ntx?

a. Domaine de définition et continuité de f.
b. Montrer que f est C* sur R "

+ o0 dt

c. Calculer: —
1 (1+ xztz)

d. Existence et valeurde f (O * ) et f° (O - ) en fonction de ce qui précéde.

a. Soitpourtout n € N lafonction f,: x -

Définition

* 1 1 y
Pourtout n € N | pourtout x € R, | f, (x)| < —.0r, Z — converge. Donc, non seulement, pour x fixé,

n

n2

Z fol x) converge (ce qui revient a dire que Z f, converge simplement sur R), mais en plus il y a convergence

normale sur R . Rien que la convergence simple prouve que | f est définie sur R | .

Continuité

On vient de dire que Z f, converge normalement sur R ; de plus, les fonctions f, sont continues.

+ o0 +00
. 1

Alors, | lafonctionsomme f: x = > f,(x)= Y ————F—
n=1 N" +n

n=1

est continue
X

b. Onadéjadit que z f, converge simplement sur R, donc sur R .

Les fonctions f, sont aussi de classe C'*, et ’ona pourtout n € N ™, pourtout x € R, f, (x) =

Alors, pour tout (a,b) e R ] etpourtout x € [a,b] oupourtout x e [-b, —a], | fo (x)|

IA

la série de fonctions ) f* converge donc normalementsur [a,b] etsur [-b,—a].

On en déduit que ‘ f estdeclasse C'sur R* |,etl’ona:

-2X

(1+n2x2)2.

2b

(1+n2a2)2 .

+ oo

pourtout x e R*, f>(x)=-2x )

n=1

1

(1+ n2x2)2




c. On a, grace a une intégration par parties que je ne détaille pas (précisons tout de méme que toutes les fonctions mises en jeu

sont de classe ¢!, et que tous les objets mis en jeu convergent) :

+00 X
[ —2 — him [lL— o |a
1 1+t%x X >+ g 1+t°x
_ R R L 5 it
=M, e |t ;
L1+ to X" ]y 1(1+t2x2)
r qr=X X X
t dt dt
= lim 2 +2_[ 2 2 _2.[ 2
Xowe 1T+ 17X° ]y 1 1+tox 1(1+t2x2)
+ o0 + o0 +
d’OflI dt2 2=_ 12+2J‘%_2 LZ
1 L+1t7x 1+ x 1 lL+1t7x 1(1+t2x2)
On en déduit que
o dt 11 +yf° e 1 1 1 T dt
1(1+t2x2)2 21+ x% 27 1+1t%x? 21+ x?  2x* 1 1 o2
2
X
=—1 L +i lim [arctan(xt)]er:—l ! +i T _ arctan x |.
21+ x2  2XXo>+w ! 21+ x%  2x\2

d. Remarquons déja que si f est dérivable en O, pour des raisons de parité f >(0) est nulle. Remarquons

+ oo
également que f ’ est décroissante sur R | : cela peut se démontrer en re — dérivant X > — 2 X z ————— termea
n-1 (1 +n?x? )

terme, mais on peut aussi y aller bravement & la main ; en effet, pour x, y telsque 0 < x < vy,

’ ’ ~ + + o 1
fr(x)-f (y)__zxngl(“anZ)z+2yn§1—(1+n2y2)2
=2(y—x)§ 1+2n2xy+n42xy(x2+xy2+y2)>0:
n=1 (1+n2x2) (1+n2y2)

Je sais, ce n’est pas bien beau.

Bien, on reprend : f ° est décroissante sur R 7, majorée sur R | par 0, donc, d’aprés le théoréme de la limite monotone,

admeten 0 une limite finie a. Le théoréme de prolongement C*, permet alors d’affirmer que f admeten O une dérivée a

droite, et que celle — ci est égale a a.

Maintenant, voyons si a peut étre nulle, et pour cela utilisons 1’indication de 1’énoncé (utiliser €.), qui Sous —

entend que I’on doit utiliser une comparaison série / intégrale. Celle — ci est assez immédiate, et donne pour tout x > 0 la

+ oo

minoration: — f > ( x) > 2 x Lz
1 (1+t2x2)

X ) b4 . .
Alorspourtout x e R}, — f*(x) > - + — — arctan X, et, en faisant tendre x vers 0, on en déduit que

2

-az2=+ a est donc non nul, et le bilan des courses est que | f n’est pas dérivableen 0 |.

N a



Exercice 19*

1+ xsi —2<

Xx<0
1-xsi0o<x<2

Soit g : R — R la fonction périodique de période 4 telle que g (x) = {

Pour tout k € N, on définit la fonction g, : x > 2ik g (2zk x).

+ oo

1. Montrer que pour tout x € R, la série Z g (x) converge, et que la fonction G : x > z gy (x) est continue.

k=0

2. Avec les notations usuelles, onapourtout x € R, G(x) =S, (x) +R, (x).

a. Soit x un réel donné. Soit n € N ™, montrer qu’il existe ¢ = + 1 tel que les points (x, g, (x))

et [ X + % g, ( X + % N soient sur le méme segment de graphe de g, .
2 2

b. Soit h,, = %.Montrerque Ry (x) =R, (x+h,).
2

c. Montrerque‘gn(x +h,)- gn(x)‘ = 1.

d. Montrer que  sup (‘gk(x+hn)—Sk(x)‘)SZ’Zn_l,puisque
1<k<n-1

72n—1

‘Sn_l(x+ hn)— Sn_l(x)‘ <2

3. Montrer que G n’est dérivable en aucun point. La fonction G est appelée fonction de Mc Carthy.

! | % |I}_llm, '6 };ﬁx l‘% & H!," |
R AT AR .

1. Pour tous k € N*,x € R,

Ql;cgk(m)‘ < QL}” la série >, oy« gr(?) est donc normale-

ment convergente sur [X. Sa somme M est une fonction continue sur R puisque les

gL sont continues sur K.

10



2.

a) Soit z un réel donné. Soit n € [N*, il existe (au moins) un segment / de lon-
gueur 2{ = 22? contenant x sur lequel g,, est affine. Soit m 1’abscisse du
miliende f. Sizx =2m, x—leletsia<m, x+1cl.Doulerésultat.

b) Soit k € N*, k& > n,ona: gr(x + hy) — gr(z) = g(ZQk(m + hy)) — 9(2%" ).

L entier 22" h,, estmultiple de 4, 4 est période de ¢, donc g (x+h,)—gp(z) =0,
par suite R,(x) = R,(x + h,).
¢) Ona go(x +hn) —ga(z) = 9(22" (x+hy) ) — g(22"%). D apres la définition de

Ry, les points (QQﬂ(aﬁ + hn),,g(QQﬂ(a? + hn))) et (QQﬂa?}g(QQﬂa?)) sont sur un

méme segment du graphe de g dont la pente est 1. Puisque 22" (2 +h,,)—2<"2 = ¢,
on a

(g0 + ) — ga(@)] = |9(27" (2 + hy)) — 9(2772)| = 1.

d) Avec le méme argument qu’au ¢) on peut affirmer:

| 1 =1 1
Par suite: |S,_1(z + hy) — Sp_1(z)| < 521 Z oF < gt

3. Pourtout * £ R on a:

M(x +hy,) — M(x) _ Sp—1(z + hy) — Sp_1(2) N G2 +hy) — gulz)
R i fen ’

. 1
on sait que ‘Sﬂ,_1(m + hy) — Sn_1(:c)‘ < T et ‘gn(m + hy) — gn(m)| =1, par

suite, dés que n = 3 et donc "=l =4 1:

M(fﬁ + hn) — M(.(L') o 1 1 L |
LECRCIRS TR

= 400, M n’est donc pas

dérivable en .
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Montrer que la suite de fonctions ( f , ) définie par :

Exercice 23

£,(0)=0

12" converge simplement, mais pas
Vx>0, f, (x)= x(sin—j
X

uniformément sur R _, vers une fonction f que I’on déterminera.

. . . . . e
Etudier la convergence simple et uniforme de la suite de fonctions f : x — x"

- X

— » puis étudier > f .

Etude de la premiére suite de fonctions :

Onaévidemment lim f (0) = 0.Soitmaintenantunréel x > 0.Si x € D = ; k € N ;, alors pour
N o 4o (2k +1)n
toutn e N, f (x)=x,doubiensir lim f (x)=x.SixeD, sin1 <1,dou lim f (x)=0.
n— +ow X n—>+wx
- . . . . X sixeD
Ainsi, la suite de fonctions ( f, ) converge simplement sur R | vers la fonction f : x - { 0 sinon
i

La convergence ne peut pas étre uniforme sur R , , car f n’est pas continue, alors que les fonctions f,, le sont.

Etude de la seconde suite de fonctions, et de la série correspondante :

Pourtout x € R, lim f, (x) = 0 par croissances comparée : la suite de fonctions ( fa ) converge simplement sur R vers

n—+ow

la fonction nulle. Il n’y a pas convergence uniforme sur R, car les fonctions f , ne sont pas bornées (pour tout n,

lim | fo(x )| = + o). On peut se demander s’il y a convergence uniforme sur R , ; une bréve étude de la fonction f

X > —w
e -n
(positive sur R . ) prouve qu’elle y admet un maximum, atteinten n et égal a " fq " g =N " — Avec I’équivalent de
o, I8 4 n:

1

Stirling : || fa || ~ —,d0ou lim || fa || = 0 : la suite de fonctions ( fq ) converge uniformément
©R, ns+o [271n n— +om o, R,
sur R, vers la fonction nulle.
+ o0 X n
Pour tout x € R, la série z fa (x) converge (on a reconnu une série exponentielle, et e ~* Z — = 1 : autrement dit, la
n!
n=20

série de fonctions Z f, converge simplement sur R vers la fonction constante égale @ 1. 1l ne peut pas y avoir convergence

n
uniformément sur R puisque, pour tout n € N, la fonction 1 — z f n’est pas bornée (en effet,
k=0
n X n e - X

1- Z i ( x) ~ — ...). IIn’y a pas convergence normale sur R , car, on I’a vu,
k=0 X —> - nt

" fq " ~ ———,¢tlasérie E —— diverge. Supposons qu’il y ait convergence uniforme sur R . Alors il existe
©, R, no+w 2mTn [ n

N

< =.Mais lim f. (x) = 0, onobtient
2 ! X~>+ook§0 k( ) I

[y

N e N tel que pourtout n > N, pourtout x > 0,
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n

1- 2 fi(x)

k=0

donc en faisant tendre x vers + oo dans I’inégalité < % Pabsurdité : 1 < % Il n’y a donc pas convergence

uniforme sur R , . Il est facile de prouver qu’en revanche, il y a convergence normale sur tout segment de R .

Exercice 24
1 = q
Montrerque_" xXdx = Y —.
0 n=1 N

+oo ngn n
(-1)" x"In (X)dx.
1

1 1 1
On a en utilisant un développement en série exponentielle : .[ X *dx = _" e XX gy = _[ |
n!

0

0 0 n=

1 n n n
. N . (-1)" x"In"(x)
On prouve, par recurrence et lntegratlons par partles, que pour tout n e N, J- "

nt!

dx (intégrale faussement

10 n.n n 1 _ n _n n
impropre) vaut : _[ (1) x"In"(x) dx = J‘ (-1) " x"In"(x) dx 1
0 0

nt n! (n+1)”+l'

(-1)" x"In"(x)

Les fonctions f : X > |
nt

sont intégrables sur ]O, 1] ; la série de fonctions Z f, converge simplement sur

]0,1] verslafonction f : x > x ™, qui est continue par morceaux. La série numérique

converge. D’apreés le théoréme d’intégration terme a terme pour les intégrales

Zi|fn(x)|dxzz

(n+1)"**
1 +oo 1 o
généralisées, f estintégrable sur ]0, 1], et j x Xdx = ) j fo(x)dx = > —.
0 n=0 o n=1N
Exercice 26
+ 0
1. Montrerque S: x > > In(n)x" estdéfiniesur |-1,1].
n=1

+
2. Montrer que pour tout X € |-1,1[, (1 - x)S(x) = > In(1+£jx"+l.

+ o0
3. Montrer que la fonction U : x z [In (l + lj - lj x " *1 est continue sur [—1,1].
n=1 n n

4. Monter qu’il existe { € R telque (1 — x)S(x) = =xIn(1-x)+ ¢+ 0(1).
=

1
5. Déterminer la nature de ’intégrale I S (x)dx.
0

Le corrigé qui suit utilise, pour la premiére question, le cours sur les séries entiéres, chapitre que 1’on n’a pas encore abordé. Je laisse
ce corrigé ainsi pour vos révisions de fin d’année, car passer par les séries entiéres est effectivement plus naturel, une fois ce chapitre

vu. Toutefois, il n’est pas non plus trés difficile de répondre a cette question 1. avec nos connaissances actuelles.

1. Soit x > 0,onapourtoutn > 2, In(n)x" = 0, et:

13



In(n) + In(l+i}
- In(n) - W n— +oo

In(n+1)x***
In(n)x"

On en déduit avec la régle de d’Alembert que le rayon de convergence de cette série entiére est égala 1, et donc
que S est définie et de classe C * sur ] -1,1 [ . On remarque enfin que cette série entiere diverge grossierement aux bornes de
I’intervalle ouvert de convergence.

On calcule pour tout x € |-1,1] :

+ + o0 + +o
(1-x)s(x)= > In(n)x" = > In(n)x"** = Y iIn(n+1)x""* = > In(n)x""*,
n=2 n=1 n=1 n=1

+oo 1
dou (1-x)S(x)= > In(1+—)x”*l.
n=1 n
[-1,1] > R
Onpose pourtout n e N*: u, : . [In(l 1] 1jXn+1,etl’onalesrésultatssuivants:
(S e
n n

e Pourtout n € N ™, u, estcontinue sur [—1,1].

e Pourtout n € N" etpourtout x e [-1,1],0na: |un (x)| <

In(1+l)—l
n n

fonctions u ., converge normalementsur | —1,1].
n

, et comme

In(l+£]—1
n n
In(l+lj—l

n n

n—->+wo 2n

la série de terme général est convergente, ce qui montre que la série de

2!

+ 0
De ces résultats on déduit bien que U : x z (In (1 + ij - l]x”” est définie et continue sur [—1,1].
n=1 n n
+ 00 l + oo Xn
Onapourtout x € |-1,1[ : (1 - x)S(x) = z In(1+ ijnu et —In(1-x)= Z =,
n=1 n=1

donc (1 - x)S(x)+ xIn(1-x)= f [In(1+lj—ljx“*lzu(x).

n=1 n n

On en déduit, avec le résultat de la question précédente, que : (1 — x)S (x) + xIn(1-x) — U (1).
X —>1"

o R xIn(1-x) In(1-x) . o
On déduit de ce qui précéde que S ( x) ~ ———2 ~ ———— ‘etil estimmédiat que ces
x—>1" 1-x x—>1" 1-x
1
deux fonctions sont définies, continues et positives sur [ 0, 1[ . Donc les intégrales j S(x)dx et
0

1

In(1-x
_[ - % dx sont de méme nature. Le changement de variable t = 1 — x montre que les intégrales

- X

0
1 1

In(1-x In(t . —In(t . N
_[ - Q dx et I - L dt sont de méme nature, et enfin, de ! = 0 # , 0n déduit que cette derniere
0 1-x 0 t tt-o t

1
intégrale est divergente. En résumé, _[ S (x)dx diverge.
0

14



Exercice 27

+ sh ( x 2 )
1. Déterminer le domaine de convergence de S : x z —_—.
n=0 ch ( n X)

2. Montrer que S est continue sur R  ; est —elle continue en 0 ?

* 1 2 . . _
1. Onapour tout R, = ~ 2e~ "% Lasérie géométrique e
pourfout x € R+ ch(nx) exp(nx)+exp(-nx)n-+w ¢ °9 ique 3,

sh ( X 2 ) sh ( X2 )
converge absolument, donc Z ﬁ converge, et S est définieen x. Comme les fonctions x — ﬁ
ch(nx ch(nx

(<)

S
est alors également définie sur x e R~ . Pour X = 0,
d Z ch(nx)

nx

sont paires, S

est la série nulle, évidemment convergente. Finalement, la

fonction S est définie sur R.
2. e Onales résultats suivants :

, n e N, sont continues sur R .
ch(nx)

i— les fonctions f, : X =

i — Soient deux réels a, b > 0,avec a < b.Pourtout x € [a,b], pourtout n e N,

sh(b2)< sh(bz)
ch(na) %exp(na)

|fn (x)| < = 2sh (b2)e’”a,etlasériegéométrique > 2sh (bz)e’”a converge. La

série de fonctions Z f, converge normalement, donc uniformément, sur le segment [a, b ].

De ces résultats, on déduit que S est continue sur tout segment [ a,b ] de R f_ , Ce qui revient a dire que S est continue sur R f_ .

Continuitéen 0 :

+o sh(xz) +o0 25h<x2)
Pourtout x > 0,0<S(x)< Y ———F—= > ZSh(xz)e‘”X = ———~ (série géométrique
n:OE n= 1-e X
2exp(nx)

ZSh(Xz)
convergente). De méme, pour tout x < 0, 0 < S (x) < T
-e
Zsh(xz) Zsh(xz)
lim = lim =0 =5(0),lafonction S estdonc continueen 0.
ot 1-¢e° ¥ 0- 1-¢e”*
Exercice 30
+ o0
On pose lorsque c’est possible : f (t) = > In (1 +etl )
n=20

1. Donner I’ensemble de définition D ; de f.
2. Montrer que f est continue sur D ;.

3. Etudier les variations de f.

4. Déterminer les limites de f aux bornesde D ; .
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n

1. Sit=>0,lasérie Y In (1 + e”‘) diverge grossiérement. Si t < 0, In(l + e“‘) ~ e'™ etlasérie
n—+w
géométrique Z e'" converge (absolument), donc z In (1 +etl ) converge.
Ainsi, I’ensemble de définition de f est R ™.
+ 0
2. Onapourtoutt < 0, f(t)=1In2+ > In (l +etl ).OriIestclassiquequepourtout u=o0,
n=1
+ 0 tx
0<In(l+u)<u.Donc 0 < z In (1 + e“‘) < Z e'" (on adéja dit que la série majorante est convergente), soit :
n= n=1
+ et + o0
0 < Z In (1 + e”‘) < n . Il est alors clair par encadrement que lim 2 In (1 + e”‘) = 0, d’ou I’on déduit
n=1 l1-e to—w 7y

que lim f(t)=1In2.

t—> -

3. Lesfonctions f,:t — In (1 + eth ) sontdeclasse ¢! sur R*, et I’on a prouvé en 1. que la série de
fonctions Z f, converge simplement sur R * . De plus, pour tout a < 0, pour tout n € N et pour tout t e] — o, a],

tn
ne . - e
0<fy(t)=———<ne'" <nec®" etlaséric  ne®" =e® ne?(™ 1) converge (série géométrique de
l1+e n>0 nxo0

raison strictement inférieure a 1 en valeur absolue). On en déduit que z f,> converge normalement, donc uniformément, sur

] - 0, a]. D’aprés le théoréme de dérivation terme a terme, f estde classe C* sur | — oo, a] pour tout a < 0, ce qui revient

+ o0

tn
N * * ne
adire que f estdeclasse ¢! sur R*.Enoutre, pourtoutt € R*, f (t) = 1—m
n=0di1 + €
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