
                                                              
                                                        Semaine 7  –   14/10/2024 
 
                                   Séries numériques ; suites et séries de fonctions 
 

Exercice 1 

Soient *A +  , et   f   une application définie, continue sur l’intervalle ouvert  

 ,I A A= − ,  à valeurs dans . On pose 
*J I +=   , et l’on suppose que : 

•  ( ), 0x J f x x     . 

••   f   admet en  0  un développement limité de la forme :   

( ) ( )
0

k kf x x a x o x= − +  , 

où 
*a +   et  k  est un entier strictement supérieur à  1 .  Soit enfin 0u J . 

1.   Montrer que l’on définit bien une suite ( )
n

nu


 par la donnée de son premier  

terme 0u  et par la relation de récurrence :   

( )1, n nn u f u+  =  . 

Prouver la convergence de la suite ( )
n

nu


 , et déterminer sa limite. 

2.   Pour n   et    , on pose :  1n nnv u u
 
+= −  . 

Montrer qu’il existe un unique    tel que la suite ( )
n

nv


 converge vers un réel  

non nul . En déduire alors que  ( )( )
1

11 k
nu k a n −−   . 

3.   On pose 0 1u =  et pour tout n  , ( )1 sin nnu u+ = . Déterminer un  

développement asymptotique à deux termes de nu . 

 

Exercice 2 

1.   Pour quelles valeurs de ,a b   la série de terme général  

( ) ( ) ( )ln ln 1 ln 2n a n b n+ + + +  

est – elle convergente ? 

2.   Calculer alors la somme de cette série. 

Exercice 3 

Pour   * \ 1n   , on pose  

( ) 2

2

1

ln

n n

k

u

k
=

=



  . 

1.   Déterminer un équivalent de nu  lorsque  n  tend vers +   . 

2.   En déduire la nature de la série 
2

n

n

u


  . 

Exercice 4 

On considère la suite ( )n n
u


 définie par son premier terme 0u  strictement 

positif, et par la relation : n  ,   ( )1

1
arctan

2
n nu u+ = . Pour n  , on 

pose également :   2 n

n nv u= . 

1.   Etudier la suite ( )n n
u


. 

2.   Montrer que la série 
0

n

n

u


  est convergente. 

3.   Etudier la suite ( )n n
v


. 

4.   Prouver la convergence de la série 
1

0

ln
n

n n

v

v

+



 
 
 
 

 . On note  K  sa somme. 

5.   Déterminer, en fonction de  K ,  un équivalent simple de nu  . 
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Exercice 5 

Soit ( ) *n n
a


 une suite de réels telle que 

1

n

n

a


  converge, et 
1

na o
n+ 

 
=  

 
. 

Montrer que ( )1

1

n n

n

n a a +



−  converge, et que ( )1

1 1

n n n

n n

n a a a
+  + 

+

= =

− =  . 

Exercice 6 

Soit ( )n n
u


 une suite à termes réels positifs ou nuls. On pose pour tout n   :  

1 2 1...n n n

n

u u u
v

n

+ −+ + +
= . 

Montrer que les séries nu  et nv  sont de même nature : 

1.   lorsque la suite ( )n n
u


 est décroissante ; 

2.   dans le cas général. 

Exercice 7 

Soit 
0

n

n

u


  une série à termes positifs divergente. On pose pour tout n   :  

( ) ( ) ( )0 11 1 1

n

n

n

u
v

u u u
=

+ + +
. 

Nature et somme de la série numérique 
0

n

n

v


 . 

Exercice 8 

Soit ( )n nu


 une suite de réels strictement positifs, et ( )n nx 
 une suite définie 

par x 

+0  et ( ), n n n nn x x x u+  = + +21

1

2
. Montrer que la série ( )n nu   

est convergente si et seulement si la suite ( )n nx 
 est convergente. 

Exercice 9 

Soit   0 . Déterminer la nature de la série de terme général 
( )

n

k k n k


= + −

1

1
 . 

 

Exercice 10 

On considère la série numérique 
nn 

 
 
 
 3

1
. Donner un encadrement du 

reste d’ordre n  de cette série, puis un équivalent simple de ce reste. 

Exercice 11 

Soit  0, 1x  . Convergence et somme de la série de terme général  

0

1

!

n
n

k
k

x
k x=

 . 

Exercice 12 

Soit :  →f  injective.  

1.   Soit a b  dans   tel que ( ) ( )f a f b . Montrer que  

( ) ( ) ( ) ( )
+  +

f a f b f b f a

a b a b2 2 2 2
. 

2.   Nature de la série de terme général 
( )f n

n 2
. 

Exercice 13 

Etudier les séries de termes généraux : 

1

n

n

n
u

n



 
=  

+ 
 et 

( )

( )3

1

1

n

n n
v

n

−
=

+ −
 . 

 



Exercice 14 

Soit ( )n n
u


 une suite de réels strictement positifs telle que :  

1 1
1

n

n

u

u n n

+   
= − +  

 
, avec 1  . 

a.   Soient  1,    et ( )
1

nv
n 

= . Donner un développement  

asymptotique de 
1n

n

v

v

+
. 

b.   Comparer 
1n

n

u

u

+
 et 

1n

n

v

v

+
. En déduire la nature de nu  (règle de Raabe –  

Duhamel). 

c.   Soit ( )nw  telle que 
1n

n

w n a

w n b

+ +
=

+
, avec 0, , 0a b w  . 

i –   Donner une condition nécessaire et suffisante portant sur  a  et  b  pour  

que nw  converge. 

ii –   Etudier la suite  ( )( )1 nn b w+ −  lorsque 1b a + . On  

s’intéressera à 1n na a+ − , avec ( )( )ln 1n na n b w= + − . 

iii –   Calculer 
0

n

n

w
+ 

=

   en cas de convergence. 

Exercice 15 

On pose lorsque cela a un sens : 

( )
( )3

0

sin

!n

n x
S x

n

+ 

=

=  . 

Domaine de définition et calcul de  S . 

Exercice 16 

Soient a   et, pour 
*n  , ( )

0

1
ln

2 1

n

n

k

u a n
k=

= −
+

 . 

a.   Déterminer un équivalent en +   de 1n nu u+ − . 

b.   Pour quelles valeurs de  a  la suite ( )nu  est – elle convergente ? 

Exercice 17 

a. Limite   de la suite de terme général cos
 

=  
 
 

n

nu
n

1
. 

b. Nature de la série de terme général −nu . 

Exercice 18 

Étudier la série de terme général ( )sin n + 21 . 

Exercice 19 

1.   Question de cours : équivalent des sommes partielles de la série harmonique. 

2.   Soit ( )nu  la suite définie par 
e

!

n n

n

n n
u

n

−

= . 

   Donner la nature de la série de terme général 
1

ln
n

n
n

u
v

u

+ 
=  

 
 

 . 

En déduire l’existence d’une constante 0C   telle que ! en nn n n−  . 

A l’aide de la formule de Stirling, rappeler la valeur de  C . 

 

 

 

 

 



Exercice 20 

Soit 
*a +  et  ,I a a= − . Dans tout l’exercice, on considère une 

application f  de I I  dans I  qui est de classe 1C  sur I I , et pour laquelle :  

  ( ) ( ) ( )0, 1 / , , , ,
f f

k x y I I x y x y k
x y

 
     + 

 
. 

Q1_ Soit ( ) ( )( ) ( ) 2
0 0, , ,x y x y I I  .  

On définit l’application   sur  0, 1  par : 

( ) ( ) ( )( )0 01 , 1t f t x t x t y t y = − + − + . 

a_   Montrer que   est dérivable sur  0, 1 , et exprimer sa dérivée en  

fonction des dérivées partielles de f . 

b_   En déduire que :  

( ) ( ) ( )0 0 0 0, , . max ,f x y f x y k x x y y−  − − . 

Q2_ Soit ( )α, β I I  . On note ( )n nu   la suite définie par 0 αu = ,  

1 βu = , et par les relations de récurrence :  

( )2 1, , nn nn u f u u+ +  = . 

Pour n  , on pose : ( )2 1 1max ,n nn n na u u u u+ + += − − . 

a_ Etudier la monotonie de la suite ( )n na  . 

b_ Montrer que : 2, . nnn a k a+   . 

c_ Montrer que la série 
0

n
n

a

  est convergente. 

   

d_ Montrer que la suite ( )n nu   est convergente. 

Q3_ Montrer que la limite de la suite ( )n nu   ne dépend pas du  

couple ( )α , β . 

 

Exercice 21 

Q1_ Pour quelles valeurs du réel t  la série 
1

e
n

n

t



−
  est – elle  

convergente ?  On pose alors ( )
1

e
n

n

t
g t

=

+
−

=  . 

Q2_ Montrer que g  est décroissante sur son domaine de définition. 

Q3_ Déterminer ( )lim
t

g t
→ +

. 

Q4_ a_    Déterminer ( )
0

lim
t

g t
+→

. 

 b_* Donner un équivalent de ( )g t   lorsque t  tend vers 0 + . 

Exercice 22 

 

 

 

 

 

 



Exercice 23 

 

Exercice 24 

 

Exercice 25 

 

Exercice 26 

 

Exercice 27 

 

Exercice 28 

 

 

Exercice 29 

 

 

 

 


