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Probléme 1

1. 85ix <0, ].il}_l Uy(r) =400 ;siz =0, lim u,(r) =1In2: dans ces deux cas, la série de

n——+oo n—+oo

terme général u,(x) diverge grossierement. Si x > 0, alors lim e ™ = 0, done u,(x) =
n—F+00
In(l+e ™) ~ e ™ : par comparaison de séries a termes positifs, on en déduit que la
n—++oo

série de terme géneéral u, (x) converge. En conclusion, Dy =]0, +oc.

2. Soit a > 0. Pour z € [a,+0c[,ona Yn e IN 0 <In(l+e ™) < In(l4e ™) (terme

général d'une série convergente). La série de fonctions Z U, converge donc normalement
n=0

sur [a,+oc| pour tout a > 0. Les fonctions u,, étant continues, on en déduit la continuité

de la somme f sur [a, +oc[ pour tout a > 0, done sur R .

3. Pour tout n € IN*, la fonction u,, est strictement décroissante sur IR’ , donc f est strictement

décroissante sur IR (par addition d’inégalités de méme sens, I'une au moins étant stricte).

4., C'est le théoreme des valeurs intermédiaires : l'image d'un intervalle par une application

[wi |

continue est un intervalle.

Comme f est continue et strictement monotone sur IRY, on peut préciser que f établit une
bijection de |0, 400 vers &, et que £ = f(]0, +oc[) = | lim f , liglf[.
+oo' 70

. La série E u,, converge normalement donc uniformément sur [1,4co[ ; lim ug(z) = In2
r—++0o0

n>0
et, pour n € IN*, 1i1_'1_1 t,(x) = 0. Par le théoreme de la double limite, on déduit que
r—+0o0
A= lim f(z)=mh2,
T—F+oo

6. Pour tout x > 0 fixé, la fonction v, est décroissante sur IR, done

7.a.

n+1
WmeN  wm+D< [ GOd<um.

T

On en déduit que

i

n+1
[ vt vam =@ < [ vl
n n—1
(la premiére inégalité est vraie pour tout n entier naturel, la deuxiéme & partir du rang 1).
En sommant ces inégalités (les séries et intégrales impropres étant convergentes d’apres le
théoréme de comparaison séries-intégrales), on obtient

o ) fdif<+m = < In?2 = b (t) dt
[ masY n@ =@ <nes [ w0,

n=>0
(1)

est continue sur [ 0,1].Pour x € [0,1],la
n

Pourtout n € N ", lafonction f, : x —

n
suite {—J est décroissante, positive, et tend vers 0 quand n tend vers + o . D’aprés le théoréme spécial des séries
n>1

n
)"ty e (—1)f gk
alternées, la série Z ()—X converge, et en notantpourtout n € N*, R, (x) = Z —( ) X
nx1 n k=n+1 k



On a donc || R, || 1™ 0, ainsi la série de fonctions . f converge uniformément sur [0,1].

<
»[01] ~ n + =
Il en résulte que ¢ est définie et continue sur [0,1].

D’aprés la question précédente, la série de fonctions Z f,, converge uniformément, donc simplement, sur [ 0, 1[ .
nx1

Pourtout n e N*, f, estdeclasse C' sur [0,1[,de dérivée f *: x > (—1)”’1 x" L
Pour tout a e [0, 1] etpourtout x € [0,a], | f. (x)| < a" 1. Lasérie géométrique > a" ! converge, donc la

série de fonctions > f* converge normalement sur [0, a]. D’aprés le théoréme de dérivation d’une somme de série
nx1

de fonctions (version locale) : ¢ est de classe C'* sur [0, 1[ , et pour tout x € [0, 1[ :

+ 00 + 00
o (x)= X f(x)= X ()" Fx"
n=1 n=1
Pour x € [0,1], lasérie > (-1)" " x" ! estgéométrique,convergentecar‘(—1)”_1x"‘l‘.Ona:
nx1
+ o I L 1
) — _1 - n— — )
o' (x) = 2 (=1)7 "x T

Par intégration, il existe un réel C telle que pourtout x € [0,1[, ¢ (x) =In(1+ x) + C.
Comme ¢ (0) = 0, laconstante C est nulle, on adonc pour tout x € [0,1[, ¢ (x) = In (1 + x).

Par continuité, ce résultat reste vrai pour x = 1 : pourtout x € [0,1], ¢ (x) = In (1 + x).

. In(1+y) . . .
La fonction y : y - ———== estcontinue sur ]0, 1], et se prolonge en une fonction continue sur [ 0, 1]
y
In(1+y)
(car I|m0 ——= =1). On note encore y ce prolongement.
y — y

+ o _ n-1 n-1
D’apres ce qui précéde, on a pour tout y € [0,1] (mémepour y = 0), y(y) = D, (-1) y .

n=1 n
(-1)" Tyt (1" Ty
Les fonctions y sont continues sur [ 0, 1], et la série de fonctions y +> z
n
nx1

converge uniformément sur [ 0, 1] (méme démonstration qu’en 7.a.). D’apres le théoreme d’intégration terme a terme,

1 _l n-1 n-1
la série Z J( ) y dy converge, etl’ona:
nx>1 g n
L = b (—1)" Tyt o Lan(1+ = (-t
jw(y)dyzz J.()—ydy,son:J.Mdy:Z %:e(z).
0 n=10 0 y n-1 n



b. Le changement de variable y = e~ ** donne
+oo +oo 0 In(1 a2
[ 0. (t) dt:[ In(1 + e~**) dt = —/ n(l+y) 4, _ 92
0 0 1 Ty T
La question 6. donne alors

6(2) 0(2)

— < f(r) <In2 + —
=< fa) <2+ 55
2
soit l'encadrement recherché avec A =In2 et pu =6(2) = 1
2 2
c. Donc #(2) <z f(z) < xn2+6(2) et lim z f(z) = #(2) = —. Done f(x) ~
’ w0+ ! 12 ’ 12z
lorsque = — 07, et notamment lim f(z) = +o0c. Ainsi, £ =]In2, 4-00[.
z—0+ ’ :
Probléme 2
—nX -nx
1. Pourtout x < 0, on a par croissances comparees, lim > = + oo, donc la série Z 5 diverge
n->+on‘ 41 ns1 N +1

grossierement.

—-nX

D’autre part, les fonctions f,: X = sont continues sur R , , etpourtout n € N, pourtout x € R,

n? +1

1 - . 1
— . Lasérie de Riemann z —, converge, z f, estdonc normalement convergente sur R _ .
n n>1 n n>1

|fn(x)|£
On en déduit que le domaine de définition de f est ® = R _, et d’aprés le théoréme de continuité d’une somme de série
de fonctions, que f est continue sur R _ .

2. On a les résultats suivants :

e Pourtoutne N*, lim f (x)=0.

X — + o

. z f, estdonc normalement convergente sur R , .

nx>1
+oo
D’aprés le théoréme de la double limite :  lim  f (x) = > lim f (x)=0.
X —> + o n=1 X —> +

3. Soit p € N ™. On a les résultats suivants :
e Pourtoutn e N*, f_ estdeclasse CPsur ® = R ,avecpourtout k € 0, p ,pourtout x e R”,

(_1)k nk e-nx
n® +1

e Pourtoutk € 0, p —1 ,pourtout x € R” , par croissances comparées :

k k+2 ,-nx
-1
lim nzfn(k)(x)z lim (=1) n ¢ =O,doncfn(k)(x) = o(i).Laconvergence

n— +wo n—+ow nc +1 n—+ow nz

absolue de la série de Riemann Z — assure alors que la série de fonctions Z f n(k) converge simplement sur R " .
n>1 N n>1



e Soita e R’ .Pourtout x € [a,+oo[ ,pourtoutn e N*, ‘fn(p)(

npe—na
n>1 n2+l

normalement convergente sur [ a, + o .

D’aprés le théoréme de dérivation d’une somme de série de fonctions (version C P et locale), f estde classe C P sur R” .

€
ol < 1o
| =

—-na
, or la série
n° +

converge (méme démonstration que pour le point précédent). La série de fonctions Z f n( P) est donc

nx1

Ceci étant vrai pour tout p, f estde classe C * sur R . Enoutre, pourtout k € N *, pourtout x € R”, :

4. D’apres la question précédente :

Pourtout x e R7%, f 7 (x

)+f(x):n§ln:

£

): g(_l)k nke—nx
n=1 n2+1
e —nx to g-nx
+
241 “~Zn?+1

x)+ f(x)=——

5. D’aprés 4., f estsolution (particuliere) sur R " de I’équation différentielle

(E):

y”(x)+y(x)=

1-e X

Les solutions de 1’équation homogéne y > (x) + y ( x) = 0 sont les fonctions x > A cos ( x) + psin (x) (

(A, ) e R?, donc les solutions de (E) sur R sont les fonctions f, , (x) — A cos(x) + psin(x)+ f(x).

Daprés 2., lim f (x) = 0.Drautre part,pour (A, pn) e R?:

X —> + o

lim

X —> + o

fl,u(x

>r=pnp=0=>1F  =f
0

| nﬂnlw fo,(2nm)=0
=0=
. s
nﬂrrlw fk‘“[Znn+EJ=O
im (24 f(2nm)) =0
= s
lim (X+ f(Znn+—)j
n— +w 2

La fonction f est donc la seule solution de ( E) quitend vers 0 en + oo.

6. Enisolant le premier terme, on peut écrire que pour tout x € R ., f (x)

+ 0 -nx
€

oros< > <

n=2 n2 +1

On en déduit que f (x)

n

7.a. Lasérie ) >
n>1 N +1

+ o0 e—2x
Z e NX _ — - e—2x _ O(e—x
no>2 1-—¢e + 0 + o0
1 _
~ Ze X
X — + o 2

N - . . n
est a terme général positif et diverge (car 7.1
+

n

1 . .
~ =), donc la suite de ses sommes partielles
n

4



P
tend vers + oo . Par conséquent, il existe N € N * tel que pour tout p > N, Z 2n > A + 1 (etl’on aalors en
n=1 N" + 1

N

- n

particulier : E > A+1)
n=1 n2 +1

n _ . \ . .
e "* estcontinueen 0, et, d’aprés a., y (0) > A + 1. Il existe donc un réel

N
b. Lafonction y: X
nZ::]_ n 2 + 1
N n
strictement positif o tel que pour tout x e [0, a.[ (et donc pour tout x € ]0, a]), Z Y e " > A,
1 N +

n=

+ oo N
c. Pourtout x € J0,a[,ona: - f (x)= > 2” 1efnx > ¥ 2” 1efnx > A
n- + n=1N" +

Ainsi:pourtout A >0, 3a >0, —f’(x)>A.

— o0, et, d’apres le théoreme de (non) prolongement de la dérivée, ceci entraine que f

Il enrésulteque lim f °( x
q X —>0 ( )

n’est pas dérivableen 0.



