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Probléme 1

Pour tout entier naturel n et tout nombre réel z. on note un(:r) =In (]. + E,_—m:).
+oo

Pour tout nombre réel = tel que la série E ILH(I) converge, on note f(il') = E un(I) la somme de
n=0 n=>0

cette série. On se propose d'étudier quelques propriétés de la fonction f. On pose 0(2) = E _—
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et l'on admet que 0(2) = 12

3. Montrer que la fonction f est strictement monotone sur ]0, +ool.

4. Justifier laffirmation : "& est un intervalle de R”

5. Montrer que la fonction f admet une limite finie A (que I'on précisera) en +o00.

6. Pour tout nombre réel z strictement positif, on désigne par v, la fonction définie sur RT par :

Yo(t) =In (1 +€e7)

+oo
Justifier la convergence de Uintéprale U, (t) dt, et établir, pour tout nombre réel » > 0, la
] = T
Jo

double inégalité :

+o0 oo
/ Yo (t)dt < f(z) <In2+ / Ue(t) dt
0
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1. Montrer que la fonction f est définie sur |0, 4+o00].
On note désormais & 'image par f de lintervalle |0, +ocl.

2. Montrer que la fonction f est continue sur |0, +00|

+ oo 1 n-1 X n
7. Soit i x> Y ()—

n=1 n
a. Montrer que ¢ est définie et continue sur [ 0, 1] .
b. Montrer que ¢ estde classe C* sur [0,1].

c. Montrer alors que pour tout x € [0,1], @ (x) = In (1 + x).




8. En utilisant les résultats précédents :

|
\ L L n(l+: : S
(a) Montrer I'existence de I'intégrale ] (7‘1}) dy et exprimer sa valeur en fonction de 6(2)

0 v
(b) Montrer qu'il existe une constante p (que U'on précisera) telle que pour tout nombre réel
strictement positif, on ait la double inégalité :

Bcfay<a+t
T T

(¢) En déduire la limite de zf(z) lorsque z tend vers 0 et préciser U'intervalle &.

Probléme 2

On pose, quand c’est possible :

1. Déterminer le domaine de définition @ de la fonction f, et prouver que f est continue sur @ .

Déterminer la limite de f en + oo.

3. Montrer que f estde classe ¢ sur une certaine partie ® > de @ que I’on déterminera.
4. Calculer f + f > sur @’ (le résultat attendu ne comporte pas de signe somme).
5. Prouver que f est la seule solution de I’équation différentielle ainsi obtenue qui tend vers 0 en + .
6. Montrer que :
1
f(x ~ Ze
( ) X —> 4+ 2
7. Soitunréel A strictement positif.
N n
a. Prouver I’existence d’un entier N tel que Z >A+1
nognh+1
N
b. Montrer qu’il existe un réel o strictement positif tel que pour tout x < ]0, (x[, Z 1 e " > A
Zn o+

c. Minorer — f > (x) pour x € ]0, a[. Lafonction f est-elle dérivable en 0?



