PC

cée Laka%/

DS N°3, partie algébrique

2024 - 2025

On laissera impérativement en téte de devoir une place suffisante pour les commentaires (au moins 10 lignes). On
laissera non moins impérativement libre une marge de taille raisonnable.

La présentation, la lisibilite, ['orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements
entreront pour une part importante dans [’appréciation des copies.

Seuls les résultats | encadrés | ou soulignés seront pris en considération.

L’usage d’une calculatrice est autorisé pour cette épreuve.
Si, au cours de [’épreuve, un candidat repere ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il le signale sur sa copie et

poursuit sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené a prendre.
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Dans tout ce probléme, n désignera un nombre entier naturel supérieur ou égala 2, et E

un R — espace vectoriel de dimension n.

On note Id ; I’identité de E et ® I’endomorphisme nul de E .

On notera | , la matrice identité d’ordre n, et, pour tout couple ( p,q ) d’entiers naturels non nuls,

onnote 0,, lamatrice nulle ayant p lignes et g colonnes.

Pour tout endomorphisme u de E, on appelle commutant de u, que I’on note C (U ), I’ensemble

des endomorphismes v de E commutant avec u, c’est —a — dire :
C(u)={vecrL(E)/uev=vou}.

De maniére analogue, pour toute matrice M de 9, ( R ), on appelle commutant de M , que I’on

note C (M ), Pensemble des matrices N de 9 (R ) commutant avec M , c’est —a — dire :

C(M)={NeM(R)/NM=MN}.

p
e Pour tout endomorphisme u de E , et pour tout polyndbme P = Z a, X“ e R[X ] on
k=0

note P (u ) ’endomorphisme de E défini par :

p
k
P(u)=> a,u“=a,ld. + a,u + a,UcU +..+ a,UolUo.oU,
k=0 "
p fois




On ditque P estun polyndme annulateur de u lorsque P (u) = ©.
On note R [u ] I’ensemble des endomorphismes v de E s’écrivant comme polynéme en U,

cest—a—dire: R[u]={ve£(E)/3PeR[X], v="P(u)}.

p
e De méme, pour toute matrice M e % (R ) et pour tout polyndme P = >* a, X“ e R[ X ],on

note P ( M ) lamatrice de 9, ( R ) donnée par :

p
P(M)=> a M =al, +aM+a,M? +.+a,M",

k=0

et ’on dit que P est un polyndme annulateur de M lorsque P ( M)=0,,.
Onnote R [ M | I’ensemble des matrices N de % (R ) s’écrivant comme polyndmes en M,
cest—a—dire: R[M]={NeM(R)/3IPeR[X], N=P(M)}.

Le but de ce probléme est d’étudier, dans certains cas particuliers, le commutant d’un

endomorphisme ou d’une matrice.

Partie |

Considérations préliminaires et exemples

1.a. Montrer que pour tout endomorphisme u de E, C (u ) est un espace vectoriel.
b. Vérifier que pour tout endomorphisme u de E, ona: R[u] < C(u).

c. Déterminer les ensembles ¢ (©) et C (1d. ).

2. Un premier exemple

Dans cette question, et dans cette question 2. seulement, on suppose que n = 3.

Onnote B = (el, e,, e3) une base de E, et 1’on considére I’endomorphisme u de E dont la matrice

danslabase B est M = ,0U a, b et c sonttrois réels fixés.

o — O
= O O
o T Q9

a. Montrer que (el, u(e,) u’ (el)) est une base de E .
b. Soit v un endomorphisme de E telque v e C (u).Onnote &, S et y les coordonnées

du vecteur v ( e, ) dans la base (el, u(e ), u’(e )) de E, c’est—a— dire les trois réels vérifiant



v(e)=ae, + pu(e )+ yu’(e,).
On définit I’endomorphisme ¢ de E par: ¢ =v — ald, — fu — yu?.
i—Quevaut¢(e1)?Calculerqﬁ(u(el))et¢(u2(e1)).
ii — Montrer que ¢ = © .
c. Déduire de ce qui précede que C (u) = Rfu] .

3. Un deuxieme exemple dans la foulée

Dans cette question, et dans cette question 3. seulement, on suppose que E = R, [ X ] et

I’on considére 1’endomorphisme u de E dont la matrice dans la base canonique @ = (1, X, X * ) de

2 -2 -2
cetespaceest M = | -1 3 2
1 -2 -1

a. Déterminer une base de Ker ((u — Id ) etune base de Ker (u — 21d ).

b. En déduire une matrice M inversible, et deux réels a, b, telsque M = P*

o O

o 9 O

T O O
Y/

a 00
c. Soit N € M,(R).Montrer que N commuteavec | 0 a 0 | sietseulementsi il
0 0b

existe x, y,z,t,w € R telsque N =

O N X
O ~+ <
= o o

d. Déduire de ce qui précede la dimension de C , puis celle de C (u ) .

o O QD
o 9 O
o O O

e. Montrerque u?> — 3u+21d. = ©, puis que, pour tout n e N, il existe deux réels a, et b,

telsqueu” =a, u+b, Id..
f. En déduire la dimension de R [u ]. L*égalité C (u) = R [u ] est—elle vérifiée ?

4. Soit u un endomorphisme de E tel qu’il existe un vecteur t, Vérifiant :



B = (to,u(to),...,u”’l(to)) est une base de E .

Soit v e ¢ (u).Onnote ( py., ..., p,_, ) les coordonnées du vecteur v (t, ) dans labase ®, c’est

n-1
—a—direquel’ona: V(to) => pou’ (to) .
k=0
a. Montrer que pour tout entier i vérifiant 1 <i <n — 1:

v(u‘(to)) = nzl pkuk(u‘(to)) :

k=0

n-1
b. Endéduirequev = > p, u’.

K=o
c. Etablirque ¢ (u) =R[u].
d. On consideére I’application ¥ définie par :
_ R[u] - E
T'(v= P(u) = v(te)=(P(u))(to)
i — Montrer que W est une application linéaire.

ii— Montrer que W est surjective.

iii— Montrer que ¥ est injective.

iv— En déduire que dim (C (u)) =n .

5. Caractérisation des matrices M vérifiant C (M ) = ¢ (R)

Soit M = (mi’j ) une matrice carrée d’ordre n Vérifiant C (M ) = M (R).

1<i,j<n
Pour tout couple (i, j) d’entiers compris entre 1 et n, on note E i.j la matrice carrée d’ordre n dont tous
les coefficients sont nuls, sauf celui placé en i —eéme ligne et j —eme colonne qui vaut 1.

a. Enremarquantque E,; € C (M ) pour 1 < i < n, montrer que M est une matrice diagonale.

b. Enconsidérant E,; pour 2 < i < n, montrer qu’il existe unréel  telque M = a | .

c. Conclure.

d. Quels sont les endomorphismes u de E pour lesquels C (u) = £(E) ?

Partie 11

Cas d’un endomorphisme nilpotent d’ordre 2

Dans cette partie, on désignera par u un endomorphisme de E vérifiant :

u=o et u2 = 0.



On désigne par r lerang de u.

1. Montrer que Im (u) = Ker (u).Endéduireque 2r < n.

2. Etude de I’endomorphisme u

Soit H un sous espace vectoriel de E qui est un supplémentaire de Ker(u) dans E. On note

(ey..... e, ) une basede H.
a. Montrer que (u (ey)snule, )) est une base de Im (u).

On complete désormais cette famille en une base de Ker ( u ) a l’aide de n — 2 r vecteurs de

, S S
Ker (u), que I'on nommera t ..., t, _,,

On note alors @' = (u (e )snu(e, ), tl""’tn—Zr) la base de Ker (u') ainsi obtenue, et 3 la

famille B = (el,...,er,u (el),...,u (er ), [rsenst )

>%n-2r

b. Veérifier que B est une base de E.
c. Vérifier que la matrice de u dans la base B, que I’on notera U , est égale a la matrice définie

par blocs suivante :

r r n-2r

0r,r 0r,r Or,n—2r $r
U= Ir 0r,r Or,n—2r $r
0n—2r,n—2r :I:n—Zr

AN
A4
A4

n-2r,r

d. Détermination de C (u)

Soit v un endomorphisme de E dont la matrice V dans la base B est définie par blocs par :

r n-2r

“— > « > <

L A, A, T
A, A, T
A8 Ag $n—2r

<
I
J>3> >

-

A2 = Or,r
- - \ - - AS = 0r n-2r
i— Montrer que v appartienta C (u ) si et seulement si : :
As = On —onr
A =A

[y

ii— Endéduireque dim (C (u)) =n? —2rn+ 2r?,



iii— Montrer que dim (C ( u)) > = n?, et préciser dans quel(s) cas il peut y avoir égalité.

N |-

Partie 111

Commutant d’un endomorphisme vérifiant une relation polynomiale de degré 3

Dans toute cette partie, on deésignera par f un endomorphisme de E vérifiant

(f-1dg)o(f-21d.)=0© et (f-1ld.)o(f-21d.) =@

1. Montrer que Ker (f — 21d. ) < Ker(f - 21d, )2 et vérifier que cette inclusion est stricte.

On note :

n, :dim(Ker(f - IdE)),n2 :dim(Ker(f = 2IdE))etn’2 :dim(Ker(f = 2IdE)2).

2.a. Montrer que la famille (( X -=1),X (X -1),(X - 2)2) estune basede R, [ X ] .

b. Déterminer alors troisréels a, b et c telsque 1 =a(X —1) + (X - 1)2(b X +c).

On définit deux endomorphismes ¢, et ¢, par les relations :
g,=(bf+cid)o(f—21d.) et g,=a(f —1d.),

ainsi que l'endomorphisme d = ¢, + 2 ¢, .

3.a. Montrerque ¢, c ¢, = ©.Quevaut ¢, + ¢, ?
b. Montrer que ¢, est le projecteur dont le noyau est Ker(( f —-2Id E)2 ) et dont
I’image est Ker( f —1d; )
. - 2
c. Endéduireque E = Ker (f - Id. ) ® Ker((f - 21d.) )

d. Montrer que ¢, est également un projecteur dont on précisera le noyau et I’image.
e. Montrer que I’endomorphisme d est diagonalisable.

f. Onpose w = f — d. Calculer w?

g. Montrer que Ker (w) = Ker (f — Id. ) ® Ker(f — 21Id.) puisque rg(w) =n>, —n,.



h. Montrerque: C(f)=C(d)nC(w).

4. Détermination de C ( f ) et de sa dimension

Dans toute la suite, on notera v un élémentde C ( f ), et B = (el, SN NE TP ) une base

de E telle que la famille (el, e € ) soit une base de Ker( f —1d; ) et la famille

(>, ) une base de Ker(( f -2 IdE)2 )

a. Montrer qu’il existe une matrice carrée N d’ordre n’, telle que la matrice W de w dans

la base B soit :

On n On n’ n
W = [ERLE] 1.2 $ 1
0. 0, N T,

b. Endéduire que lerangde N estégala, n’, — n, et montrer que N * = 0, 0,
C. Montrer qu’il existe deux matrices V, et V, telles que la matrice
V de v dans la base B s’écrive par blocs :

Ny n’,
> >

V = Vl 0nl,n’2 :Enl ,
On’z,nl V2 :DWZ

et vérifiant V, N = NV,

d. Réciproquement, montrer qu’un endomorphisme v défini par une matrice dans la base 3
vV, 0
0

n’,.n; 2

n;,n’,

donnée par blocs par

avecV, € M, (R)etV, e C(N),appartienta ¢ (f).

e. Endéduire ladimensionde ¢ ( f ) enfonctionde n,, n, et n’,.



Corrigeé

Partie |

Considérations préliminaires et exemples

la. C(u) estévidemmentinclus dans £ ( E ), montrons donc qu’il est un sous — espace vectoriel de £ ( E ).
e © e (C(u) estévident:onahien ®cu =0 =u-0.
e o Soientensuite v,, v, deux élémentsde C (u) et a,, a, deux réels. Alors :

(v, + @, v, )ou =a,Vv,ou + a,v,ou pardistributivité
= q,UoV, + @,U oV, carv, etv, appartiennenta C (u)

=uo (a,v, + a,v,) parlinéaritéde u,

Donc a,v, + a, Vv, € C(u) . C(u) estdoncunsous—espace vectoriel de £ ( E ), et par suite

C ((u') est un espace vectoriel .

b. I1d. e ¢C(u)doncu® e C(u). Pour k > 1,0onaucu® =u*"*=u*ou,doncu* e c(u).
C (u) étant un espace vectoriel, toutes les combinaisons linéaires des u“ pour k e N sont encore

dans C (u ) donc tout endomorphisme polynomial en u est dans C (u )

llenrésulteque| R{u] = C(u)

c. Tout endomorphisme commute avec ® etavec Id..Onadonc C (©) = C( Id . ) =L(E).

2. Un premier exemple

a. On"lit" sur lamatrice que u (e, ) = e, etqueu® (e, ) = u(e,) = e,.

La famille (el, u(e,) u 2(el)) est donc tout simplement la famille (e,.e,, e, ).

C’est par hypothése une base de E : (el, u (el), uz(el)) est une base de E|.

b. i— e Pardéfinition desréels o, g et y :



p(e,)=v(e)-ae - pu(e)-yu’(e) =0

e e L’appartenance de v a C (U ) permet de faire commuter u et v, et d’obtenir :

#(ule,)) =v(u(e)) - au(e) - pu*(e)-ru*(e)

=(uov)(e,)-au(e,)-Bu*(e)-yu’(e) ZU(¢(31)) =u(0.)=0,.

e ¢ ¢ De méme, en faisant commuter u et v deux fois :

#(u(en)) =v(u®(en)) —au®(e) - pui(e) - yut(e,)

=(u”ev)(e,) - au’(e, ) - pu’(e)-ru*(e)= U2(¢(91)) = 0¢.

Ainsi, ¢(u2(el)) = ¢(u(e1)) =0,

ii — L’application ¢ envoie tous les vecteurs de la base (el, u(e,) u’(e )) sur 0, . C’est donc

I’endomorphisme nul (sa matrice dans la base ( e,,u ( e, ), u’ ( e, )) est la matrice nulle) : :

c. Danslaquestion 1.b.,onadéjaprouvé que R[u] < C(u).
Dans la question précédente, on a prouvé que si v e C (u ) alors ¢ = ©, c’est—a—dire que

V=ald, + fu+ yu®.Onadoncv e R[u],dounici C(u) = R[u].

On en conclut, par double inclusion, que | C (u) = R[u]

. Un deuxiéme exemple dans la foulée

a. et b. On peut évidemment utiliser la méthode du pivot de Gauss... comme d’habitude, il est

préférable de lire la suite de 1’énoncé, et d’en tirer les conclusions idoines :

e Laquestion e. qui suit laisse penser que les valeurs propres de u sont les racinesde X 2 — 3 X + 2,

asavoir 1 et 2. On vérifie :

1 -2 -2
ee |lamatriceM — I =| -1 2 2 | estnon inversible, car ses colonnes sont colineaires, et
1 -2 -2



ceci prouve que 1 est bien valeur propre de M, donc de u. Plus précisément, M — | estderang 1

(colonnes proportionnelles, non nulles), le théoréme du rang assure alors que la dimension de I’espace

propre de u associé a la valeur propre 1, E, (u ), est donnée par :

dim(El(u)) = dim(Rz[X]) — rg(u - IdRZ[X]) =3-rg(M)=2.
On preécise encore en détaillant les raisons pour lesquelles M — | estderang 1, eten en tirant une

base de E, (u ) : lescolonnes C,, C,, C, de la matrice :

(u—ld;\z[”j(l) (u—ld}\z[xﬂ(x) (u—ld;\z[x]J(Xz)

1 -2 -2 1
M -1, = -1 2 2 X
1 -2 -2 X 2

vérifient 2C, + C, = 0,,et2C, + C, = 0,,, ce qui signifie que (u - IdRZ[X])(Z + X)=0
et (u—1d, ) (2+Xx*)=0.

Les polyndmes 2 + X et 2 + X * appartiennent donc a E, (u) ; ils forment une famille libre, car ils

sont non proportionnels, une famille libre de cardinal 2 dans un espace vectoriel de dimension 2 étant

automatiquement une base de cet espace, (2 + X,2+ X? ) estune basede E, (u)|.

0 -2 -2
eee M -21,=|-1 1 2 |estnoninversible, car sescolonnes C',C",, C ', verifient la
1 -2 -3

relation de dépendance linéaire C', — C', + C'; = 0,,. On en déduit, comme précédemment, que 2

est valeur propre de u, etque 1 — X + X * appartient au sous — espace propre associé E, (u ).

On sait que la somme des dimensions des sous — espaces propres de u est inférieure ou égale a

3 =dim(R,[X]),etlonadim(E,(u)) =2, ethiensir dim(E, (u)) > 1.Par conséquent :

* E, ( u ) est de dimension 1 (on aurait également pu obtenir ceci en expliquant

pourquoi M — 2 1, estde rang 2), etil s’ensuit que | (1 — X + X *) estunebasede E, (u )|

* Les seules valeurs propres de u sont 1 et 2: |Spec (u) = {1;2

j
Y dim(Ei(u)) :dim(El(u)) + dim(Ez(u)) :3:dim(R2[X]),donc

A € Spec(u)

| u_est diagonalisable].

* Lafamille 8' = (2 + X,2+X%1-X+ X 2) , obtenue par concaténation d’une base

10



de E,(u) etd’unebasede E, (u),estunebasede R, [ X |.

La matrice de passage de B vers B ' est lamatrice Q des coordonnées des polynémes de B ' dans

2 2 1
la base canoniquede R, [ X ] : Q =| 1 0 -1 |. Cette matrice est donc inversible, et la
01 1

matrice de passage de B "' vers B est P = Q *.

100
La formule de changement de basedonne | 0 1 0 | = Q' M Q, ou encore, puisque 1’énoncé
0 0 2
100
imposaitcesens: |[M =P |0 1 0|P
0 0 2
1 -1 -2
Il reste & déterminer P = Q ~'. La méthode de Gauss donne |P = | -1 2 3
1 -2 -2
100
On notera dans la suite de cette question 3.: D={0 1 0
0 0 2
X y e
c. Soit N e M,(R),posons N =| z t f
g h w
X y e 1 0 X y 2e
Ona: ND=|z f 0 O|l=|z t 2f |,
g h w){O 2 g h 2w
100 X y e X Yy e
et: DN=|0 10 z t f|=| z t f
0 0 2)lg h w 29 2h 2w

On en conclut immédiatementque N D = DN < e = f =g = h = 0 :ainsi

x y O
N commute avec D si et seulement si il existe x, y,z,t,w e R telsque N =]z t O
0 0 w

d. e D’apres la question précédente :

11



Xy O
C(D)=4]z t O], x,y,z,t,we R
0 0 w
100 010 0 0O
=4x/0 0 0|+y|0 O0OO0}|+2z|1 00
0 0O 0 0O 0 0O
0 0O 0 0O
+t/0 1 0|+w|0 O Of,x,y,2,t,we R},
0 0O 0 0 1
100 0 10 0 0O 0 0O 0 0O
donc ¢ (D) = Vect| |0 O O|,|O O O|,|1 0 O0Of|0 1 0[]0 O00
0 0O 0 0O 0 0O 0 0O 0 0 1
100 0 10 0 0O 0 0O 0 0O
La famille ¥ = 0O 00[,/O0O0O0[|10O0[|0 10|00 0 O]f]estlibre(elleest
0 0O 0 0O 0 0O 0 0O 0 0 1

constituée de matrices élémentaires, ¢’est donc une sous — famille de la base canonique de M, (R )) ; il

s’ensuit que 7 est une base de € ( D), etdonc que |dim (¢ (D)) = 5.

ee Soitv e £(E),etsoit N samatrice dans labase @' de E. uadmet D pour matrice dans cette
méme base, donc v commute avec u si et seulementsi N commute avec D .
Autrement dit, C (u) = {v e L(E)/ Mat, (v) e C(D)}.

L(E) > My(R)

est un isomorphisme d’espaces vectoriels, et I’on a
v b Mat, (v)

L’application @ : (

C(D) = CD(C(u)).Ils’ensuitque dim(C(u)) = dim(C(D)) =5].

100 100 2 00
ee. e« D°-3D+21,=/010|-3/0 10|+|0 2 0|=0,.Lamatrice
0 0 4 0 0 2 0 0 2

deu® — 3u+2Id, danslabase B' de E estnulle,donc u® — 3u + 2 Id . est I’endomorphisme

nul:u? —3u+2Id, = @.

e Pourtout n € N, on définit la propriété # ( n) par :

H (n) < (ilexistedeux réels a, et b, telsque u" = a, u+b, Id; ).

12



Initialisation

u®=1d, =0.u+1.1d_ ,dou % (0).

Hérédité
Soit n € N, supposons # (n).
Alors

n+1 n

u ou
:<anu +b, IdE)ou d’apreés 3(n)
a

2
Sus+b u,

etlarelation u® — 3u+21d. = ® permet d’en déduire que :

u"t=a,(3u-21d.)+b,u=(3a, +b,)u-2a,ld,.

Il existe donc deux réels a, ., = 3a, + b, etb,,, = -2a, telsqueu""* =a,,,u+b, ,Id

n+1 E?

d’ou £ (n + 1).

Ona # (0),etlapropriété 3 est héréditaire, doncona # (n) pourtout n e N :

pour tout n € N, il existe deux réels a, et b, telsqueu”™ =a, u+b Id.|

f. Daprés e., pourtout n e N, u" appartienta Vect (u, Id. ). Tout élémentde R [u ] est
combinaison linéaire des u ", donc appartient encore a I’espace vectoriel Vect ( u, Id . ) .
Il en résulte que R [u] < Vect ( u, Id ), puis, I’inclusion réciproque étant évidente, que
R[u] = Vect(u,Id ).Lafamille (u, Id ) estclairement libre (les matrices de ces deux

applications dans la base B de E sont non proportionnelles), donc (u, Id . ) est une base de R [u ]

On en conclut que (dim (R [u]) = 2[.Onamontréen d. que dim (C (u)) = 5,

I’égalité C (u) = R[u] n’estdonc pas vérifiée|

4.a. v et u commutant, on sait que v et u' commutent également. On a donc :

13



:nzlpkui(u"(to)) car u' est linéaire
k=0

- nz_:l piut(u'(ty))| caru’etu* commutent
k=0

n-1
b. D’apres a., I'égalité v (x) = > p, u*(x) estVvérifiée pour tous les vecteurs x de la
k=0

base B =(t0, u (fo ) u"? (fo )) de E. Par linéarité, cette égalité est donc vraie pour tous les

n-1
vecteurs x de E : onabien |v = Z P u”
k=0

c. Onvient de montrer quesi v e C(u)alorsv e R [u] (avec les notations précédentes, on a
n-1
v="P(u),avecP(X)=> pX“). Ceciprouveque C (u) < R[u].
k=0

Oronaprouvéen 1.b. que R[u] = € (u) ;onadonc bien, par double inclusion,

c{u) = B[u]

d. i— Soient v, w deuxélémentsde R [u], et A unréel.

Ona W (Av+w)=(Av+w)(ty)=2v(t,)+w(ty)=a¥(v)+¥(w),donc

¥ est une application linéaire |

ii — Direque W est surjective, ¢’est dire que, pour tout x de E il existe v.e R[u] tel que

X=W(V),cest—a—diretel que x = v (t, ). Montrons que ceci est vérifié.

Soit x e E . Décomposons x dans la base @ =(t0,u (o )smu” (1, )) de E :il existe n réels

n-1
B ke 0,n—1  telsquex= Y g, u*(t,).Considéronsalors’endomorphisme v de E
K=0

n-1
définipar v = B, u’. Alors, de maniére évidente, v € R [u ] (c’est bien un polynome en u),
k=0

I’application ¥ est surjective].

et’onabien ¥ (V) = V(to) = nz_:l B, uk(to) =X
k=0
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iii — Montrer que ¥ revient & montrer que Ker (¥ ) = {©}.
Soit v e Ker (W), cest-a-dire tel que W (v) = v(t,) = 0.
Alors, comme v € R [u ] =C ( u ), v et U commutent, et il s’ensuit que, pour tout

ie 0,n—1 ,vetu' commutent.
On adonc : v(u‘(to)):u‘(v(to))zu‘(OE)zoE.

L’image par v de tous les vecteurs de la base B = ( toou(ty)nu” M (1, )) de E estnulle, il en

résulte que v est I’endomorphisme nul. Ainsi, on abien Ker (W) = {@} :|¥ est injective|

iv— D’aprés ii— et iii—, ’application ¥ est un isomorphisme. Ses espaces de départ et d’arrivée ont

donc méme dimension : dim (IRi[u]) = dim(E) = n.

Comme, d’aprés c., C (U ) =R [u ] , il s’ensuit que 1’on a également |[dim ( C(u )) =n

5. Caractérisation des matrices M vérifiant C (M ) = ¢ (R)

a. On calcule aisément :

0 .. 0 m, 0 .0 o .0 0 0 .. O
0 ..0 m,; 0 .0 : SR :
: : : : 0 0 0 O 0
ME, ;=10 0 m; 0 .. 0 et E,;M=]|m, m, . m;
: : : : : 0 0 0 O 0
O .0 m,_,; 0 ..0 : Do :
O .0 m;,; 0 ..0 o .0 0 0 .. O

(toutes les colonnes de M E, ; sont nulles, sauf éventuellement la i °™ ; toutes les lignes de

éme )

E. i M sontnulles, sauf éventuellement la i

Ces deux matrices étant égales,ona: VvV j =i, m;; = m,, = 0. Ceci étant valable pour tout

entier i compris entre 1 et n, on en déduit que\M est une matrice diagonale\.

b. On sait déja que M est diagonale. On calcule alors :
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my, 0 0 0O .. 0 m;, O 0
0 m,, 0 0 0 0 O 0 0 0
ME,, = 0 0 m;; O 0 E,;, =|0 0 0 0 0 ,
0 0 0 0 0
0 m, 0 0 0 0 0

0 .
0O 0 O

le coefficient de m, , (resp. m, ;) étant place sur la premiére ligne, i ®™ colonne. Les deux matrices étant

eégales,ona m,, = m,, et, ceci étant vrai pour toutentier i € 2,n onadonc M = m,, |

n -

ilexisteunréel = m , telque M = a | |.

c. Onvient de voir quesi C (M ) = M (R ), alors nécessairement M est proportionnelle & la matrice | .

Réciproquement, si M est proportionnelle & |, elle commute avec toutes les matrices de M, ( R ) :

Les matrices M pour lesquelles ¢ (M ) = % (R ) sont donc les matrices 2 |, avec 1 € R|.

d. Fixons une base 8 de E. Soit u un endomorphisme de E telque C (u) = £( E) ,etsoit M sa

matrice relativement a la base 3.
Comme u commute avec tous les endomorphismes, M commute avec toutes les matrices.

D’aprés c., il existedoncunreel A telque M = A1 ,etl’onaalors u= A 1d..

Réciproquement, de maniére évidente, il existe unréel A telque u= A Id_,alors C (u) = £(E).

On en conclut que les endomorphismes vérifiant ¢ (u) = £ ( E ) sont les endomorphismes de la forme

u= Ald.,avec 1 € R|.
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Partie 11

Commutant d’un endomorphisme diagonalisable

1. Quelques généralités préeliminaires

C’est une suite de questions de cours :

a. lafamille ( lde,u,u?,.,u" ) estune famillede n? + 1 éléments de £ ( E ), et cet espace

vectoriel est de dimension n?. Il s’ensuit que ( ldo,u,u 2 ..u" ’ ) n’est pas libre, il existe donc

une combinaison linéaire non triviale des éléments de cette famille qui est nulle :

> a,uk = ®,avec(ao,a1,...,an2 ) #(0,0,..,0).

k=0

2

Ennotant P = Z a, X*, P estnon nul, et est un polyndme annulateur de u :
k=0

I’endomorphisme u admet un polynéme annulateur non nul.

p
b. Posons P = > a, X*.
k=0
Soit A un valeur proprede u, et x € E un vecteur propre associé.
Onaévidemment Id . (x) = x, u(x) = 4 X, puis:
u?(x)=u(u(x))=u(ax)=2au(x)=2%x,
u®(x)=u(u?(x))=u(A°x)=2%u(x)=4°x..

bref, on montre par une récurrence évidente que pour tout k € N, u* (x) =4 “x.

Onaalors (P (u))(x) :[Zp:aku"j(x) =Y a.u(x)= Zp: a, A x=P(4).x;l

k=0 k=0 k=0

découle de I’égalité P (u) = ® que 0, = (P (u))(x)=P(2).x,et comme x estnon nul

(c’est un vecteur propre), il en résulte que P (4 ) = O : |toute valeur propre de u_est racine de P|.

c. Lesous—espace propre E, (u) de u pour la valeur propre A est de dimension 1, et x estun
vecteur non nul de cet espace ; la famille ( x ) est donc une base de E , (u ), et il s’ensuit que pour
touty € E, (u),ilexiste a € R telque y = a. x.

Posons y = v(u).Onau(y)=u(v(x))=v(u(x))=v(ix)=2av(x)=24ay,
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donc y € E, (u),et, d’aprés ce qui précéde, il existe alors a € R telque y = a. x.

Autrement dit, il existe a € R tel que v ( x) = a . x.Comme Xx est non nul, ceci revient a dire

que [x_est un vecteur propre de v/, pour une certaine valeur propre a.

d. Soit M € Wln(R). Les propriétés prouvées a., b., et c. s’étendenta M de la maniére suivante :

I— Lamatrice M admet un polyndéme annulateur non nul.

il — Si P estun polyndme annulateur de M et A une valeur propre de M, alors P (1) = 0.

ili— Si M admet une valeur propre A telle que I’espace propre associé soit de dimension 1, et si

X e M, (R) estvecteur propre de M pour cette valeur propre, alors X est encore vecteur
propre de toute matrice de M, ( R ) commutant avec M.

Démontrons maintenant ces propriétés. Pour cela, considérons I’endomorphisme u de R " dont la

matrice, dans la base canonique de cet espace, est M.

Alors, pour tout polyndme P e R [ X |, ’endomorphisme P (u ) admet pour matrice dans la base

canonique la matrice P (M ) ;onadonc P (u) = © sietseulementsi P(M ) =0

e
On en conclut que :

i — L’endomorphisme u admettant un polynéme annulateur non nul, il en est de méme pour la
matrice M .

ii— Si P estun polyndme annulateur de M et A une valeur propre de M, P est également

annulateur de u, et A valeur propre de cet endomorphisme. On a donc, d’aprés b. , [P (/1 ) =0\

iii — Soit N une matrice de M, (R ) commutant avec M, et soit v I’endomorphisme de R "

canoniquement associé a N . Notons également x le vecteur de R " admettant X pour matrice de

coordonnées dans la base canonique. Comme M et N commutent, u et v commutent également, et il

résulte alors de c. que x est vecteur propre de v . ceci revient a dire que ]X est vecteur propre de N\.

2. Cas des endomorphismes de E admettant n valeurs propres distinctes

a. Soit P un polynéme annulateur non nul de M .

Toutes les valeurs propres de M sont racines de P, donc ce polynéme admet au moins n racines

distinctes. Comme P = 0, ceci suffit & assurer que | deg (P ) > n|.

b. On considere une combinaison linéaire nulle des matrices de la famille ( I, M, M*,...,M"* ) :
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n-1 n-1

> a,M“ =0, .Lepolyndme P(X ) = > a, X “estalorsun polyndme annulateur de M
k=0 k=0

de degré inférieura n — 1 ; d’apreés la question précédente, ce ne peut étre que le polynéme nul.

Les coefficients de P sontdonctousnuls: a, = a, =..=a,_, = 0.

On a ainsi prouvé que la famille (In, M, M?,..., M ”*1) est une famille libre.

C (M ) admet donc une famille libre de n éléments, et par suite | dim (¢ (M )) > n

C. Supposons qu’une matrice A commute avec M.
Le coefficient de la ligne i etde lacolonne j de AM = M Adonne: 1;a;,;, =4, a,;; .

Onendeduitquesi i # j,alorsa, ; = 0: lamatrice A estdiagonale.
On vient de prouver que C ( M ) est contenu dans I’ensemble des matrices diagonales, qui est un sous —

espace de dimension n de (R ) ;onaalors dim(C (M )) < n.

Ceci, joint a Iinégalité prouvée en b. , permet de conclure que | dim (C (M )) = n

d. Avec les notations de I’énoncé, on a Mat ( u ) = M, donc:

UoV =vVou < Mat, (u)Mat,(v)=Mat,(v)Mat,(u) < Mat,(v)e C(M),

et c. permet d’en conclure que | U oV = Vo u Sietseulementsi Mat , (v ) est diagonale|

3. Cas général

a. Soitk e 1, p ;montronsque Ker (u — 4, Id, ) eststable par v.

Pour tout x € Ker (u - 4, Id; ) :

(u=2,1de)(v(x))

v((u - 2 IdE)(x)) car u et v commutent
:V(OE) car X € Ker(u - Ay IdE)

= 0. par linearité,

donc v (x) e Ker(u — 4, Id. ) :|Ker(u — 2, Id. ) estbien stable par v .

b. Pour tout vecteur e de labase B, onad’unepart (wou)(ef ) =w(A,.ef)=2,w(ef),et

d’autre part, comme par stabilité W ( e ) e Ker ( u- A4, Idg ) ;

(uev)(ef) = u(w(eik)) = Aw(ef).
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Les endomorphismes w o u et u o w coincident donc sur la base @ de E, et par suite ils sont égaux :

Uow = wou,cequisignifieque |w e C(u)

c. D’aprés ce qui précéde, v € C () si et seulementsi pourtout k € 1, p , Ker (u — 4, Id ) est

stable par v, donc si et seulement si, pour tout vecteur e de labase 3, v (ef ) e Ker (u — 4, 1d. ).

Comme (elk, ey ),cela revient a dire que v ( ef ) est combinaison linéaire de e/, ..., e* :sa

Nk
composante suivant e est nulle dés que | = k.

En écrivant la représentation matricielle habituelle, on se convaincra qu’alors v e C (u') si et seulement

€y o B LI — €, e e, e,
v, 0 0,0 0 0,0,
n,,ny V2 O Ny, Ny 0 Ny, np
* * ei
si Mat, (v) estdelaforme| g o |- | o 0
ny,ny * .. * N,
* * e"k
k
=V,
Oy in, 0 0, in, w00y
Onp,n1 0 Onpnk 0 my

d. Chaque bloc V, est un élément quelconque de I’espace M, ( R ) qui est de dimension n?.

Définir une matrice de la forme précédente revient a se donner chacun des blocs V, ,

p
donc dim (C ( u )) = Z n 2. (on pourrait démontrer ceci rigoureusement, mais ce ne serait pas trés
k=1

dréle a écrire).

e. Puisque u est diagonalisable de valeurs propres A, :

n=dim(E) = Zp:dim(Ker(u ~ A IdE)): Zp:nk.

k=1 k=1

p p
Pour chaque entier k, n? > n,,onadonc| n= > n, < > nZ =dim(C(u))
k=1 k=1
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En outre, il y a égalité si et seulement si, pour tout k, n? = n,_.Comme n, = 0 (A, est bien valeur
propre de u, le sous — espace propre associé est de dimension non nulle), ceci équivauta n, =1:

ainsi, dim (C ( u)) = n si et seulement si toutes les valeurs propres de u sont simples, donc si et

seulement si |u posséde n valeurs propres distinctes\.

Partie 111

Cas d’un endomorphisme nilpotent d’ordre 2

l.a. X ? estun polyndme annulateur de u, donc, d’aprés I1.1.b. , toute valeur propre de u est racine de
ce polyndme : la seule valeur propre possible de u est 0.

Réciproguement, u o u = ® qui est non injectif, donc u est non injectif (la composée de deux
applications injectives reste injective), ainsi 0 est bien valeur propre de u .

Onadonc Spec (u) = {0}.

b. e Soit x € Im(u).Alors, par définition, il existe un élément t de E tel que x = u(t),etl’ona

alorsu(x) =u”(t)=0,.Ainsi, x € Ker(u),etl’onadoncbien|Im(u) c Ker(u)

e ¢ D’aprés le théoréme du rang, on a dim ( Im (u)) + dim (Ker(u)) =dim(E) = n.
Or, de I’inclusion précédente, on en déduit que r = dim (Im (u)) < dim ( Ker (u) ). En minorant

dim (Ker (u)) par r dans Iégalité précédente, on obtient bien .

2. Etude de I’endomorphisme u

a. De maniére évidente, (u (e1 ) u (er )) est une famille d’éléments de Im (u') de cardinal

r = dim ( Im (u )) ; ¢’est donc une base de Im (u ) si et seulement si ¢’est une famille libre.
Considérons alors une combinaison linéaire nulle o, u (e, ) +...+ a, u(e, ) =0, .
Alors, par linéarité de u,ona u (@, e; +..+ a, e, ) = 0, c’est—a—dire que

a e, +..+a e € Ker(u).

Or, (el,..., e, ) estune basede H,donc o, e, +...+ a, e, € H etpar conséquent :

a e, +..+a e, € H nKer(u)= {OE} (en effet, H et Ker (u ) sont en somme directe, et
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donc leur intersection est réduitea { 0 ).

Bref,onadonc o, e, +...+ a, e, = 0.. Maiscomme (el,..., e, ) est une famille libre (c’est une

base de H), on peuten conclureque ¢, =...= o, = 0:

r

La famille (u (e )snu(e, )) est libre, et par suite

—_

u (e, ).,u (e, ))estunebasede Im (u)|

b. (e;.....e, ) estunebasede H, et (u(el),...,u(er),tl,...,tnfzr) une base de Ker (u).

Comme H et Ker (u) sontsupplémentaires dans E, la famille :

B = (el,...,er,u(el),...,u(er ),tl,...,tnfzr ),

obtenue par concaténation d’une base de chacun de ces deux sous — espaces, ‘eSt une base de E| .

c. Pourl < k < r,’image par u du k *™ vecteur de la base ® est égaleau (r + k )"™ vecteur de

k ieme

la base ®. Donc, la colonne de U ne comporte que des 0, sauf sur la (r + k )™ ligne ol le

r

>

0., T
I, T

0, ,rp T-ar

coefficient est 1. Ecrites par blocs, les r premigres colonnes de la matrice U sont

Comme u® = ®,onau (u (ei )) = 0. pourl <i <r,lescolonnesde U numérotéesde r + 1
a 2 r sont donc nulles.
Enfin,pour 1 < k <n - 2r,onat, e Ker(u) donc u (tk) = 0. Lescolonnes de U numérotées

de 2 r + 1 a n sontdonc nulles également.

Lorsqu’on écrit par bloc la matrice que 1’on a obtenue, on obtient bien :

<& r y ¢ r N ¢ n—2r\
< 7 < ? < 7

0r,r Or,r Or,n—2r $r
U= I 0 0

r rr r,n-2r $r

n-2r,r 0n—2r,n—2r $n—2r

d. Déterminationde C (u)

i— u et v commutentsi et seulement si leurs matrices dans la base B commutent, c’est —a — dire si et

seulementsi UV =V U. Les produits par blocs donnent :
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0r,r Or,r Or,n—2r A2 Or,r 0r,n—2r
Uuv=| A A, A, et VU =|A, 0, 0, s
0n—2r,r On—2r,r 0n—2r,n—2r A8 0n—2r,r On—2r,n—2r

Les deux matrices commutent si et seulement si elles sont égales par blocs, c’est a dire si et seulement

0

r,r

>z
I

w

- r,n-2r
SI:

n-2r,r

> > >
|

0
=0
A

iy

5

ii— v commute avec u si et seulement si sa matrice dans la base B est de la forme :

r r n-2r

S e A G S—

Al Or,r Or,n—2r :l:r
V=|A A A, T
A7 On—2r,r A9 :I:n—Zr

les matrices A,, A,, A, A, et A, étant quelconques dans leurs ensembles de matrices respectifs.

Ilya r? coefficients pour A , r? coefficients pour A,, r (n — 2r) coefficients pour A,
(n — 2r)r coefficients pour A, et (n — 2r)” coefficients pour A,.On adonc :

dim(c(u))=r®+r>+r(n-2r)+(n-2r)r+(n-2r) =n?-2rn+2r? .

Pour étre plus rigoureux, on aurait pu prouver que I’application :

Vo M (R)xM(R)xM, , , (R)xM, _, (R)xM, , (R) — C(u)

A
(A AL AL AL A > | A
A
est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

iii — Une bréve étude prouve que I’application r + n® — 2rn + 2 r? atteint sa valeur minimum

1 .. 1
pour r = > n, ce minimum valant > n.

Ainsi, dim (¢ (u)) = = n?, etI’égalité a lieu si et seulement si r = = n|,

N
N
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Partie IV

Commutant d’un endomorphisme vérifiant une relation polynomiale de degré 3

1. Soit x e Ker (f — 21d, ), alors Ker (f — 21d. )(x) = 0.

Par composition, on a donc :
(f-21d.) (x)=(f-21d)((f-21d.)(x))=(f-21d.)(0.)=0,,

dou: x e Ker((f —2IdE)2): Onabien|Ker (f — 21d ) < Ker ( f —2IdE)2

Cette inclusion est stricte. En effet, puisque ( f — Id )o( f — 21d. ) = ©, il existe un vecteur X,

élément de E tel que :

(f—tdg)o(f—21de)(x,)=(f=-21d¢)o(f —1dc)(x,) =0 .
Posons w, = (f — 1d. )(x,).Alors, w, ¢ Ker (f — 21d ), puisque (f — 21d, )(w,) = 0.
Mais (( 1 = 21d )" ) (wy) = ((f = 21d¢ )" (f = 1dc)](x,) = O, puisque

(f—1dg)o(f - IdE)2 — ©. Par conséquent, w, e Ker((f —2IdE)2).

Ceci prouve que I’inclusion Ker( f —2Id; ) c Ker( f —21Id; )2 est stricte.

2.. (X ~ L X (X =1),(X - 2)2) est une famille de cardinal 3, et dim (R, [ X ]) = 3. Cette
famille est donc une base de R , [ X | si et seulement si elle est libre.

Considérons une combinaison linéairenulle a ( X —1) + b X (X —1) + ¢c( X - 2)2 = 0.

On évalue cette fonction nulle en des valeurs particuliéres :
Pour X = 1,onobtient ¢ = 0. Ensuite, pour X = 0, onobtient —a = 0,soita = 0,etenfinb =0

avec X = 2 par exemple.

Bref, (X -1, X (X -1),(X - 2)2) est libre, et par suite c’est une base de R, [ X ].

Euh, pour la suite... il était une heure du matin, j 'avais encore vos rapports de Tipe a lire... stop.
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