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I Espaces probabilisables

Définition

Soit O un ensemble, appelé univers .

On appelle tribu ou o —algebre de parties de Q tout sous —ensemble T de @( Q) tel que :

i Qe T.

i VAeT,AecT (autrement dit, T est stable par complémentation)

ii_  Pour tout ensemble I fini ou dénombrable, v (A; )., e 7', [JA; e T .

el

(autrement dit, T est stable par réunion finie ou dénombrable).

Vocabulaire

Lorsque T est une tribu de parties de Q :
. Les eléments de T sont appelés les événements .

ee (O, T) estappelé univers probabilisable .

Proposition

Soit (Q, T') un espace probabilisable. Alors,

i Ded.
i vV(A,B)eT? AUB,ANB,A\B, AA B appartiennenta 7 .
ii_  Pour tout ensemble I fini ou dénombrable: v (A;);_, € 7',

'UAie‘T et _ﬂAie‘T.

iel iel

I Espaces probabilises

1 Définition d’une probabilité sur un ensemble fini

(Rappel de premiére année)

Définitions

Soit Q un ensemble fini, appelé univers. Alors:

i (Q, P(Q )) s’appelle espace ou univers probabilisable .
ii_ X e @ (Q) s’appelle un événement .

iii_ {0} e P(Q) s’appelle un événement élémentaire .




Définition

Soit (Q, ® () ) un univers probabilisable fini .

On appelle probabilité définie sur (Q, @ (Q) ) toute application

(P(Q) > [01]
]P.[ X N P(x)verlflant.
i V(AB)e®(Q)?, ANB=@ = P(AUB)=P(A)+P(B).

Cette propriété s’appelle 1 additivité (forte) de la probabilité P.

(Q,®(Q),P) s’appelle alors espace ou univers probabilisé fini .

2_ Probabilité sur un univers guelconque

Définitions

Soit ( Q, T') un espace probabilisable. On appelle probabilité définie sur (2, T') toute application

P:(Ta[o,l]

vérifiant :
X > P (X )

i P(Q)=1,

v (Ap)pen € TV, deuxadeux incompatibles ,

. > P(A,) converge,et:

nzo0

.o um(nDoOAnj = Jrf]P’(An).

Cette seconde propriété s’appelle la o — additivité de la probabilité P .

(Q, T, P) s’appelle alors espace ou univers probabilisé.

Définitions vocabulairiques

Soit (Q, T', ) un espace probabilisé.

Soit Ae T.Si P(A) =0, A estdit négligeable ou quasi —impossible .

oo Soit Ae T.Si P(A) =1, A estdit quasi— certain ou presque sir.
eee  Soit @ une proposition logique, et A = { ® € Q / o vérifie la propriété @ } .
Si P ( A) =1, onditque @ est vraie presque sirement (p.s.), ou presque partout (p.p.) .
3 Propriétés d’une probabilité
Théoréme

Soit (Q, T, ) un univers probabilisé.

Soit (A, B) e 7 ? deux événements, et (A ) ; _(y ,; une famille d’¢vénements.



0 P(@)=0.

1 Si A et B sont incompatibles (disjoints), P(AU B) = P(A) + P(B).
n n
2_ Si Ies(Ai)ie[1 a1 Sont deux & deux incompatibles, P ( U Aij = > H”(Ai).
' i=1 i=1
3. P(A)=1-P(A).
4. P(A\B)=P(A)-P(ANB).

En particulier,si B « A, P(A\B) = P(A) - P(B).
5 La probabilité P est isotone (croissante pour I’inclusion),i.e. B« A = P(B) < P(A).

6 Analogue de la formule des quatre cardinaux
]P’(AU B) = IP(A) + IP(B) - IP’(Aﬂ B) .

7 Formule du crible de Poincaré

(Oe)- Sl L2 ()

4 Caractérisation d’une probabilité sur un univers fini ou dénombrable
a_ Sur un univers fini
Théoreme
Soit Q un univers fini, Q = { ml,...,mn},et ( Dirons P n) n réels.

Alors il existe une probabilité P sur (Q, @ (Q)) telleque V i € [1,n], P ({w,}) = p,

. Viel[l,n],0<p;(<1)

si et seulement si n
(X Z pi = 1
i=1
La probabilité P est alors unique, et pour tout événement A € @ (Q) ,ona: P (A) = > F
ie[ln] /wjeA
b Sur ununivers dénombrable
Théoréme

Soit Q un univers dénombrable, Q = {w K } ke o6t ( Py ) K < Unesuite de reels

. VkeN, 0<p,(<1)

tels que Alors :

+ 0
oo D> p, converge et > p, =1
k e N k=0

o il existe une unique probabilité P sur (Q, @ (Q)) telleque: V k € N ,P({mk}) =P,

ee VAeT, P(A) = Z Py
keN/wkeA

Autrement dit, en Frangais : « La probabilité d 'un événement est égale a la somme des probabilités des événements

élémentaires qui le composent » ...




5 Equiprobabilité (probabilité uniforme) sur un univers fini

Théoréme

Soit Q un univers fini, Q = { Opss® n}.

Alors il existe une unique mesure de probabilité P sur (Q, P (Q )) telle que :
Viel[ln],Pllo; =1.

n

Cette mesure de probabilités est appelé probabilité uniforme sur Q..

On a pour cette mesure de probabilité :

#(A)  nombre de cas favorables
). B(A)= =

VvV A e (P(Q = - .
#(Q) nombre de cas possibles

6 Systemes complets et quasi — complets d’événements

Définition

Soit (Q, T") un univers probabilisable, soit ( A, ) i < | une famille d’¢éléments de 7 , ou | est un ensemble
au plus dénombrable.
La famille ( A ) i | estappelée systéme complet d’événements de (Q, T ) ssic’est un

recouvrement disjoint de Q, i.e. ssi:

. UAi=0 (recouvrement)
iel

oo V(i,j)el?i=j=ANA; =0 (disjoint)

Propriété 1

Soit (Q, T', ) un univers probabilisé.

. Soit ( A ) ie 1n unsysteme complet fini d’événements. Alors,

n

Y P(A;)=1

i=1

ee Soit ( A ) nen Unsystéme complet dénombrable d’événements de 7 . Alors,

> ]P’(Ai) converge, et i ]P’(Ai):l :
ieN i=0

Propriété 2  (sous-additivité, ou inégalité de Boole)

Soit (Q, T, P) un univers probabilisé.

Soit ( A ) i < v Une suite quelconque d’événements de 7 . Alors si iZN P ( A, ) converge :
=

P[iLeJI Ai] < iio}P’(Ai) .




Définition
Soit (Q, T', ) un univers probabilisé.

On appelle systéme quasi — complet d’événements de T toute famille finie ( A, )i ) ou toute famille
€14

n
dénombrable ( A, ) i v » formée d’éveénements deux a deux quasi — incompatibles, et vérifiant Z P ( A; ) =1
i=1
+ o0

(dans le cas d’une famille finie), ou Z P ( A ) = 1 (dans le cas d’une famille infinie).
i=0

I11  Théoremes de continuité pour les probabilités

Théoréme (de continuité croissante, ou de limite monotone dans le cas croissant)

Soit ( Q, T, ]P’) un univers probabilisé. Soit ( A, ) n e une suite croissante (au sens de I’inclusion)

d’événements de 7 ,ie.telleque: v ne N, A, < A ,,. Alors,

N - +

P[nDOoA”}: lim P(Ay)

Preuve

L’idée est d’appliquer la o — additivité. L’intérét de la démarche est de voir comment se ramener & une famille

d’événements deux a deux incompatibles. Un dessin ? Ok, un dessin...

Onposedonc: B, = Ay, et pour tout entier n € N “ B, =A,\A n _1 - On vérifie alors que :

o Les événements ( B, ) nen Sontdeux a deux incompatibles :
Soit (i, j) e N? telsque i # j.On veut montrer que B ; N B j = 9. Supposons un instant qu’il n’en est rien. 1
existe alors un élément o € B ; B . On peut supposer, par exemple, que i < j.Comme o € B, onaw e A;.

Ori < j,ie i< j-1.Lacroissance de lasuite (A, ) donnealors: o e Ay (1)

n
Mais @ € Bj = Aj\ A, . Enparticulier: o ¢ A; ;. (2)
Regardez bien ( 1 ) et ( 2 ) , vous constaterez que ¢a fait désordre...

Par suite tout ceci est un peu légerement contradictoire, et B ; B = .

+ oo + oo
oo J Bn = |J A, Eneffet:
n=0 n=0
+ o0 + o0
° ‘v’neN,BncAn,donCUBnCUAn.
n=0 n=0
+ o0
° Soit o € U A, . Il existe par définition un entier n € N tel que ® € A . Ainsi, I’ensemble
n=0



E = { neN/oweA, } est non vide. Il admet donc un plus petit élément n,, auquel cas ® € A, ,
0

mais ® ¢ A, (aveclaconvention A_; = ).
0

+ o0
. Sing=0,0naweA, =B, dncoe (JB,.
n=0
. *
o SingeN ,onacoeAnoetmgAnofl,donCmeAno\Anofl,
+ 0
i.e.encore ® € B, .Parsuite, o € (] B.
n=0

+ + o0 + o0
Onadoncdanstouslescas o € |J B,,dou |J Ay = |J B,
n=0 n=0 n=0

+ oo + oo
Finalement: | J B, = |J A,.
n=0 n=0

L’avantage des ( B par rapport aux ( A , ¢’est qu’ils sont deux a deux incompatibles, et que I’on peut
nJneN nJneN

+ o0 +
ainsi leur appliquer la propriété de o — additivité. On peut alors écrire : P ( U A, ] =P [ L‘UO B, J , puis par
n=0 n=

+ o + o
o — additivité IP’[ U A nj = > P(B,),laconvergence delasérie > P (B, ) étantassurée

n=0 n=0 n>0

automatiquement par la ¢ — additivité. So :

]p[ UO AnJ = P(Ag)+ io P(ANA, ;)

:IP(AO)+nJij:Ol(IP’(An)—IP’(An_l)), (car A, ;< Ap)
- (Ao) + im, 3 (P (A0)-F (A, 1)
= P(Ag)+ lim (P(Ay)-P(Ag)) = lim P(Ay) o

Théoréme (de continuité décroissante, ou de limite monotone dans le cas décroissantz

Soit (Q, 7', ) un univers probabilisé. Soit ( A, ) n < une suite décroissante (au sens de I’inclusion)

d’événements de 7 ,i.e.telleque: v ne N, A, ,; € A, . Alors,

o %] < wimz(an)

Preuve

+ 00 E +o0
On écrit tout d’abord que : P(ﬂ AnJ =1—P{ﬂ Angl—P(U An} (1)
n=0 n=0 n=0

Or, puisque ( A, ) e estune suite décroissante pour 'inclusion d’événements de T , la suite ( A, ) nen est

quant a elle croissante pour 1’inclusion. On peut donc lui appliquer le théoréme de limite monotone pour une

probabilité, cas croissant. Il en résulte que :



+ o0
d’ou en réinjectant dans (1) P [nOO A HJ = ﬂ)rrl " P ( Ay )
Théoréme (cas d’une suite quelconque)

Soit (Q, 7', P) un univers probabilisé. Pour toute suite ( A, ), _ d’événements de 7', ona:

I

n=0

R

n=0

Preuve
La preuve est intéressante car elle montre comment se ramener aisément du cas quelconque au cas croissant (pour une

autre suite, of course...). Je traite le cas de la réunion, je vous laisse [’intersection.

n
Pour tout entier n € N, onpose: B |, = U A
k=0

o Déja, il est clair que la suite ( B, ) nen ©stcroissante pour I’inclusion, puisque : V n € N,

n+1 n

Bn+1:kL—JOAk DkUOAk:Bn.

+ o0 + o0
. Maintenant, jedisque | ) B, = |J A,.Eneffet:
n=0 n=0
+ o0 + o0
o VneN,A,cBy,dnc |J A, |J B,.
n=0 n=0
n + o0 + o0 + o0
o vneN,B,=JA,c | Ay.donc |J B, [J A
k=0 k=0 n=0 k=0

Puisque la suite ( B, ) n e estcroissante pour I'inclusion, on peut lui appliquer le théoréme de limite monotone pour une

+ oo
probabilité, cas croissant. Il vient alors P U B,| = Ilm P ( B\ ),autrement dit :
n=o N — +

n
Le cas d’une intersection se montre en passant au complémentaire, ou encore en posant B , = ﬂ A, et
k=0

< n le théoreme de limite monotone pour une probabilite, cas décroissant. o

en appliquant a la suite (B , )



IV Probabilités conditionnelles ; indépendance

1 Probabilités conditionnelles
Définition

Soit (Q, T', ) un univers probabilisé.
Soit A un événement non négligeable de 7, i.e. telque P (A) # 0.

On appelle probabilité conditionnelle sachant A I’application P , définie sur 7" par :

P(BNA)

VBeT,PA(B)z IF’(A)

Onnote aussi P (B | A) laquantité¢ P , (B) .
En pratique, on connait souvent P , ( B ) , la formule précédente s’écrit donc aussi :

V(AB)eT? P(BNA)=P,(B)P(A) .

Théoréme fondamental

Soit (Q, 7', ) un univers probabilisé. Soit A un événement non négligeable de 7" ,i.e.telque P(A) = 0.

La probabilité P , conditionnelle sachant A est une probabilité sur (Q, 7).

En particulier,

Soit (€, 7', P') un univers probabilisé, (B, C) € 7 * deux événements.
Soit A un événement non négligeable de T , i.e. tel que P ( A) = 0. Alors,
. Py(B)=1-P,(B).

e P,(BUC)=P,(B)+P,(C)-P,(BNC).

2 Indépendance de deux évenements

Définition

Soit (Q, 7', ) un univers probabilisé. Soit ( A, B) e 7 * deux événements.

A et B sontdits indépendants si et seulementsi P(A N B) = P(A) P(B).

On note alors parfois A L B .
Sil’événement A est non négligeable, i.e. tel que P ( A) # 0, cela revient donc a dire :

ALB o P,(B)=P(B).

En langage naif, cela signifie donc que [’événement A n’a aucune influence sur B, et

réciproquement lorsque B est aussi non négligeable, par symétrie évidente de la relation initiale.

Mise en garde n° 1

La notion d’indépendance de deux événements n’est pas une notion intrinséque a ces
deux événements. Elle dépend de la probabilité P qui équipe I’univers probabilisable.

Se méfier donc, parfois, de l'intuition ...




Mise en garde n° 2

NE SURTOUT PAS CONFONDRE INDEPENDANCE ET INCOMPATIBILITE.

En particulier :

Deux événements indépendants et non négligeables ne sont pas incompatibles.

Propriété

Soit (Q, 7', P) un univers probabilisé. Soit ( A, B) e 7 * deux événements.
On suppose que A et B sont indépendants pour la probabilité P. Alors,

. A et B sontindépendants pour la probabilité .
oo A et B sont indépendants pour la probabilite .

eee A et B sont indépendants pour la probabilité P.

3 Indépendance mutuelle d’une famille d’événements
Définition 1

Soit (Q, T', ) un univers probabilisé, et ( Ap o Ap) e T n événements,
(Ay, ... Apy) sontdits deux a deux indépendants si et seulement si :

V(i,j) e[l n]?, A; et A sont indépendants .

Définition 2

Soit (Q, T, ) un univers probabilisé, et A, ..., A, n événements.

(Al, o A n) sont mutuellement indépendants ssi pour toute partie | < [1, n] ,

P(_ﬂ AiJ = TIP(A;).
iel el
Remargue Il revient klarement au méme de dire que :
k k
vke Ln Vi, i el P| (A | = HIP’(Ai j
(=1 ¢ (=1 ¢

Proposition 1

L’indépendance mutuelle entraine I’indépendance deux a deux.

La réciproque est fausse.

Définition 3

Soit (Q, T', ) un univers probabilisé, et ( A, ) nen une suite d’événements.
Les (A n ) nen Sontdits mutuellement indépendants ssi pour tout entier n € N,

( Ag,.... Ay ) sont indépendants au sens vu ci — dessus.




Définition 4

Soit (Q, 7', P') un univers probabilisé, et ( A, ) .y € T une famille d’événements.

Les (Ai )i < | sontdits mutuellement indépendants ssi V J < I , J finie,

P[ﬂ AJJ = T1B(A;)

jeld jeld

Proposition 2

Soit ( A ) i < | une famille d’événements mutuellement indépendants. Alors, la famille ( B; ) iy 2ou

Viel,B;désigne A; ou A; ,estaussi une famille d’événements mutuellement indépendants.

V Les trois formules reines du calcul des probabilités

On convient dans ce paragraphe V. de poser lorsque A est un événement négligeable :

Pour tout évenement B, P, (B)P(A) =0.

1 La formule des probabilités composees
Théoréme
Soit (Q, 7', P) un univers probabilisé, et A, ..., A, n événements.

On suppose que ]P’(Al N...N An_l) # 0 . Alors,

2_ La formule des probabilités totales
Théoréme (cas d’une famille finie)

Soit (Q, T, P) un univers probabilisé. Soit ( A, ) i c[Ln un systéme complet ou quasi — complet d’événements.

n n
Alors pour tout événement B, P (B) = ZIP’(B N Ai) = > P,

i=1 i=1 !

Théoréme (cas d’une famille infinie dénombrable indexée par N)

Soit (Q, 7', ) un univers probabilisé. Soit ( A, ) nen Unsysteme complet ou quasi — complet d’événements.

Alors pour tout événement B :

. Lasérie >’ ]P’(Bﬂ An) = > IP’An(B)]P’(An)converge,et
neN neN
+ 0 +x©
. IP(B):nZ:OIP’(BﬂAn)=nz=:01P’An(B)IP’(An) .

10




Cas particulier fréquent

Soit (Q, T', P) un univers probabilisé. Soit A un événement non négligeable et non quasi — certain.

(ie. P(A)=0etP(A)=1).Alors, V BeT:

3 La formule de Bayes, ou formule de probabilité des causes

Théoréme (cas d’une famille infinie dénombrable indexée par N)

Soit (Q, 7', ) un univers probabilisé. Soit ( A, ) n ey Unsysteme complet ou quasi — complet

d’événements de 7 . Soit B un événement. Alors, pourtout n, € N :
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