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A. Préliminaires

Ala. Pourtout (a,b) e N?, a<b:
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d’ou lim =X < 1.
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D’apres la regle de d’Alembert, la série Z X est donc convergente|.
K=0 n

A.1l.b. Comme x est non nul, ( J x “ ne s’annule pas, et

o k +oo
A2a. S(0,x) existe d’aprés 1.b., etS(O,X) = Z [ i ijk = z X<

k=0

On reconnait la somme d’une série géométrique (convergente), et I’on en tire | S ( 0, x ) =




A.2.b. Pourtout n € N, toujours d’apres 1.b., z

k>0

(1—x)S(n+1,x)=(1—x)§ (k+n+1jxk: i [k+n+1jxk_xi [k+n+1Jxk

o n+1 o n+1 o n+1

k +n+1
n+1

J x* converge, et

(ce découpage en deux sommes de séries convergentes est bien autorise), donc

= (k+n+1 =
1-x)S 1,x) = ©_
( x)S(n+1 x) ko( C1 jx

S (k+n+1)y o X (k+n) o, o
= X — X" (changement d’indice dans
oo n+1

n

1

d’ou, d’apres la formule de Pascal, | (1 - x)S(n +1,x) = i (k " njxk =S (n,x)

A.2.c. e Larécurrence est débile, mais puisque c’est la premiére du devoir...

1
(1 _ X)n+1'
1 1

Initialisation D’aprés a., S (0, x) = T - (i- X)0+1,d’ou}[(o).

Pour tout n € N, on définit 77 (n) par # (n) < S(n, x) =

Hérédité Soit n € N, supposons 7 (n ). Alors

S(n+1,x) = M d’aprés b.
- X

n+2

-t par hypothése de récurrence
X

—~
[EEY
|
~

d’ou 97 (n +1).
Conclusion

Onamontré 77 (0),et,pourtout n € N, % (n) = # (n + 1). Le principe du raisonnement

par récurrence permet d’en conclure que, pour tout N € N,ona % (n):

1

pourtoutn e N, S(n, x) =




kK +n-1
ee pourtoutn e N~ Z ( N1 jxk =39S (n -1, X) existe d’apres ce qui précede, et
k=0 -

i(k+n—1]xk: 1 n
K=0 n-1 (1—X)

k+n-1) | k+n-1) |
Pour tout k € N, pourtoutn > 1 x" = x" par propriété de

n-1 k
symétrie des coefficients binomiaux. La somme

2 0 L P D ol R P

n=1 =1

I
>

e (k+n-1
existe donc, et Z( ]x” - X

0 n + k m — k n m m+n+1
A3a. VmeN, > = =1= ,onadonc |7 (m, 0)|.
K=o n m n m m+n+1

A.3.b. Les esprits cultivés auront remarqué qu’on leur demande 1a de prouver la formule de Pascal

généralisée... ai — je entendu ces petits cris de joie ?

¢ n+ k n+0+1) < n + k JA ¢ n+ k
Tout d’abord, = = ,ona
e kZO( n J ( n+1 jkzo( n j( 0 ] kZo{ n j
¢ k V4 1
doncbienﬂ(O,ﬂ)cZ[n+ ]:(n+ " ]

o n n+1

Ensuite, on procéde par récurrence, et pour une fois on ne précise pas I’hypothése : c’est déja fait...

Initialisation

(1) (1)1 (13 owntoor

Hérédite

Soit ¢ € N, supposons 7 (0, (). Alors,

A Ei(””J ")

+ 0 +1

n++«¢+1 . .
J [ j par hypothése de récurrence
n+1 n

n++«0+2
d’aprés la formule de Pascal,
n+1

dou 7 (0, ¢ + 1).

Conclusion



Ona 9 (0,0) etpourtout ¢ € N, 97 (0, () = #£ (0, ¢ + 1), le principe du raisonnement

par récurrence permet d’en conclure que, | pourtout { € N, # ( 0, () est vérifiée

o(m+ L —k+2 m+ (—-k+1 m+(—k+1
A.3.c. L’égalité = + :
m+ 1 m+1 m

que 1I’énoncé donne gentiment, provient bien sir de la formule de Pascal.

Ona

”Z*lln+k m+€—k+2_’iln+k m+f—k+1+m+f—k+1
S G m+1 &~ n m+1 m

Er(n+k m+/¢—-k+1 Er(n+k m+/¢—-k+1
-3 >
Y n m+1 o n m

&(n+k)y(m+/(-k+1 o fn+kym+ -k +1 ,
z = Z (suppression d’un terme nul)

n m+ 1

k=0
m+n+/(+ 2
m+n+ 2

. Er(n+kYm+(-k+1 m+ ( + 2 .
daprés 7 (m +1,() et = d’aprés
oo n m m+n+1

g(m, ¢ +1).

On adonc
§1n+k m+€—k+2_m+n+f+2+m+€+2
o n m+1 B m+n+ 2 m+n+1

m+n+(+ 3
= J (formule de Pascal)
m+n+ 2

(m+1)+n+(L+1)+1
(m+1)+n+1 ]

douH (m+1,0+1):

fil(n+kj((m+1)+(ﬁ+1)-kj:[(m+1)+n+(f+1)+1j

n m+ 1 (m+1)+n+1

k=0

A3.d. Pourtout ¢ € N, considérons la propriété @ (() < (Vv me N, 97 (m, ())
Initialisation
D’aprés a., ona 4 (m,0) pourtout m € N, d’ou @ (0).

Hérédite

)



Soit ¢ € N, supposons @ ( (). Alors:
. 7—[(0, { + 1) est vérifiée d’apres b. ;

ee daprés c., onapourtout m e N, # (m,( +1) = 7 (m+1,(+1).
Le principe du raisonnement par récurrence assure alors que 1’on a
P(L+1):VmeN, s (m,(+1).

Conclusion

Ona®(0)etpourtout { e N, ® (¢ +1) = @(( +1),dou®(()pourtout { € N :

v(m,ﬁ)eNz,ﬂ(mlf):Z‘:(n+kj£m+f—kJ=£m+n+5+1j

Koo n m m+n+1

B. Lois binomiales négatives

n+k-1

B.1l.a. e Pourtoutk € N, (
n-1

j p" g est positif ou nul.

. . k+n-1) ,
ee Commeq € |0,1[,d’apres A2.c. p" >, o _q |a" converge, et
k>0 -

n

S (k+n-1) P
n =p"S(n -1, = —— =1
p kz_:o( n—1 Jq p ( q) (l—Q)

il existe effectivement une variable aléatoire U, & valeurs entiéres et telle que

On sait alors qu’

n+k-1 ‘
pourtout V.k e N, P(U =k) = - p" gl

B.1.b. e Sous réserve de convergence absolue, le théoreme de transfert donne

+ oo

JORLIED SCRES! bl XX

k=0 n-1

. . S n+ k 0k
puis d’apres la formule d’Euler, E (U + n) = > n p"q*, soit
n

k=0

K=0 n K=0 n

2 (n+k @ (n+k
E(U+n):%2[ " ]p”*lq".D’aprés a., Z( N ]p””qkexisteetvautl(car

i [n N kjp””qk = i P(V =k),o0V G & (n+1,p)).

K=0 n K=0

La convergence étant évidemment absolue, E (U + n) existe, et



n & (n+ Kk n
E U+n - n+lqk=_
( pg( j p

e ¢ De méme, sous réserve de convergence absolue :

i k -1
E((U+n)(U+n+1))= Z n+k+1(n+k)[n: . ]p”q" (théoréme de transfert)
K=0 -
-3 n(n+k+1)(n;k]p”qk (formule d’Euler)
k=0
:in(n+l)(n+k+1J "q* (re — formule d’Euler)
o n+1

n(n+1) & (n+k+1Y) .,
- pz kzo( n+1 ]p q .
n+k+1 - S (n+k+1 -
nt converge, et nt =1, car
Z( n+1 jp | J kzo( n+1 jp a

+ 0

i‘;‘ [n+k+ljpn+2qk _ Z P(W=k),o0W G (B'(n + 2, p)).Laencore,la

o n+1

convergence est clairement absolue ; (U + n)(U + n + 1) possede donc une espérance, et

n(n+1)

E((U +n)(U +n+1))=?

n n
—N=——-—n= _q

P

B.1.c. e Parlinéarité, U possede une espérance, et E (U ) =E(U + n)

p
oo E((U +n)(U +n +1))=E(U2 +(2n+1)U + n(n +1))existeetE(U)eXiSte,

donc, & nouveau par linéarité, E (U * ) existe, et
E(U?)=E((U+n)(U+n+1))-(2n+1)E(U)-n(n+1).

Il en résulte que U possede une variance, et



2

V(U)=E(U?)-E(U)
E((U+n)(U+n+1))-(2n+1)E(U)-n(n+1)-E(U)"

n(n+1) nq n®q’
=——— 7 (2n+1)— —-n(n+1) -
(2t on(nen) - 2
(n+1)-(2n+1)pg-(n+1)p®>-ngq?
=N pZ
n(l-2pg -p*-q°)+(1-pg-p?)
=n pz
n(1-(p+a)’)+(1-p(p+a)) (1-p)
=N p2 =N p2 y

]

dou| V(u) ="

B.2.a. PosonsY = X+ X .Y estévidementa valeursdans N, et, pourtout { € N, on peut écrire,

en faisant intervenir ( ( X, =Kk ) ) - systéme complet d’événements associ¢ a X , que

On adonc

Il
=
—_—
>
Il
=~
~—
D)
>
I

v
- Z P((X, =k)n(X,=(-k)),
car lorsque k > ¢, I’événement ( X, = ¢ — k) est quasi — impossible.
4

Par indépendance de X, et X, ilvient P(Y = () = > IP’(X = k)]P(Xm = (- k),

d’ou

Il
o el
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. 4 n’ + k m’>+ ( -k m’>+n’+/(+1 , .,
La relation Z = , prouvée en A.3. et appliquée

K=0 n’

avecn’=n-1letm’=m - 1, donne



Zf: n+k-1 m+€—k—l_m+n+ﬁ—1
~ n-1 m-1 . m+n-1 )
m+n+/¢-1

On en conclut que pourtout £ € N, P (Y = () = ( J p"*™q’,etainsi

m+n-1
YS 3 (n+m,p)
B.2b. i - SiU G g, (p), U estavaleursdans N, et pour tout k e N,
1+k -1

laloi G ( p) estdonc la loi binomiale négative 3~ (1, p)

il — Il s’agit ici d’une récurrence, qu’on n’est pas obligé de rédiger entiérement puisqu’on s’en est

déja tapé pas mal :
1
Z U, = U, suit, on vient de le dire, laloi 3~ (1, p).
j=1
k

Si I’on suppose que, pour unentier k € 1,n — 1 fixé, z U, suitlaloi 8~ (k, p),alors
ji=1

k+1 k k
U, => U, +U, aec > U, G (kp)U,,, &3 (Lp)etU,,,
i-1 ji=1 i=1

k
indépendante de Z U ;. On peut donc appliquer le résultat de la question a. ; on en déduit que

j=1

k+1
> U, G a8 (k+1, p),etl’onamontré par récurrence que pour tout k € 1,n
ji-1

n

k
Y. U, G 3 (k, p).En particulier, ceci est vrai lorsque k = n : > U, G a3 (n,p)

j=1

j=1

iii— Soit U une variable aléatoire de loi 3~ (n, p ). D’aprés ce qui précéde, U suit laméme loi

n

que Z U,.Orpourtout j e 1,n ,U; G gy (p ) donc U ; posseéde une espéerance et une

i-1

variance, données par E (U | ) = %et V(U;)= %

On en déduit que U posséde elle aussi une espérance et une variance, et :

o Parlinéarité, E (U ) =E£Zn: Ujj = Zn: ]E(Uj) = %
j=1

j=1




e o Parindépendance, V (U ) = V[Zn: u j] n
i-1 '

:ZV(UJ)_ r;_?

i=1

On retrouve bien les résultats de la question B.1.c., ce qui n’est pas malheureux.

B.3. Commencons par remarquer que V est clairement a valeurs dans N .

B.3.a. Silonsuppose (N = n) réalis¢,onaV = Z U, ,etd’apres 2.b. ii—, il enrésulte que
j=1

conditionnellementa ( N

n), Vsuitlaloi 3™ (n, p).

n+k-1Y) .
n =
) ( I Jpq
n ) ) étant un systeme complet d’événements tous non négligeables, la formule

des probabilités totales assure que la série Z P(V

Par suite, on a pour tout k € N,

B3.b. ((N

neN"

n)P(N =n),etque
P(V :

n ) . En explicitant le terme général de cette

S (n+k-1
somme, il vient: | P (V = k) Z( Jr: . ]pnqkaﬁnl

B.3.c. Onadéjaditque V estavaleursdans N, et d’aprés ce qui précéde, on a pour tout k € N,

P(V k)—io(nJrk_l]p”qkaB”‘l.

n=1 n-1
< g k -1
OnadoncIP’(V=k)=0cq (n+

5 I j(pB)”.Comme0< p B < 1,on peut utiliser la
n=1 -

“(k+n-1
formule Z( ) ]x" X

= ———— démontrée en A.2.c.. Il vientalors
n=1 -1 (1— X)
k
P(V k)_aq pB —, S0t
B (1-pB)

(1-a) (1-a

k ko
_ ap q __ap q _
l1-p+apll-p+ap

g+ oaplg+ap

]P’(V:k): ap q k: ap q k
1-ppl1-1pB 1-p 1-p )




9 _q,__*P
q+ap q+ap

, 0N peut réécrire ceci sous la forme :

k
P(V =k)= oc—p(l - oc—pj , et ’on en conclut que

q+ap qg+ap
. o \ ap
V suit la loi géométrique sur N de parametre ———
qg+ap
C. Modélisation du passage des bus
C.l. i — N, = 0 sietseulement si aucun bus n’est passé a I’arrét dans ’intervalle de temps

0, m , donc si et seulement si le premier bus est passé a un instant strictement supérieur a m .

T, étant ’instant de passage du premier bus, on a bien égalité entre les deux événements :

(N, =0)=(m<T,)

ii — Pourtoutn e N7, ( N = n) est réalise si et seulement si exactement n bus sont passes a

m

I’arrét dans I’intervalle de temps 0, m , donc si et seulement si le n —iéme bus est arrivé a un

instant T, < metle (n + 1) —iémebusauninstant T ., > m, d’ouI’égalité

(Nm :n):(Tn £m<Tn+1)

C.2.a. Par hypothése, T, = Z U, oules U suivent toutes laloi G ( p) et sont

j=1

mutuellement indépendantes. D’apres B.2.b. ii—, T suitdonclaloi | 3~ (n, p)

n+k-1
T, estavaleursdans N etpourtoutk e N, P(T, =k) = p"q*
" " n-1

C.2b. e N_ > nsietseulementsi n busau moins sont passés dans I’intervalle de temps 0, m ,

m

donc si et seulement si le n —iéme bus est pass¢ dans I’intervalle de temps N, > n :on a bien

(N, zn)=(T, <m).

oo llenrésulteque P(N_ >n)=P(T, <n)= i P(T, = k), et, comme
k=0

10



m k -1
T, G & (n, p),onen déduit que P(Nmzn)=2(n+ jp"qk

C.2.c. N, estévidemment a valeurs dans N . Pourtout n € N,

IP’(N = n) = IP’(Nm > n) - IP’(Nm >n + 1),doncd’apréscequiprécéde:

m n+k-1 m n+ k
P(N,=n)= 3 P' g - > p"t gk
K=o n-1 k=0 n
mofn+k-1) mofn+ k) |, ‘
= — 1—
g)o S_q P Z‘o oo PT(l-a)dg
mon+k-1) mon+ Kk - m[n+kJnk+l
= — + s
kgo S_q |P"a Z,O oo |pha k; oo |pha
et par suite
m n+k-1 m n+ k mrllin+k -1
P(Nm=”)=2( : jp"qk—Z[ . )p“q”Z( ' jp”qk
K=0 n-1 K=0 n K=1 n

m n+k-1 n+k-1 n+ k - n+my) . ..,
> + - p"g* + phgntt.
K=0 n-1 n n n

n+k-1 n+k-1 n+ k ]
La formule de Pascal donnant 1 + — = 0, on a finalement
n — n n

=
—_
e
Il
=]
~—
Il

(n i mjp"qm*l, etainsi| N, G 3 (m+1,q)
n

C.3.a. Sil’on suppose ( N, =n ) réalisé, n bus se présentent a I’arrét dans I’intervalle de temps 0, m

Chacun d’entre eux a pour terminus A avec probabilité o, et ce indépendamment les uns des autres.

Conditionnellement a ( N, =n ) A, suit donc |la loi binomiale 3 ( n, o )|: conditionnellement &

m

(N, =n), A, estavaleursdans 0,m ,etpourtoutk e 0,m ,

P(A, =k|N, = n)=[£]akﬁ“—k

C.3.b. A, estavaleursdans N.

Soit k € N. La famille ( ( N, =n )) . est un systéme complet d’événements, la formule des

probabilités totales assure donc que lasérie »° P (A, = k| N, =n)P(N, =n) converge, et

que P(A,=k)=> P(A, =k|[N, =n)P(N, =n).

11



Lorsque n < k, P ( A, =k| N, = n) = 0 (il ne peut pas y avoir plus de bus ayant pour

terminus A, que de bus au total), I’égalité précédente devient donc :

+ o0

Les probabilités conditionnelles P ( A, =k| N,

kKIN, =n)P(N, =n).

n ) ont été déterminées dans la question

précédente, et ’on a prouvé que N, G @~ (m + 1, q), on obtient alors

P(AmZk)Zn_k(rk]}aank[n;mjpnqm+l’daol‘l
& (n n+m
P A :k — k n-k n m+1
=5 (Der (27
_ak pkqurl + 0 (n+m)! e o
~ k!m! nZk(n—k)!B P
k k m+1 +wo
j+k+m
:(X. kpl ql ( — )(Bp)l
Im! = j!
_(k+m)lk C mer o (J+k+m)! i
~ k!'m! b ,-ZO j!(k+m)!(Bp)
(k+m K mar s (J+k+m i
S CEE G (DR
et Pégalite S (n’, x) = ﬁ,appliquée avecn’ =k + met x = B p,permetd’en
- X

k)=(k}:m

On transforme un peu cette expression :

conclure que P (A, =

j(ap)kq

m+1 1

(1_ B p)k+m+1'

k + m K 1
P(A, =k)= ap) q" T
K +m - 1
= o
k ( p) q (1_p+(xp)k+m+l
k+m k m+1 1
= o
k ( p) q (q+ap)k+m+l
m+1 k
B K + m q o p
B k (q+ap] (q+ap}
m+1 k
_ K +m q 1 q
k (q+ap} [ q+ocpj '

et ainsi

. Par symétrie,

BmG@[m+1, q J
Bp+q

12



C.3.c. e D’apres ce qui précede,

LS e | L e

e e e Enfin,
P(A, =k B, =0)= n =K N, =k)
- n= k[N, =k)P(N, =k)
— Otk(k + rT‘lkaqm+l
m

Si’on suppose A, et B indépendantes, alors pour tout k € N,

P(A, =k,B,=0)=P(A, =k)P(B, =0),

m

() ) ) e (e
soit _— _ = P°q ,
k q+ap g+Bp q+ap m
m+1 1 k
) L q
puis en simplifiant, (—j = 1.
{(q+ap)(q+Bp)J q+oap

k
MaisO0 <gq+ap<qg+ p=1;onadonc lim (#J = + o0, d’ou également
k —> +wo q+ap

S [(q DI p)J(ﬁj - ([<q OICE p)JMest

m+1 k
indépendant de k). L’égalité V k , ( q J {#j = 1 estdonc
(a+ap)(a+Bp) g+ ap

absurde, et ainsi | les variables aléatoires A et B ne sont pas indépendantes |.

D. Absence de mémoire

D.l.a. i— N, — N, estle nombre de bus se présentant a 1’arrét dans I’intervalle 0,v

13



auquel on retranche le nombre de bus se présentant a I’arrét dans ’intervalle 0, u

N, — N, représente donc le nombre de bus passant dans I’intervalle de temps

encore

le nombre de bus se présentant dans I’intervalle

u-+1v

En particulier, N, , . —

temps a,a + m ,donc

i — L’événement (T, =

de I’instant a, le fait a I’instant a + m, donc si et seulement si :

Autrement dit, (T,

le bus suivant, donc le bus n + 1, arrive exactement a I’instant a + m.

u,v

, OU

N, _, est le nombre de bus se présentant a I’arrét dans ’intervalle de

m ) est réalisé si et seulement le premier bus arrivant a 1’arrét, a partir

Un certain nombre n € N de bus arrivent a 1’arrét strictement avant I’instant a + m ;

m) et réalisé si et seulement s’il existe N € N telque T, < a et

T

a + m,d’ou I’égalité

n+1

+ o

U [(Tn < a) ) (Tn+l

n=0

a+m)]

On peut observer que le terme d’indice 0 de cette réunion est un peu particulier, car on a

simplement (T, <a) N (T, =a+m)=(T, =a+m).

Le couple (T, , U, ) estavaleursdans {0} x N, et pour tout £ € N,

P(T,=0,U,=1()=P(U,

u,u

1

lemme des coalitions).

Si I’on suppose maintenant n

)

,,.-» U, qui sont indépendantes de U . ,.

Pa .

l

i=1

T, estdonc indépendante de U |, ,

T, est constante (égale a 0 ), donc indépendante de n’importe qui, et en particulier de U ;.

n
1, T, = Z U ; est une fonction des variables aléatoires

(d’apres le

On en déduit que le couple (T, , U, ., ) estavaleurs dans N?, et que pour tout (k, () € N?,

P(T,=k,U,,,=¢)=P(T, =k)P(U,,, = (),soit
P(Tnzk,umzﬁ):[k;i;ljp”qkpq’
D.1b. Daprés ii—, (T, =m) = U [(Tn < a) m(Tn+1 =a+ m)]Cetteréunionest
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disjointe (le nombre de bus passant strictement avant ’instant a ne peut pas prendre simultanément

deux valeurs n distinctes) ; ceci entraine que la série > P((Tn <a)n(T,,,=a+ m))

n>0

+ oo

converge, etque P (T, =m) = > P((Tn <a)n(T,.,=a+ m))

n=0
Vu le résultat attendu, et vue la question précédente, il parait raisonnable de mettre a part le terme

d’indice 0, et de faire intervenir les variables aléatoires U On écrit donc que

n+1-

P(T,=m)=P(T,=a+m)+ ﬁlp((Tn <a)n (T, =a+m))

:P(T1=a+m)+ip((Tn<a)m(un+l+Tn=a+m))

n=1

—P(T—a+m)+ Y Y P((T,=k) A (U, +T, =a+m)),

n=1k=0

a+m)++§aZ_fIP)((Tn=k)ﬁ(Un+1=a+m‘k))’

n=1k=0

soit P(T', =m)="P(T,

puis d’apres il —:

D.1.c. T', estavaleursdans N, et 1’on déduit de ce qui précéde que pour tout m € N,

al Z(k+n-1
P(Tnlzm):pqa+m+z[qkpqa+m—kz( ]an
K=0 no1 n-1

I’interversion des sommes ne pose pas de probléme, puisque 1’'une d’entre elles est finie, et que toutes

les séries mises en jeu sont bien convergentes.

. > (k +n-1 . P .
D’aprés A2.C., Y. L P = gon obtient donc
n=1 n -

a-1
]P)(Tll — m): pqa+m + Z pzqa+m—k—1.

k=0

i s . 1 .
La somme obtenue est maintenant géométrique (de raison = # 1), et I’on en tire
q
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1 -
P(Tulzm):pqa+m+p2qa+mfl ql
-
q
1
- 1
:pqa+m+p2qa+m—1 q
qg-1
a+m a+m — 1
=pa""" - pg 1(q—F],

d’ou P (T, =m) = pq", etainsi| T', suitlaloi géométrique sur N de paramétre p

D.1.d. Dire que, pourtout m € N, M alaméme loique N, revienta dire que la variable aléatoire
représentant le nombre de bus passant a I’arrét dans I’intervalle de temps  a, a + m  suit la méme loi

que celle qui modélise le nombre de bus arrivant a cet arrét dans ’intervalle 0, m . Autrement dit, la

loi de la var. égale au nombre de bus arrivant a 1I’arrét durant un intervalle de temps ne dépend que de la
longueur de cet intervalle, et pas de ce qui s’est passé auparavant, d’ou le nom d’absence de mémoire ou

d’amnésie donné a cette propriété.

D.2. Paradoxe du bus

D.2.a. e N, estlenombre de bus arrivés a I’arrét dans I’intervalle 0, m ; autre facon de voir, N

est le numéro du dernier bus qui est arrivé a I’arrét dans I’intervalle 0, m  (avec la convention que, si

aucun bus n’est passé€, on consideére que ce numéro est égal a 0 ).

Pour n € N, T, représente I’instant d’arrivée du n —iéme bus a I’arrét (avec la encore une convention :
T, = 0, cequi revient a considérer un « zero — iéme bus » fictif, qui passerait a I’arrét a I’instant 0 ).
Si ’on met tout ceci bout a bout, on en déduit que T,, représente I’instant d’arrivée du dernier bus

passant a I’arrét dans I’intervalle 0, m , avec la convention que, si aucun bus ne passe dans cet

intervalle, I’instant d’arrivée est considéré comme égal a 0 .

ee a — T, représente donc I'intervalle de temps entre I'instant a d’arrivée de I’employe, et I'instant

de passage du dernier bus arrivé dans I’intervalle 0, a (et, si aucun bus n’est passé dans cet intervalle

detemps,a - T, = a.

Onadonchien | A =a - T,
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D.2.b. (A = a) estréalisé si et seulement si :

aucun bus n’arrive a ’arrét dans ’intervalle 0, a

ou

un ou plusieurs bus arrivent a I’arrét a I’instant 0 , mais aucun bus ne passe entre les instants 1 et a.

Pour dire cela plus simplement, ( A = a) estréalisé si et seulement si aucun bus ne passe dans
I’intervalle 1, a ,ouencore, sil’onnote N", la variable aleatoire représentant le nombre de bus
arrivés dans ’intervalle 1,a ,ona (A = a) = ( N", = O).

On a admis en fin de question 1. que, pour a et m entiers fixés, le nombre de bus arrivés dans

Iintervalle a,a + m suit laméme loique N . Ici, N", suit donc la méme loi que N, ,, asavoir

-1
laloi 3™ (@, q).Onendéduitque | P(A =a)=P(N", =0) = {a jqa p’=q°

D.2.c. e L’événement (A =] ) est réalisé si et seulement si un bus est passé a I’instant @ — | et aucun

bus n’est passé dans I’intervalle a — j, a ,donc, en considérant le dernier bus passé a I’instant
a— j,(A = ])sietseulementsiil existe n € N tel que le n—iéme bus passe a I’instant a — j,

etle (n + 1) — iéme & un instant strictement supérieur a a.

Autrement dit, (A = j) = U [(Tn =a- j) N (T,H1 > a)],d’oﬁl’ondéduitque
n=1

(A=1j)-= (To=a-j)n (T, +U,,,>a)]

Il
—_
—

>
I

a—j)m(Un+l>j”.

Les événements [(T =a-j)n

n

> )J n e N, sont incompatibles ; il en résulte que

(
la série ) IP’((Tn =a - j) A (U

nx1

> j) ) converge, et que

e e Parindépendancede T,k et U on en tire

n+11
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Il vient ensuite

. S (n-1+a-j D el
P(A=j)= ( o J]pq Y pagt

n=1 k=j+1
S (n-1+a-j o j+1

— [ jp q i P9
oy} n-1 1-q

< n_1+a_j n a+1

—(nZ_ll( o jp Jq ,

puis enfin, d’apres A.2.c.: | P(A = j) = %Mqa*l =pq!’
q

D.2.d. e A estune variable aléatoire a valeurs positives, et n’est pas quasi — certaine égale a 0, donc

E(A) > 0 (Pexistence de E (A) est assurée, puisque A suit une loi discréte).

Par ailleurs, on a montré que U', = T", suit la méme loi que toutes les variables aléatoires U, E (U", )

existe donc, et 'ona E (U, ) = E(Un )

Ainsi, inégalit¢ | v ne N, E(A) + E(U')>E(U,) |esteffectivement vérifice.

oo [ ( A ) représente le temps moyen écoulé entre le passage du dernier bus dans ’intervalle 0, a

et ’instant a (en convenant que ce temps écoulé vaut a si aucun bus n’est passé dans cet intervalle).

E ( U’ ) est le temps d’attente moyen du premier bus arrivant dans I’intervalle a, + oo

E(A) + E(U',) représente donc la durée moyenne séparant I’arrivée du dernier bus passant dans
I’intervalle 0, a ,de celle du premier bus passant dans ’intervalle a, + o

E (U . ), quant 4 elle, représente 1’attente moyenne entre le n—iémebusetle (n + 1) —ieme;
Iinégalitt E (A) + E(U",) > E (U ) ) signifie donc que I’intervalle de temps séparant le dernier bus
de I’intervalle 0, a du premier bus de I’intervalle a, + oo est, en moyenne, plus grand que celui

qui sépare n’importe quel bus du bus suivant... paradoxal, indeed...

E. Nombre d’usagers utilisant un bus donné

E.l.a. Sil’onsuppose (Z = n) réalisé, n personnes montent dans I’'un des r bus présents a I’instant k.

18



Chacune d’entre elle choisit le premier bus avec une probabilité de 1 , et leurs choix sont indépendants.
r

Conditionnellementa (Z = n ) , la variable aléatoire W, représentant le nombre de personnes montant

. . . 1
dans le premier bus suit donc la loi | ® ( n, —j

conditionnellementa (Z = n), W, estavaleursdans 0,n ,etpourtoutw e 0,n ,
n _ n-w

]P’(Wr:W|Z:n):[ jiw(r l)
w)r r

E.1.b. ( ( Z =n ) ) . estunsysteme complet d’événements tous non négligeables ; d’apres la

formule des probabilités totales, la série Z P (Wr =w|Z=n ) P (Z = n) estdonc convergente,

etlona P (W, =w) = f P(W, =w|Z=n)P(Z=n).
n=20

Lorsque n < w, la probabilité conditionnelle P (Wr =w|Z = n) est nulle (il ne peut pas monter

dans le premier bus plus de personnes qu’il n’y a a I’arrét), d’ou 1’égalité

E.l.c. Lavariable aléatoire W, est a valeurs dans N .

On déduit des deux questions précédentes, et du fait que Z suit la loi @ (A ), que pour

w

toutw e N, P(W, = w) = i (n]i(r _1) e 2. onadonc

= w)r r n!
& n! 1(r-1)"" "
P(W, =w)= — e —
( ' ) nZ‘Ww!(n—w)!rW r J n!
e A" & 1 r-1\""
=2 A
wir" ‘=, (n—w)IL r
- A W+ n—-w
_e A z 1 3 ' 1
wir" =, (n—w)! r
r—1)’
A
B e’kai ( r j
wlr" =% j!
) iy : L et att
On reconnait la somme d’une série exponentielle. On en déduit que P (Wr = W) = —e



A e

puis en arrangeant un peu: P (W, = w) = -
! r

et I’on a achevé notre conditionnement Poisson/ binomial.

E.2. R, estle nombre de bus passant a I’arrét dans I’intervalle de temps k, k . Onaadmisen D.1.d. que

ce nombre est représenté par une variable aléatoire suivant la méme loi que N, et I’on a prouvé en

C.2.c. quepourtout m e N, N G @~ (m +1,q).

R, suitdonclaloi 3™ (1, q), quin’estautre quelaloi | G, (q)

E.3.a. Notonspourtoutn e N, p,=P(Y =n| X =r).

e Les P(Y = n) sont évidemment tous positifs ou nuls.

P(N) - [0,1]

A s B(A]X = 1) est une mesure de probabilités, et ((Y =n))

e o [ ’application (

est un systéme complet d’événements. La série Z p,= z P(Y=n|X=r ) est donc

+ o0

convergente,et > P(Y =n| X =r) =1.

n=20

On sait alors qu’il existe une variable aléatoire Y, & valeurs dans N, et telle que pour

toutne N, P(Y, =n)=P(Y =n| X =r).

E.3.b. Pourtoutn € N,

Comme Y posséde une espérance, lasérie > nP(Y = n) converge, et ceci assure, d’aprés le

théoreme de convergence par majoration pour les séries de terme général positif, que Z n IP’( Y, =n )

converge. La convergence étant évidemment absolue, | Y, possede une espérance

E3c. OnaE(Y)= > n.P(Y =n).Pourtout n e N, d’apres la formule des probabilités totales
n=0
(licitecar...): P(Y =n)= > P(Y =n| X =r).P(X =r),donc
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E(Y)=3 S nB(Y=n|X=r).P(X=r).

n=0r=0
L’existence de E (Y ), lapositivittdes nP (Y =n | X =r ).P(X =r ), etlethéoréme de

Fubini, permettent d’en déduire que

doulégalite | E(Y ) = > B, _, (Y ).P(X =r)

E.4a. e Conditionnellementa (Z = 0), W est certaine égale & 0 E ;.o (W) existe, etelle est nulle.

e e Pourtoutentier r > 1, laloi de W sachant ( R, = r) est la loi de W, , a savoir la loi de

Poisson de paramétre & Il en résulte que E. - r)( W ) existe, et vaut &
r r

e e e |asérie Z E(Z:r)(w )]P>(Rk = r) = Z &q p" converge, car son terme général est

r>1 rz1

positif et majoré par celui de la série convergente Z r qp'.

r>1

Il résulte alors de E.3. que W possede une espérance, etque | E( W ) =

E.4b. ¢ Ona

1-tX
1-t

jz
0
jZKl
0
K

dt

D thdt (somme géométrique...)

r=0
_1 p K -1 pr+1
= t'dt = ,
rz_:o-([ Z:O r+1

p p K K
d’ou en changeant d’indice, J _dt I -t = Z P
0 0
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N ptht p tht pK+1
ee Pourtout K e N ,Osj sj' = , donc par encadrement,
c1l-t $1-p (1-p)(K+1)
p K
i J't dt=
Kﬁ+oo01_t

e e ¢ Enpassant a la limite lorsque K tend vers + o dans I’égalité

Sopfo_fodt ot - 0"
Z = I - I , on retrouve alors la convergence de la séerie Z = ,etl’on
r=1 r 0 1 _t 0 1 _t =1 r
obtient:i pr:jzi =-Ingq.

r=1 I o L -t

Finalement, | E( W ) =

E.4.c. Cenombre moyen, c’est E( W ) ... une bréve étude, sur |0, 1], de la fonction q — — 2 q In g,

permet de s’assurer qu’elle y admet un maximum, égal A et atteint lorsque q = 1 donc lorsque
e e

p=1- l C Skonvoulé.
e

Fin
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