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PARTIE 1

mn n n
I.1. Avec n = dim(E), B = (u1, - ,uy) et en notant z = Zri‘ua et y = Z yiu; on a (zly) = Z z;y;. Comme

i=1 i=1 i=1
I mn
les matrices respectives de x et y dans la base B sont : et : on a, quitte a identifier un réel a avec
la matrice (a) : ‘ (xly) = XY = Y X |
k
I.2. a) |p(z) = Z (z]e;)e; |
i=1
k
b) i) L’égalité précédente s'écrit matriciellement M (p)Z = Z 'E;ZE;. Comme 'E; Z est un scalaire, elle s’écrit
i=1
k
également | M (p)Z = ZEi LR 7
i=1
ke
b) ii) Soit f I'endomorphisme de F' canoniquement associé a M (p) — ZEE' tE;. L’égalité précédente montre
i=1

k
que, pour tout z € E, f(z) =0, donc f=0et|M(p) = ZE} ‘Bl
i=1

c) ||z])2 = ||(z — p(2)) +p(2)||* = ||z — p(2)||* + ||p(2)||* (Pythagore, car p est un projecteur orthogonal), d’oit

()l < [l2I] }

I1.3. a) Soit f 'endomorphisme de R* canoniquement associé a M. Tl est clair que M? = M, donc f est un projec-
teur. La matrice de f dans la base canonique, qui est orthonormée pour le produit scalaire usuel, est symétrique,
done f est autoadjoint et ‘ [ est un projecteur orthogonal ‘

b) Soit (4,7, k,1) la base canonique de R*. Il est clair qu'une base du noyau est (i + k,j + {) et une base
de I'image (i — k,j — [). Chacune de ces bases est orthogonale et en normant leurs vecteurs on trouve une base

/2 /2 /2
orthonormée du noyau : \72(3 + k), %(] + 1)) | et une base orthonormée de l'image : (\T(? — k), \TU —-0)|

I.4. a) Par définition, Au = p(r(u)). Comme X £ 0, u = p(%r(u)) done (car H est I'image de p).
D’autre part, p(r(u) — Au) = p(r(u)) — Ap(u) = AMu—p(u)) = 0 (car u est élément de H = Im(p) et p est un
projecteur, donc p(u) = u). Ainsi, r(u) — Au est élément du noyau de p, qui est Porthogonal de son image H car

p est un projecteur orthogonal : ‘ r(u) — Au e HE- ‘

b) D’aprés la question précédente, (ulr(u)— Au) = 0 done (u|r(u)) = A||u||?. r étant un projecteur orthogonal,
il est symétrique et (ulr(u)) = (ulr(u) = (r(w)r(w)) = [Ir(w)][? dot | Xu]| = [jr(w) ]
[l (w)]?
[l

valeur propre 0, ‘ toutes les valeurs propres de p o r sont éléments de [0,1] |

c) D’apres L2.c., ||r(u)|] < ||u||. Comme ||u|| # 0, A = € [0,1]. Ceci étant également vrai pour la

I.5. a) por est linéaire et, p et r commutant, (por)2 = p?or? =por : por est donc un projectenr de F. De
plus, pour tous x et y de F, (p(r(x))|y) = (z|r(p(y)), car p et r sont symétriques. Comme r et p commutent,

(p(r(z))|y) = (x|p(r(y)) et por est symétrique. Ainsi, ‘p or est un projecteur orthogonal |.
b) por étant un projecteur son spectre est inclus dans {0, 1}. Comme por # 0, il contient 1. S’il ne contenait

que 1, por serait I'identité, ce qui contredit le fait que H, qui contient Im(por), est un sous-espace vectoriel strict




de F' done ‘Sp(po r)=1{0,1} ‘
c) Soit z € Ker(por) : o =r(z) + (x — r(z)) € Ker(p) + Ker(r), car 7(z — r(x)) = r(z) — r*(z) = 0.
Soit z € Ker(p) + Ker(r) : on peut écrire x = y + 2z avec p(y) = 0 et v(2z) = 0. Alors p(r(z)) = p(r(y)) + p(r(z)) =
p(r(y)) = r(p(y)) = 0 (car p et r commutent).
Ajnsi : ‘Ker(p or) = Ker(p) + Ker(r) ‘
Soit z € Im(p o r) et y tel que p(r(y)) = z : on voit que = € Im(p). p et r commutant, = = r(p(y)) € Im(r).
Soit « & Im(p) N Im(r). Soient y et z tels que x = p(y) = r(2). Alors x = p(y) = p(p(y)) = p(r(2)) € Im(p o 7).
Ajnsi : ‘Im(p or)=Im(p) Nlm(r) ‘

A2+ BC AB + BD
CA+DC CB+ D?

‘Az +BC=A AB+BD=BetCB+D*=D ‘ Enfin, R étant la matrice d’un projecteur orthogonal dans une

1.6. a) R?> = R; en calculant ce carré par bloc on obtient R? = ( ) On en déduit

base orthonormeée, elle est symétrique, d’ol1 ‘iA =A'B=Cet'D=D ‘

0 0 C 0
i) = ii) : Les valeurs propres de PR sont 0 et celles de A; le spectre de A est donc inclus dans {0,1}. De plus, A
est symétrique réelle done diagonalisable. Si X est un vecteur propre de A et A la valeur propre associée on tire
de A?2 + BC = A Tégalité \2X + BCX = AX = XX (car A = 0 ou 1), d'ot BCX = 0. Mi(R) possédant une
base de vecteurs propres de A on en déduit BC =0, i.e. ‘CC = 0.
ii) = iii) : la trace de *CC est la somme des carrés des coefficients de C', qui sont des réels positifs. Cette somme
étant nulle, tous les termes sont nuls et C' = 0.
iii) = iv) : Si C =0, B = 'C =0 et le calcul ci-dessus montre que PR = RP, donc p et r commutent.
iv) = i) : Sipor =0, cest clair, sinon voir L.5.b.

b) En calculant les produits par bloc : PR = ( 4 B ) et RP = ( 40 )

PARTIE I1

II.1. Soit w le projeté orthogonal de v sur I'image de f et g € E tel que f(xp) = w. On a, pour tout = de E :

|1f ()=l = [|(f ()~ £ (0))+(f (z0) =)||*. Or f(z)~ f(z0) € Im(f) et f(z0)—v = w—v € (Im(f))" donc, d’aprés
le théoréme de Pythagore : || f(z)—v||? = || f(z) = f(xo)||>+]|| f(z0) —v||? = || f(x0) —v||?, d'ott le résultat demandé.

I1.2. Si 2 est une autre pseudo-solution de (*) on obtient, en prenant = =1 dans ce qui précede, ||f(z1)—f(x0)|| =
0, donc x1 = xg puisque f est injective.

11.3. D’apres la question précédente, toutes les pseudo-solutions ont méme image par f. Si xy est une pseudo-
solution de (*), f(zo) est donc le projeté orthogonal de v sur 'image de f. f(z¢) — v est donc orthogonal & 'image
de f et, pour tout = £ E, (f(z)|f(zg) —v) = 0.

Si, pour tout z € E, (f(x)|f(xo) —v) = 0 : on a vu plus haut que (f(zo) — f(x)|f(xo) — v) = 0, donc
[1£(z0) —vl[? = (f(w0) — F(x) + F() — vl (20) — v) = (F(z) — vl f(z0) — v) < ||f(x) — vll[| f (o) — v]| (inégalite
de Cauchy-Schwarz). Si f(xzg) # v, on obtient l'inégalité définissant les pseudo-solutions; si f(xg) = v, zg est
évidemment pseudo-solution.

I1.4. L’équation s'écrit matriciellement : pour toute matrice colonne X & dim(FE) lignes, {(AX)(AXy — V) = 0,
soit ' X'AAXg = ‘X 'AV. En prenant pour X les matrices des vecteurs de la base canonique de F, on obtient
I'égalité des lignes de PAAX et LAV . Ainsi, si zg est pseudo-solution de (), tAAXy = tAV.

Réciproquement, si on a cette égalité, il suffit de multiplier & gauche par ‘X (avec X quelconque) pour obtenir
I’équation de I1.3., ce qui entraine que z est pseudo-solution de (*).

On a douc : | zg est pseudo-solution de (¥) <= 'AAXy=tAV ‘

a
I1.5. En notant X = | b | et on obtient le systeme
c
3a—3¢ = 2
60 = 3

—3a+3¢ = 0



1
donec |les triplets (a, b, ¢) convenant sont ceux de la forme (a, z,a),a € R|.

2

I1.6. a) En posant f(\, i) = Aa + pb le probléme est de minimiser ||f(A, ) — ¢||?, soit encore & déterminer les
pseudo-solutions de f(\, 1) = ¢ car f est linéaire et la fonction racine carrée est strictement croissante.

Plus précisément, et | la matrice de f dans les bases canoniques est A =

a; by

an by

b) D’apres le théoreme du rang f est injective si, et seulement si, elle est de rang 2, i.e. [a et b ne sont pas colinéaires |

c) L’équation matricielle de I1.4. devient :

( |<‘3|‘£ fﬁ'ﬁg ) ( i ) N ( Eszé)) )

N [1bl[*(ale) = (alb)(blc)

Ce systéme étant de Cramer (car (a,b) est libre) on en déduit : HQJPHbHQ — (alb)?
p = lell“Cle) = (afb)ale)

|la][?[18]1* — (a[b)®

PARTIE III

ITI.1. a) Soit z le projeté orthogonal de y sur Pimage de f, 3’ = y—=2 € (Im(f))" et u € E tel que f(u) = z. Comme
le noyau de f et son orthogonal sont supplémentaires dans E il existe 2’ et x, respectivement dans le novau de f

et son orthogonal, tels que v = = + 2’. Alors f(u) = f(z) et ‘ y = f(z) + vy avec (z,1) € (Ker(f))* x (Im(f))* ‘
b) Soient (x1,¥}) et (z2,5) convenant. Alors f(x1) + v} = f(x2) + v, donc f(z1 —x2) = vh — v < (Im(f))*.

Comme f(z, —x2) € Im(f), on a y} = yb et f(zy —x2) = 0, done z; — x5 € Ker(f). Comme z; — 29 € (Ker(f))*,
ry — 29 =0.

c) Soient z et y dans F et a et b dans R. On a =z = f(g(z)) + 2’ et y = f(g(y)) + ¥/, dolt ax + by =

f(ag(x) +bg(y)) + aa’ +by'. Comme ag(x) +bg(y) € (Ker(f))* et ax'+by’ € (Im(f))*, glaz +by) = ag(w) +bg(y)

donc | g est lincaire |.

II1.2. Soit = € Ker(g) : @ = f(g(z)) + ' = 2’ € Im(f)*.

Par définition, Im(g) < (Ker(f))*. D’autre part, dim(Im(g)) = dim(F)—dim(Ker(g)) = dim(F)—dim((Im(f))*-

Soit x € (Im(f))" : = = f(g(x)) + 2’ avec 2’ € (Im(f))", mais on a également x = f(0) + = avec (0,z) €
(Ker(f))* x (Im(f))*. D’aprés P'unicité de cette écriture, g(x) = 0 et = € Ker(g). Ainsi, ‘Ker(g) = (Im(f))

—

dim(F) — dim(E) + dim(Tm(f)) = dim(F) — dim(Ker(f)) = dim((Ker(f))1), doit ‘ Im(g) = (Ker(f))*- ‘

II1.3. a) Par définition, pour tout =z € E, f(x) = f(g(f(z))) + f(z), avec f(x) € (Im(f))*. Comme f(x) =
)= J(6(f() € Lin(f). o)/ =0t f(2) = fla(f(x)). Onadonc f = fogo f et go] =g f)* done g f
est un projecteur de E.

De plus, Ker(f) < Ker(go f). Pour z € Ker(go f), f(z) € Ker(g) = (Im(f))*; comme f(z) € Tm(f), on a donc
flz) =0 et z € Ker(f). Ainsi, Ker(g o f) = Ker(f).

De méme, Im(gof) < Im(g) = (Ker(f))*. Or dim(Im(gof)) = dim(F)—dim(Ker(go f)) = dim(E)—dim(Ker(f)) =
dim((Ker(f))"). done Im(g o f) = (Ker(f))".

Ceci montre que ‘ g o f est le projecteur orthogonal de F sur (Ker(f))" ‘
b) Pour tout # € F on a par définition f(g(x)) = f(g(f(g(x)))) + f(g(x))’, avec f(g(z))’ € (Im(f))*. Le méme

raisonnement que ci-dessius montre que ce vecteur est nul, d’oil fog = (fog)? : fog est done un projecteur de F'.
De plus, (Im(f))*" = Ker(g) © Ker(f o g) et Im(f o g) < Im(f). Un raisonnement analogue & celui qui précede

montre que ce sont des égalités et que ‘ f o g est le projecteur orthogonal de F' sur Im(f) ‘

ITI.4. Soit B la matrice de g dans les bases canoniques. f étant surjective, (Im(f ))l = 0, donc, pour tout y € F,

a d

y = f(g(y)). On a donc AB = I5. Ceci impose que B soit de la forme | 1—a —d |.Le noyau de f étant

a—1 d+1



engendré par (1,—1,1) et I'image de g étant son orthogonal, les vecteurs (a,1 —a,a — 1) et (d,—d,d + 1) sont

2 1 1 2 -1
orthogonaux & (1,—1,1), ce qui impose a = - et d = —5 soit : | B = < 1 1]}
3 3 3 1 9

II1.5. a) Soit z € Ker(f) et y € Im(f). Soit z € E tel que y = f(2). Alors (z|y) = (z|f(2)) = (f(z)]|2) = (0]z) =0
done Ker(f)  Im(f)*. Comme dim((Im(f))*) = dim(E) — dim(Im(f)) = dim(Ker(f)) on a|Ker(f) = (Im(f))"*|.

On en déduit (Ker(f))* = ((Im(f))*)*. E étant de dimension finie, ((Im(f))*)* = Im(f) et |Im(f) = (Ker(f))*|.
b) Soit u un vecteur propre de f et a la valeur propre associée, supposée non nulle ; alors f(u) = au. En particu-

lier, u = f(%u) € Im(f) = Ker(fog—1Id). Onadonc f(g(u)) =u= f(%u) et f(%u—g(u)) = 0. Ainsi, éu—g(u) €

Ker(f) = (Im(f))*. D'autre part, g(u) € Im(g) = (Ker(f))* = Im(f) et u € Im(f) donc é-u —g(u) € Im(f).

1 —
On a donc g(u) = —u et ‘ tout vecteur propre de f associé a une valeur propre non nulle est vecteur propre de g‘
a

(associé & la valeur propre inverse).
D’autre part, Ker(f) = (Im(f))" = Ker(g) donec :
‘les sous-espaces propres de f et g associés a la valeur propre 0 sont égaux ‘

¢) f étant symétrique, F possede une base orthonormée de vecteurs propres de f. Comme ce sont aussi des

vecteurs propres de g, g est diagonalisable en base orthonormée done ‘ g est symétrique ‘

II1.6. D’apres la question précédente il suffit de diagonaliser A avec des matrices de passage orthogonales : en
changeant les valeurs propres non nulles en leurs inverses on obtiendra la matrice B cherchée.
Le polynéme caractéristique de A est X? — 9X2 + 18X, les valeurs propres de A sont donc 0, 3 et 6. On trouve

2 1 2
1
alors, avec P = 3 -2 2 1 | € O3(R) : P7TAP = diag(0,3,6), d'ott B = Pdiag(0,1/3,1/6) P~! soit :
A -1 -2 2
1 (2 2 0
B = B 2 3 -2
0 -2 4

* Kk
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Q 1. La régle de produit par bloes donne : J; = ( I, O ) ( I, C ) = ( ; I, ) = -1,

Ensuite *Js, = —Jb,, donc J, est antisymétrique et enfin Jg— Jy Iy = —J??.JE = J, donc J, est symplectique.
Finalement J, €Sp2, (R) N A, (R).

a cC

b d

= an(23)(53)(35)-(53)

c
d
) 0 ad — be 0
— (bc—ad 0 ) ( )«‘:;detﬂf 1

Q3. Si M e O>(R). On sait que det M = =1. La question Q2 donne alors que M est symplectique si
. . . —b .
et seulement si M est une matrice de rotation M = | ° o ) avec a’ +b? = 1. Par ailleurs, le calcul

b

Jq ( g ) = ( _0] é ) ( Z ) = ( _ba ) montre que : M est symplectique — My = —J; M;.

(1)
(433

construction "M, = —J; M

Q 2. St M = ( ) Mo (R).OnadetM =ad —bc et

Moy (R) telle que X X, =a’>+ b =1 (norme au carré égale 3 1). On a

b a

g
) a —b . S
et done M = (X1| - 1 X1) = £ §0> (R) et de plus on a par
1" donc M £ 05 (R)NSps (R) (on peut aussi dire que det M =1 et imnvoquer Q2.

Q 5. Soit M £ &5 (R)NSpsz (R). Le théoréme spectral donne que M est diagonalisable et s1 A, 1 sont ses valeurs
propres distinctes ou confondues on a Ap = det M = 1 donc les valeurs propres de M sont inverses 'une de
l'autre. Soit X; un vecteur propre unitaire attaché a la valeur propre A de M. Posons X5 = —J; X;. Comme
M est symétrique et symplectique 1l vient MJ; M = J; et en multiphant cette relation & droite par —Xi
AM (-1 X)) = =41 Xy, soit M X, = —Xo done X5 est un vecteur propre attaché & la valeur propre —, qui est
éventuellement égale & A. Cependant, d aprés Q4 la matrice P = (X|X;) est orthogonale et symplectique, donc
inversible et ainsi (X, X5) est une base de vecteurs propres qui donne

PT'MP= ( A0

0 1

) avee P <O (R)NSp,: (R)
B

0 a
—a 0
si et seulement si det M = 1, soit @ = =1. Ainsi Spy (R) N A5 (R) = {J;, —J;} et ces deux matrices ne sont pas

Q 6. Une matrice antisymétrique de M (R) est de la forme M = ( ) Cette matrice est symplectique

= X? + 1 n'est pas scindé sur R.

Remarquons que :  7X,Y € Mo, 1 (R) ¢(X,Y)=XT J,Y = (X, J,Y) = —(J,X,Y)

diagonalisables puisque x 7 = x—,

Q 7. Clair, par linéarité de la transposition.

Q 8. La matrice K étant antisymétrique on a o (X, X) = 0 pour tout X £ My, (R), puisque -
(X, X) =X, X)T=XTKT X=-XTK X=—-p(X.X)

De méme (ou en conséquence) ¢ est antisymétrique :

o (X,Y)= (XT 7.Y) =YT JIX = YT 1, X = —¢ (Y. X)




v p T v - AT
Tp ) ) XEZ[-'L‘?E+1:"'7‘TQH} et Y‘l:(y'lv"'?ynJ 3 }2:(yn+1:"'7y2n.‘-' on a

2

Q 9. En notant Xy = (zq, -

\ ' o I, ¢ Y. . .
e(XY) = (X7 | X%'}( I 0 ) ( ., )= (xT 1 X7) ( v ) = X{Y, - XI13
n 2 1
T
- Z(xkyk+n - xk—nyk:‘-‘
k=1

Q 10. Calculons ¢ (e;, e;) pour (z,7) € {1, ?‘2:-“1}2 avec la formule précédente appliquée & "z” =e; et "y’ =e;.
~~ Casou1l<47=<n Ilvient xp4n = yprn = 0 pour tout k € {1,--+ | n} car la composante d’indice k + n(> n)

de e; (ou e;) est nulle. Ainst @ (ej,ej) =0 et dixnj — di jon =0 — 0= 0. La formule est donc bonne dans ce cas.
~Casoun+1<4ij<2n Ilvient z, =y = 0 pour tout k € {1,--- ,n} car la composante d’'indice k(< n) de
e; (ou e;) est nulle. Ainsi ¢ (e;,e;) =0et d;2p,; =0 car j < 2n < 1+ n et symétriquement &; ;1. = 0 donc la
formule est encore bonne dans ce cas.

~Casoul<i=netn+1<j7=<2n Onazi:, =y =023k < n et la formule est encore bonne puisque

n

7 n
‘ig(ei:ej..‘-' = Z(xk‘y!:+ﬂ - xk—ny!;] = Zxk‘yk+ﬂ = Z dk.{a!.‘+ﬂ.j = 63'—?1._;.‘ = di—n.j - Ji.j—n
k=1 k=1 k=1 e

~Casoun+1<2<2netl<j<mn Ona cette fois :

n n
{r”‘(ei? e_}'} = — Z Lhetnly = — E 5.b’c+n.i OR‘J = _dj+'n.i = 5i+n.j - 5j+?t.z'
-

k=1 k=1 o

Q 11. Soit X € Mo, 4 [R}

X ) , on avait trouvé J, X = ( X2 ) , done
1

Avec les notations introduites en Q9 , X = ( X, _x

X

(X, J,X)= XT (1,X)= (XT | X7) ( “x,

) = X7 X, - X]X; = (X;,Xy) — (X5, X;) =0
D’un autre coté - @ (J, X, X) = (J,X)" J,X = XT JT J,X = XTX = | X|? , puisque JT J, = —J2 = Is,.

Q 12. Solent X, Y € My, (R) . Puisque ¢ (X,Y) = —p (Y, X)on a :

YeX™ ZL oy, X)=0 = YT J,X =0 = (Y, J,X) =0 =Y = (J,X)*
Q13. Soit P= (X1 | --- | Xon) € Span (R) M O2, (R). Les colonnes de P forment une base orthonormée de R2n
pour le produit scalaire canomique : 7 (z,7) € {1, - :?n}Q {X;, X;) = 0; ;. On a donec les 2 premiéres conditions,

et pour la troisiéme on utilise que X; = Pe; et Q10 :

10
QL 5

VD(XE';‘YJ'} = (-Pe:'}r Jn (Pe_,?" = E?— PTJﬂP €; = E? Jn €; = ';‘Qr:ei;ejj i+n.j _di.j+n
S —

T

Q14. Soitz£{l,--- ,n}. Pour j € {1, ,2n}" {t + n} on a d’aprés la formule précédente

o (X, Xj'_‘.l =0—-0;j4n=0cari<n<j+n
donc, (X1,---, Xo,) étant une base orthonormée de R*" il vient -YiJ—]—n =wvect (X;, g F1+n) C X{:?h et égalité
puisque XE-J“' , noyau de la forme linéaire non nulle Y —— » (X;,Y') est de dimension n — 1, comme Xz,. On a
donc bien :

X" = Xi;n

Q 15. Puisque P est orthogonale (PT = P~!), le caractére symplectique de P donne : J,P = PJ,, soit

Jn (X‘l| —Yn Xﬂ+‘l X?n} = r:-Yl "'-Yn X‘n+‘l o 'XQ??\J ( _(; 1(—; )

et la régle de produit par blocs (différents dans les deux membres) donne -
(JH‘YI| e |J?1Xn| U |J?1X2n..‘-' = .(_Xn—1 R C D CRERE. 9]
soit : Vi {l,--- ,n} J,X;i=-Xiu, et J,X,o,= X, CQFD.

Remargue - ce calcul permet de retrouver Q14 . En effet pour : £ {1,--- n} la question Q12 donne
Xzf?” = r:JnX{ ]'J_ — (_Xz'+ﬂj_ = X

-



Partie 111

Q) 16. En échangeant les colonnes 1 et t +n (pourz=1,2,--- n) dans J, on a

o I I, o

det J, = | I, 0 o I,

et alors st MTJ, M = J,, il vient det(M7T) det J,, det M = det J,, donc (det JM'}IQ =1 et :
YM £ Sp,, (R) detM ==

=(=1)" =1

] . . - . - , T .
Q 17. M £ Sps, (R) est done inversible et en multipliant la relation & gauche par {Mrr) t o [_-“I-ff_1) et & droite
. . T
par M~ il vient que M ' est symplectique : J,, = {Mr_]} J M~
Q 18. Supposons que MTJ, M = J,, et NTJ,N = J,,. En injectant la premiére relation dans la deuxiéme on a :
NT (_M’rJn M) N = J,, soit (;MN'_‘.IT Jo (MN) = J, et donc M N est encore symplectique. L'ensemble Sp,,, (R)
n’est pas un sous-espace vectoriel de M, (R) pour la simple raison que O £ Sp,,, (R).

Remarque : Sp,, (R) a tous les défauts puisqu’il n’est pas stable par le produit externe (AM)T J, (AM) =
NMTI M= )\EJR) ni par addition ( par exemple J,, et —J,, appartiennent & Sps,, (R) mais pas leur somme O)

IV A : Propriété. Soit M £ Sy, (R) N Spyy, (R). D’aprés Q16 la matrice M n’a pas la valeur propre 0.

Q 19 . On généralise ce qu'on a fait en Q5. Soit X un vecteur propre attaché a la valeur propre A de M. Posons
Y = J, X Le vecteur Y est non nul car X est non nul et J,, inversible. Comme M est symétrique et symplectique
il vient MJ, M = J,, et en multipliant cette relation a droite par X : AM (J,X) = J, X, soit MY = %}’ done Y
(non nul) est un vecteur propre de M attaché a la valeur propre %? qui est éventuellement égale a A

Q 20 . Soit A€ spg (M) et (Xq,---,X,) une base de E,. Comme J,, est inversible, la famille (J, Xy, -+, J,X,)
est libre (puisque 'endomorphisme canoniquement associé est injectif) et la question précédente donne que
c’est une famille libre de vecteurs de Ey ). Il s’ensuit que p = dim E), < dim E,. Cette majoration appliquée
a la valeur propre 1/A donne dim £y, < dim E\ et donc finalement dim E;,, = dim E»_ En conséquence

(J, X1, -, J,X,) est une base de Ey

Q 21 . Rappelons la remarque faite en début de Partie IT: VXY € My, (R) (X J,Y)=—(J, X, Y.
Supposons ensuite que Y € vect (Y7, ,Y,, Ju Y7, Jn Y, )7 - 1l vient :

Vi€ {1 A ,P} {:Jn :Y; K = - ':i}’: JY; =0et (J, Y? JY ) =~ ; Y? J.E Y; , = ':i},: Y =0
On a donc montré que le sous-espace veet (Y7, .Y, J, Y7, | J,Y,)~ est stable par J,.

Q 22 . On suppose que 1 est valeur propre de M.

e Premiére étape : Soit X; un vecteur propre unitaire attaché a la valeur propre 1. D’aprés Q19 J, X, est un
vecteur propre unitaire (car J,, est orthogonale) attaché a la valeur propre 1/1 = 1 et d’aprés Q11 J, X; est
orthogonal & X;. Ainsi (X, J,X;) est une famille orthonormée de E; | qui est donc de dimension = 2.

e Deurieme étape - St dim E1 = 2 c'est fini. Si dim By = 3, comme dimwvect (X1, JJ.X1)” = 2n — 2

on a Ey Nvect (X, J, X }J' #= {O} et on peut choisir X; unitaire dans Eq M vect (X, J, X;)” . Comme

pour X; on a J, X5 £ E; et J, X5 est orthogonal 4 X5. De plus la question Q21 donne que J, X, =

vect (X1, J,X1)” done (X, J,X2) est une famille orthonormée de veet (X1, J, X1 )= . Comme de plus

R = vect (X1, J,, X1) S vect (X1, 1. X3 )= la famille (X, J, X1, X5, J, X5) est une famille orthonormée de F;.

e Ftapes suivantes : on peut contruire ainsi (a I'aide de Q21) par récurrence sur k < _]5 dim EIJ , une famille
orthonormée de Ey - (X4, - Xp, J, Xy, -+, J, X)) . S1 dim Ey était impaire, dim E; = 2p + 1, on aboutirait a
une famille orthonormée de E; : (X, - | X, J, X4, -, J,X,) et & une contradiction car en prenant " unitaire
dans Eq Mwvect (Xy,--- X, J, Xy, J,X,) , la famille (Xy,--- X, Y J, Xq,--- | J,X,, J,Y) serait encore
libre et dans Ey. Or cette famille a 2p + 2 vecteurs et dim Ey =2p+ 1! CQFD.

Q 23 . Comme 1/(—1) = —1 on a exactement le méme résultat pour E_;.

Q 24 . Tout d’abord, le théoréme spectral donne que la matrice symétrique réelle M est orthodiagonalisable.
Il s’agit 1e1 d” "améliorer" la réduction.
Traitons le cas le plus long ot {=1,1} C spr (M), les autres cas étant analogues. D’aprés Q19 le spectre de M

s'écrit spp (M) = {—‘l,],)ﬁ,--- ,/\ﬁ%,--- ,}\l} et on a déja :

_ L L i1 L Ll
(#+) R"=ESE_3E\,3 3E SE; 3 3E/),



~~ D’aprés Q22 1l existe une base orthonormée de F; de la forme (X, - | X, J, X1, -+, J, X,) et d’aprés Q23

1l existe une base orthonormée de E_; de la forme (Y7,--- Y, J.Yq,--- . J,Y,) (o0 dim Ey = 2p, dim E_, = 2q)
et d’aprés Q20 s1 (X;E:, el _Y?'.::..') est une base de E,, alors (Jﬂ X]“:, e ,JHX?'.::..') est une base de E;,, . Donc
par (*) la famille .
Bo = (X, X, JuXu, oo, Ju X, Ya,ooo Yo, Ve, oo Yo, Xy oo X0, Xy T XY,
...... X X Xy X))

est une base orthonormée de R’" et on a en particulier (aprés simplification par 2) :

n=p+q+mn +- - +n,

I1 suffit alors de ranger correctement tous ces vecteurs comme suit pour avoir une diagonale comme souhaité :

By = (Xu,,Xp, Ve, Yo, X4 XD xy LX)

ny 7

o To X Tn X, B Ve, T Yy L XS e XY X T X))

ng 7
B est une base orthonormée de R?" de vecteurs propres pour M et si Py est la matrice de passage (orthogonale)
de la base canonique £ & la base B; alors :

D := P['AP, = PTAP, = BlocDiag (Ip?rm My, ALy LIy L \LI)

Cette matrice diagonale D vérifie bien - vk € {1,- - n} dyrp = 1/d;.

~~ Enfin | compte tenu des questions Q13-14-15, s1 on veut une matrice de passage orthogonale et symplectique

P51l faudra faire en sorte que " X;.,, = —J, X;”. Pour cela prenons les opposés de n dernmers vecteurs propres
By = (Xi, X, Ya,o Yo, Xyt X0 X0 X
- (1) (1) (r) (r)y
e ;_J?t-Yl; e :_Jn-Y_D; _JnYl; T :_Jnycn _J??X'j L J_JNX;:I:_I? U :_J?I‘Yi [ _JnXﬂ‘_'}

La famille B; est encore une base orthonormée de vecteurs propres pour M. On a donc encore P, = Pass (£, B5)
CJQ?? f]Hl} et

P; AP, = PT AP, = BlocDiag (Ip; I MLy, ML L I Lo \LI) =D

Il reste & vérifier que P> est symplectique (le nécessaire est-il suffisant ?), et comme, avec les notations de QQ15,
Py, = (X, X,, X,,11.--+ , Xo,) est déja orthogonale, il faut vérifier que J, Py = P».J, ce qui est vrai, car le
calcul de Q15 se "remonte" (sachant que X;., = —J, X et Js =—1,)

J Py = (J?1X1| "'|Jan|Jan—1 "'|JnX2n\J - (_-Yn—l—l "'_X2?1|X‘l "'Xn\J
PZJ-R = (X‘l "'X?1|Xn—‘l"'X2n..‘-'( _(3— {; ):(—Xn—‘l"'—XBH X‘]"'Xn..‘-'

Remargue : Il est dommage que 1’énoncé ne demande pas une équivalence en QQ15.

|

9

__ (]
IV B : Un exemple : A= 3 k 7
3

Q 25 . A est bien symétrique réelle et

R
— o W W
e e
_.—-"/
[1']
=+
&
|
—_
= o
o o O

oo = o
S—

—
= |

—_

|

—
oo o —

9 1 3 3 0 0 1 0 9 1 3 3
ATJA_1_1933\(0001(1933\
T 61| 3 3 9 1 -1 0 0 0 3 3 91
3319)L0-100\3319J
-3 -3 9 1 9 1 3 3 0 0 64 0
_1_—3—3]9\(]933_i(00064\_0],0
64| -9 -1 3 3 33 91 64| -64 0 0 o0 2
—1—933}k3319 ko—moo)



Q 26 . Calculons le polynéme caractéristique de A -

. ) 1 .
xa(A) = (—]]4det[A—/\I_1‘J=S—det(8A—8/\L,_‘.l
| 9—8x 1 3 3 | 8 1 3 0o |
_ l‘ 1 9—38A 3 3 | l — 9—38A 3 0 ‘
- 84‘ 3 3 9 — 8 1 | §4 O 3 9 —8A 8)\—8‘
L3 3 98 | 0 3 1 §—8A |
| -1 1 3 0 | -1 1 3 0
1 a2 1T 9 —8X 3 0 1 0 10-—8A 6 0
- S_QM_U‘ 0 3 9-8x 1 ‘ S?r)\_]} 0 6 10-8X 0
‘ 0 3 1 -1 0 3 1 -1
[ 10 —8x 6 0
1 2 1 2| 10 —8A 6
= ——(A=-1 6 10-8x 0 |==(A-1
2 2 _
8 |3 R 6 10-8A
1 2o . . 2 . 1
= S—Qf)\—lj (BA-16)(BA-—4)=(A=1)(A=2) /\—5
On trouve facilement que X; = (1 —1,0, '[] cEiet Xo= % (1,1,1, ]'}T £ E,.

Ces vecteurs sont unitaires et le calcul donne :

0 1 0 1 0
JX—IK 001\(—]\_1(0\
LT A 0 0 0 (0 N .
0 0 0 0 1
( o oo |(1)af 1)
1 0 0 1 1 1 1
R 0 0 1|7 2| =1
00 1 -1
L— z 0 %\
i1 g 1
I1 vient done que P = (X{|X5| — L X — o Xo) = (‘)2 i 1 ]2 est orthogonale et symplectique et
2 N 2
L 0 3 -3 2 )
vérfite
(] 0 0 0\
s 0200
P AP = 001 0
000 %

V A : Un peu de théorie. Soit M € A,, (R"I M Spa, (R) et m canoniquement associée.

Q 27 . Soit A € spc (M) et .\’_: (1, -, Tan) = My, 1 (C)) {O} un vecteur propre attaché. En con_juguant la
relation M X = AX il vient MX = AX (puisque Mr est réelle) et en la transposant — X7 M = AX7T (puisque M
est antisymétrique). On a alors -

XT(MX)=XT(AX) =2 XTX etaussi (XTM)X=(-AXT)X=-AX'X

2n
Comme les deux membres de gauche sont égaux il vient A X7 X = -\ XTX. De plus XTX = Z :z.“,rf|2 c R
k=1
(car X = 0) donec A = —A. On a donc prouvé que les valeurs propres complexes d’une matrice antisymétrique
sont imaginaires pures. En conséquence la seule valeur propre réelle possible de M est 0, mais 0 n'est pas valeur
propre d'une matrice simplectique (qui est inversible). Conclusion - spp (M) =

Q 28 . D’aprés la question Q18 la matrice M? est symplectique. Elle est de plus symétrique réelle (
(M x M)T = MT x MT = (-M)? = M?) done M? £ S, ()N Spay, (R) et Q24 donne le résultat demandeé.

Dans toute la suite de cette sous-partie on suppose - | X|| =1 et (1) - M2X = AX.



Q29. laeaona: MJ,M=—J,.

e En multipliant (1) & gauche par M on obtient M? (MX) =M MX) et comme M est inversible et X non nul
ona MX # 0 donc : MX est un vecteur propre de M? attaché a la valeur propre A.
e M est symplectique donc inversible et M? aussi. Ainsi A = 0 et on peut écrire X = %.MEX et alors :

5 o 1. _ 1. 1
M?(J,X)= XMQJHMQX = XM (MJ,M)MX = 1M (—J ) MX = XJnx

donc J, X est un vecteur propre de M? attaché a la valeur propre %
e En enchainant le deux propriétés on voit que si X est un vecteur propre de M?> attaché a ) alors M X est
attaché & Aet J,MX a ]X
Q 30 . Soit F =vect (X, MX, J, X, J,MX).
e Pour montrer que F' est stable par M 1l suffit de montrer que les images par M des 4 vecteurs générateurs sont
encoredans F Or M(X)=MX e F, M(MX)=M>X=McF M(J.X)= %JMJ”MFQX = —%JH.MX s F
et M(J,MX)=—(M*J,M)X =—-J,X £F.
e On a de méme que F est stable par J,,. car :

J.(X)=J,XeF, J,(MX)=J,MXecF, J,(J,X)=-XecF e J,(J,MX)=-MXecF
Q 31 . Comme spg (M) = @ la famille (X, M X) est libre et le sous-espace G' = vect (X, M X ) est stable par m.

? 6\ dans la base (X, MX). Alors x, (T) =T% — A

et puisque f, et donc aussi1 g, n’a pas de valeur propre réelle on a bien A < 0.

L’endomorphisme g induit par m sur G a pour matrice (

Q 32 . Hypothése : A= —1.
e Montrons que F = (X MX J,X J,MX) est libre. Siona (l):aX +38MX +~J, X +6J,MX =0, alors en
appliquant M? on a, compte tenu que les 4 vecteurs sont propres (2) : adAX + SAMX + T X + I MX =0et
la combinaison (1) — A(2) donne -

(3) a(l-A)X+3(1-N)MX=0
Comme A £ 1 (car on a vu que A est strictement négatif) et A £ —1 par hypothése, on a 1 — A* = 0 done
aX + SMX =0 et (famille libre) a = 3 = 0. La relation (1) se réécrit vJ, X +6J,MX =0 puis 7 X +IMX =0
puisque J,, est inversible et enfin v = § = 0. La famille F est done une base de F' qui est de dimension 4.
e Comme M? est symétrique réelle, des vecteurs propres attachés a des valeurs propres distinctes (ici A et ]T) sont
orthogonaux. Cela donne que X et M X sont orthogonaux a J, X et J,MX_ 1l reste & voir que (X, MX) =0 et
(J, X, J,MX) =0. Or, 'antisymétrie de M donne

(X MX) = XTMX = (XTMX)" = —XTMX = — (X, MX) donc (X, MX)=0
et aussi - (J, X J MX) = (J, .Y'_‘.IT J.MX = )s.’TJ?;.J',,1 MX = XTMX = 0. Ainsi F est orthogonale.
-
I

e Calculons les normes des 4 vecteurs. Par hypothése | X|| = 1. Ensuite | M X| = XTMTMX = —-XTM?X =
—AXTX = —\_ Puis, J,, étant orthogonale || J,X|° = | X||* = 1 et enfin || J, MX|* = |MX|> = —\. La famille
Fu suivante est done bien une base orthonormée de F

Fo=(X,=MX,~J X, AT, MX )

W

¢ Déterminons la matrice Mz de my dans Fy = (eq,e5,€3,e4) en posant a = /—A. On a vu en Q30 que
M(X)=MX , M(MX)=AMX eF M(J,X)= —l}‘ MX et M (J,MX)=—J,X_ Cela donne -

mr(e1) = MX = —vV/—Xes 0 a 0 O
mr (ey) = \___._—_LI\MQ.Y =V=-2X = V/=-Aey ( —a 0 0 0 \
mr (e3) = —MJ,X = LI MX = ——Le, « M=l 0 0 2
mr (es) = A MJMX = ZLJ, X = L e; k 0 0 -3 0 }

Q) 33 . C’est un résultat général connu pour les matrices symétriques et qui vaut encore pour les matrices
antisymétriques M et J,, En effet si ¥ < F-+ alors

YZeF (MY, Z)=Y'MTZ=—(Y.MZ),=0 carY € F- et MZ < F (stabilité)
On adone VY € F~ MY < F+ et F+ est stable par M et par J,,.
Q 34 . Quelle terrible question & rédiger !

Nous savons (Q31) que 1 n’est pas valeur propre de M?. Nous dirons dans la suite que deux sous-espaces F et G
de R?" sont "doublement orthogonaux" g’ils vérifient -

Y(Y,Z)eFxG (Y.Z)=0=p(Y

10



Remarquons alors que si F et G sont orthogonaux (pour le produit scalaire canonique) et si F (ou ) est stable
par J, alors ils sont doublement orthogonaux. En effet dans ce cas on a pour (Y, Z) € Fx G (Y, Z) =
—o(ZY)=—Z TI,Y =0

i g

£G  =F
e Commencons par traiter une question Q32 bis correspondant au cas o A = —1. [l y a alors 2 sous-cas.
~~ ou bien J, X € vect (X, MX) et alors le sous espace F' = vect (X, M X) est de dimension 2 stable par M
(puisque M2X = —X ).
Montrons que F' est aussi stable par J,,. Ona J,X = aX+5MX donc (en apphquant J,,) — X = aJ, X +5J, M X.
S1 801 vient J,MX = :3]— (X +aJ,X)c Fletsi 3=0alors J,X =aX et ( MI,M)X = —-J, X =
—aX = —aM?X il vient M (J,MX) =M (—aMX) donc J,MX = —aMX par injectivité de M et on a hien
J.MX € F'. De plus (X, MX) est une base orthonormée de F"' (la preuve de )29 marche encore s1 A = —1)

dans laquelle la matrice de mg: est ( _0.1 é ) = Js.

~~= ou hien J, X & vect (X, MX) et alors F = vect (X, MX, J, X, J,MX) est de dimension 4 stable par M et J,.

En effet, pour "famille libre", en reprenant la question Q).32, de I'inégalité
(1) :aX +8MX +~+J, X +6J,MX =0
en appliquant J,, on tire (2):aJ, X +3J,MX — X —6MX =0 puis 3(1) — 6 (2) donne
(3) (aB+0) X + (8 + 8 ) MX + (87 —ad) J,X =0

Comme les 3 vecteurs sont supposés indépendants on tire aJ + 7d = 82+62=8y—ad=0. En particulier
B=3&d=0etenrevenant a (1) : a = v = 0. Cette fois (X, M X, J, X, J,MX) n’est peut-étre pas orthonormée

0 1 0 0
mais la matrice dans cette "certaine" base est k _0] g g ? qui est de la forme voulue.
0 0 -1 0 )

Remargue - comme en )33 dans les deux cas F'— est stable par M et par J,,.
On peut maintenant construire la décomposition demandée.

e Soit A; valeur propre de M? et X unitaire dans E_4 {11{2} . La question (332 et le point précédent donnent un

sous-espace I} de dimension 2 ou 4, stable par M et par J,, | ains1 que F]~ et donc "doublement orthogonaux" |
donnant & m une matrice induite comme voulu.

e Si F; =R cest fini. Sinon R?® = F;& Fi- et comme F;- est stable par m, il 'est par m? et 'endomorphisme

induit m%_—l étant symétrique posséde un vecteur propre unitaire Xy dans Fj- qui donne par la méme méthode
Fy =vect (Xo, MX5. J, Xy, J,MX5) ou Fy = vect (X5, M X,) satisfaisant toutes les conditions souhaitées.

On construit ainsi de proche en proche R*® = F}, £ F, & --- © F, comme demandé.
( 0 -5 0 -3
IR . N s _1| 5 0 3 0
V B : Mise en application avec B = il 0 -3 0 -5
3 0 5 0

-17 0  -15 \
Q35. B :% \ _[15 _{;‘. _?? _SO J ce qui donne B?

0 -1 0 =17

=

(R
—_—
I
L
—
—

Q 36 . La matrice B est antisymétrique et auzsi symplectique car

0 5 0 3 0010\(0—50—3\
BIJB_l—50—30 0 0 0 1 5 0 3 0
T 16 0 3 0 5 -1 0 0 0 0 -3 0 -5
-3 0 =5 0 0—100JL3050)
0 5 0 3 0 -3 0 -5
1| -5 0 =30 3050\
-~ 1| 0 3 0 5 0 5 0 3
-3 0 -5 0 —50—30)
0 0160\
_ 1 0 0 0 16 |
-~ 16| -16 0 o0 0 |72
0-1@00}

11



1
Il suffit alors d’appliquer la question Q30 avec X = % k :11 qui est un vecteur propre unitaire de B attaché
1

a la valeur propre —4. Alors les colonnes X, TL\JMX: —J. X, #_\ MX | soitici X,—1BX, —-J, X, 1J.BX
v — N — = =
donnent la matrice orthogonale et symplectique voulue. Calculons ces vecteurs :

0 -5 0 -3 1 1
lBX B 115 0 3 0 \(] -1
2 - 16| 0 -3 0 -5 1|72 1
3 0 5 0 1 -1
( 0 0 1 0 \ ( 1\ (—l\
1 0 0 0 1 1 1 -1
X = 30 21 0 0 o0 1|73 1
0 -1 0 0 1 1
00 -1 o0 1 -1
JBY — (—J. BY_'I(OOD—]\(—I\_I{]\
g/nEd = TR T3P T 1 0 00 o I el
01 0 0 -1 -1
1 1 -1 =1
) ; 1 1 -1 -1 1 :
Concluons : la matrice P = 5 11 1 : est orthogonale et symplectique et
k] -1 1 —1)
( 0 2 0 0\
T 1 =20 0 0
P BP = 0 0 0 3
0 0 —5 0
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