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Exercices de révisions de premiere année

Corrigés

PC

Exercice 1

n 2n 2n+1
1. Pourtout » € N,onpose §, = Z u,V, =8,, = Z up,etW, =S8,,,, = Z Uy .
k=0 k=0 k=0

Montrons que les suites (Vn ) Ny et (Wn ) . sont adjacentes.
ne ne

e Pourtout n € N,

2n+2 2n
2n + 2 2n+1
Vi1 =Va = 2 g = 2ty =y, g+, = (1) |”2n+2|+(_1) “2n+1|
k=0 k=0
:|“2n+2| _|“2n+1| >

et la décroissance de la suite ( | u, | ) nenN assurealorsque V', ., — V, < 0 :lasuite ( v, ) N est décroissante.
n e

e o De manicre analogue, pour tout n € N :

2n+3 2n+1
Wyt =Wy = 2 g = D Uy =y, 3+l
k=0 k=0
2n+3 2n+2
=(-1) |”2n+3|+(_1) |u2n+2|:_|u2n+3|+|u2n+2|’
et, par décroissance de ( | un| )nEN ,ilenrésulteque W, ,, — W, = 0 ,etainsi (Wn) . ot croissante.
ne
2n +1 2n
eee VYneN W, -V, = z U, — Z U, = u,, . Orparhypothése, lim wu, =0.
k=0 k=0 n— +o

On a donc également  lim (Wn - Vn) =0.

n—+ow

Ceci achéve de prouver que les suites ( v, ) . et ( w, ) . sont adjacentes. Ces deux suites convergent donc vers la
ne ne

méme limite, et ce sont par ailleurs les suites extraites des termes d’ordre respectivement pair et impair de ( S, ) N
n e

cette suite converge donc elle aussi vers cette limite commune, et la convergence de la suite des sommes partielles
( S, ) .y Cquivauta celle de la série Z u, .

(-1"

2. Posonspourtout n € N, u, = .
n+1

e VneN,u,=(-1)"

u, 5

1
n+1

e Lasuite ( | U, | ) neN = ( ] est décroissante.
neN

° lim wu, = 0 estévident.

n—+w

n




: -1)" . o
D’aprés 1., la série Z u, = Z (—)1 est donc convergente, et on en conclut aprés un petit changement d’indice que
nx0 1N +

( -1 ) n—1
la série harmonique alternée Z ~—
n
nzxl1

converge | .

Exercice 2

1. Pour x = 0, le résultat demandé est évident. Supposons désormais x non nul. Soit n € N .

La fonction f: x > e” estdeclasse C" "' sur [0, x] ; la formule de Taylor avec reste intégral s’applique donc : on a

n (k) X _ n
e =f(x): z f k,(O)xk +J'(x 't) f("+1)(t)dt.
Pl ! o n!
n k X _ n
Alors, ¢ * = Xy _[ uet dr, d’ou ’on déduit que :
k! n!
k=0 0
n k X _ n H 2 n 2 n+1
e’ — X< J. —(x ) el |dr] < I —| x| el dt=1—| x| el
Koo k! 0 n! o n! 2 n!

toutes ces valeurs absolues s’expliquent par le fait que x peut étre négatif.

n+1 n k
. , . (2x) . . , . X . S
Par croissances comparées, lim ~————¢e”* = 0 ;ilenrésulteque lim » ~—— = e™ :cecirevienta dire que
n—+o n! A )\ k!

x” , S ox”
— converge, et que ’on a Z — =
—~, n!

nxo0 M-
n n-—1Ii
2. Pourtout n € N, posons S, = Z Z . . On remplace I’indice j par’indice k¥ =i + j dansla
i=0j=0"%t"J"

somme intérieure ; on obtient S, = Z Z ) . On permute ensuite les deux sommes, et S, devient

n k - n 1 n k .

Z Z Z — Clx k=11, La formule du bindme de Newton donne

— = k — l —o k! T Ui

n ( x + 1 ) k , . , . x+1
alors S Z ——~—, et ’on déduit enfin du résultat de Q.1. que lim §, =e
K=o k! n—>+w

Exercice 3

IN
™

1. lim a, =Asérit: Ve>0,3NeN,VneN,n2N=|a, -1

n—+o
. . . €
2. D’aprés 1., onpeutchoisir N € N tel que pour tout entier £ > N, , on ait |ak - 7»| < 5

Pour un tel entier £k = N, etpour n = N, on a par inégalité triangulaire :

1 n Ny-1 1 n
Zak— Z|ak }\4|— Z|ak—k|+ Z|ak_7“|'
Pl n+1k:Nl

s , L€
les termes sont inférieurs ou égaux a 5 on a donc :

n
Dans la somme Z |ak

k=N,




Ni-1 Ny -1

. . 1 .
3. Lasomme Y| |ak—7»| est indépendante de n, onadonc lim > |ak—k| = 0. Par suite :
k=0 n—>+oon+1k:0
et €
AN, e N, Vn2>2N,, a,—\|<—.
? ? n+1,§'0| | 2

Par suite, pour tout € > 0, avec les notations ci — dessus et en posant N ; = max ( N,,N, ) :

! iak—K

VneN,nz2N; =
n+1 ./

Sa,soitn2N3:>|bn—k|S8.

Ceci assure que | la suite ( b,

) converge vers A

Exercice 4

1. On procede par récurrence sur 7 : pour tout entier n > p , I’hypothése de récurrence est

L k n+1
H(n): = .
(n) kzp(pj {pHJ
Initialisation

Onabien 7 (p): kip(ij = (i) =1= (i i i)

Heérédité

Soit n € N, supposons H ( n ) . Alors,

-2 6)-00)

n+ 1
( j par hypothése de récurrence
p

[
7/ N\
AT
+ +
- -
Ne——
+

n+ 2
= ( J d’apres la formule de Pascal,

dou 7 (n +1).
Conclusion

Ona H ( p) etpourtout n € N, n > p, H ( n) = H ( n + 1), le principe du raisonnement par récurrence permet

d’en conclure que, | pour tout entier n > p, H ( n ) est vérifiée

2. Pourtout ¢ € ] 0, TC[ et pour tout m € N, on a grice aux formules d’Euler :

l+ cos(nt):l_,_li (efnt+e,in,)
2 n=1 2 2 = 5

=

soit :

N | =
—+
M=
<]
]
«w
—_
S
~
S—"
Il
N | =
/)
¢
=
+
||M§

Comme ¢ € ]0, [, la somme géométrique Y ( e’ ) " est de raison différente de 1. On en déduit que

n=-m



1 — raison nb de termes

—
m 1_61(2m+1)t

it\" —imt
$ (ef)' = emme Lo
t

i
n=-m premier terme 1 €
[ —
1 — raison

On arrange classiquement 1’expression obtenue en mettant en facteur, au numérateur et au dénominateur, les « demies

2m+ 1 2m+ 1 2m + 1
i t -1 t i—t
m . n . 2 2 _ 2
. . . it —imi © e e
exponentielles », ie. en écrivant que Z e ) =e
ne—m Iy it izt
e 2 e 2 _—ge 2
. (2m+1
m —2isin t
n 2

I1 ne reste plus qu’a simplifier ; on obtient Z ( e'! ) =

n=-m —2isin(ltj
2

sin(2m+1tj
< it\" _ 2
2 () s

2Si1’1(1l‘)
2

et I’on a donc cos(nt) =

1

N | =

3
Il

N | —
+
Mz

Exercice 5

l.a. La décroissance de f entraine que pourtout k > p, V ¢ € [k, k + 1] s f(t) < f(k),etpour

tout k > p,Vrelk-1,k], f(k)< f(t).

k+1 k+1
En intégrant ces deux relations, on obtient V k > p, I f(t)de < I f(k)yd (1)et
k k
k k k+1
Vizpa+l, [ f(k)d< [ f(e)d (2),s0itVk=p, [ f(t)de<k (1)et
k-1 = k
k
Vizp+l, k< [ f(t)d (2).
k-1
n k+1 n
En sommant les inégalités (1) pour k variantde p jusqu’a n, il vient ) f(e)yde< > f(k),
k=p k k=p
n+1 n
d’ou avec la relation de Chasles, j f(e)yde< > f(k).
P k=p

De méme, on somme les inégalités ( 2 ) pour k variantde p + 1,a n, etl’on obtient ainsi

Y f(k)< [ f(r)de,done D (k)< f(p)+ | f(r)de.
k=p+1 p+1 k=p p+1
n+1 n
Finalement, on a bien I’encadrement: | V n > p, j f(t)dtSS,,S (p)+ j f(t)dt
2 p+1

+oo
b. Sil’intégrale I /() dr converge, et puisque f est a valeurs positives, on a pour tout n > p, J f(t)de < I f(t)de,

P p

n + 0 p+1
ce que I’on peut réécrire sous la forme I f(t)de < I f(t)de - I f(t)dr.
p+1 )4 P



+ 0 p+1
Alors, d’aprés l.a., onapourtout n > p, S, < f(p) + I f(t)de - _[ f(t)de.
p P

n

constante indépendante de n

> f (k) aterme général positif, et la suite de ses sommes partielles est majorée, donc la série Y f (k) converge.

+oo
Silasérie Y f (k) converge, la suite de ses sommes particlles S, est majoréepar 4 = ». f (k).
k=p
n+1 n+1
On apourtout n > p, I f(t)dt < S, < A ;pourtoutréel p < X < n + 1, 0naencore I f(t)dr < 4. Ceci
P P

X
est valable pour tout entier » > p, donc finalement pour tout réel X supérieur ou égala p, j f (t ) dt < A.La fonction
P

X
X - I f ( t ) dr est croissante (par positivité de f* a nouveau), majorée, elle admet donc une limite finie en + . Ainsi,

P
+ 0
J f ( t) dt¢ converge.
p

. Analogue & l.a.:on somme I’inégalité (1) entre n et + oo, puis Ponretire / (1) & chacun des deux

+00
membres ; on obtient ainsi J. f(t) dr - f(n) < R

n

n-
+ o0

D’un autre c6té, en sommant I’inégalité (2 ) entre n + 1 et + 0, 0ona: R, < I f(t)dt.

n

+ o0
Vu I’encadrement de 2.a. , il suffit clairement d’avoir /' (n) = o ( j f(t)dt].
+ 0

3.a. et 3.b. La fonction f est continue, positive sur [ 2,+ 0 [ , décroissante sur cet intervalle.

X X
1 1 1 y
Pour tout n > 2, pour tout X > n, ;[ f(t)de = I:_ln(f)}n = ln(n)_ln(X)’dou
X 1 + 00
lim J f (t)dt = ; ceci prouve que pour tout # > 2, I’intégrale J f (t) dr converge, et, en particulier (si
l’l—>+oon ln(n) !
+ 0
’on choisit p = 2), j f(t)dr converge.
p
1 T T 1
Deplus, f(n) = R o[ ;[ f(t)dt} puisque ;[ f(t)de = e
Alors, d’apres 2.b R, ~ !
S ap o " 1n(n)

Exercice 6

2,y La fonction f est polynomiale de degré 2, décroissante sur R et croissante sur R , . Son unique
+

point fixe est 2 .



1. Ona f(0)=—, f(2) = 2; f étant croissante et continue sur [ 0, 2 |, on en déduit que

1
4’
£([0.2]) = [%, 2} < [0, 2] : Iintervalle [ 0, 2] est stable par /. Comme u, € [0, 2], on en déduit, par une récurrence
évidente, que pourtout n € N, u, € [0,2].

La croissance de f sur [ 0,2 ] assure alors que ( u, ) . est monotone ; elle est de plus bornée (puisqu’a valeurs dans [ 0,2 ] ),
ne

donc, d’apres le théoréme de la limite monotone, elle converge. Par continuité de £, la limite de ( u, ) N est un point fixe
ne

de f ; on en conclut que ( u ) converge vers 2 (( u ) est donc nécessairement croissante).
"JneN "JneN

2. Onprouve de la méme fagon qu’en 1. quepourtout n € N, u, € ]2, + © [ , et que (u ., ) , estmonotone. De plus,

(x-2) > > 0, la suite ( u, ) est donc croissante. Comme u , est strictement

I

pourtout x € |2, + [, f(x) - x =

supérieur a I’'unique limite finie possible de ( u, ) W a savoir 2, il est impossible que ( u, ) , converge. Alors, d’aprés le
n e

ne

théoréme de la limite monotone, | lim (u ; ) L=t
n e

3. Siu, e [-2,0[,alors u, € [0,2] ; on est ramené, a partir du rang 1 , a la situation étudiée en 1., et la suite (u ) ) .

converge vers 2 .

Siu, e ]— o, —2 [ , on est ramené a partir du rang 1 a la situation étudiée en 2., et la suite (u ., ) " tend vers + oo .

Exercice 7

. ‘. 2 .
1. Lafonction f est dérivable, et pour tout x € R, f~’ ( x) = - 3 X ;on apour tout réel x,

o(x) = f(x) =3 = (4-x> =3x) == (x-1)(x+4).

Le tableau suivant donne les variations de f', ainsi que le signe de o .

X —®© -4 0 1 4 + ©
¢ (x) — + + 0 —
s + + c - -
S (x)
4 \
3
f(x) /—
2. e —4 estun point fixe de f'; par conséquent, si u, = — 4, alors la suite (u R ) ., ©stconstante égalea — 4.
Lorsque u, = 4,ona u, = — 4, et’on est ramené au cas précédent : la suite (u ., ) . stationne a la

valeur — 4 apartir durang 1.

e o Passons maintenant au cas plus constructif ou | u, | > 4



o Supposons d’abord 1, < — 4 ;1’étude des variations de f a montré que cette fonction est strictement croissante sur
|-, —4[,etque f(—4) = —4.Ceciassure que f(]—oo, —4[) c |-, —4[ : |-, — 4] eststable par f, et,
puisque u , appartient a cet intervalle, on en déduit que pourtout n € N, u, € ]— 0, —4 [ .

La fonction ¢ : x > f (x) — x étant négative sur |— oo, — 4], (u i ) , est décroissante. Comme f est continue,
les limites possibles de ( u, ) ., sont les points fixes de cette fonction, a savoir — 4 et 1.
Mais u, < —4 et ( u, ) . est décroissante, il est donc impossible que la suite converge vers [’un ou I’autre de ces

points. On en conclut que ( u, ) . diverge, et alors le théoréme de la limite monotone donne plus précisément

11m(un)”N = —o
oo Supposons maintenant que u# , > 4. La fonction f est décroissante sur ]4, + © [ et f (4 ) = — 4, par conséquent
u, = f ( u, ) appartient a ] —o,—-4 [ . On est donc ramené a la situation précédente : ( u, ) . est décroissante a partir
durang 1 (en fait, elle I’est méme dés le rang 0 ), et ’ona | lim ( u, ) G =®

3.a. On se réfere a nouveau au tableau de variation de f'. Cette fonction est continue, strictement croissante sur

] -4, 0] etstrictement décroissante sur [0, 4[,avec f(—-4) = f(4)=—-4cet f(0) = § , on a donc

f(]—4,4[) =}—4 ,;]Onendéduitque:

.o f(}_4,%}]cf(]—4,4[)=}—4,§} :}—4,g}eststableparf, donc

pourtoutnzl,une}_4,%}

. . . 4 4
3.b. e La fonction f est continue, décroissante sur {0 , 3 } onadonc f ( 5

J)-
([0 4] 2 2] a2 s 5] o
0. 4]

e o A fortiori, les suites (u . ) n>p €t (u A ) . > sont avaleurs dans [O >3 } Elles vérifient les relation de

3]

} est stable

[SHIFN

par f,donc| pourtout k € N,siu, E|:0, },alors Vunzk, u, e{

récurrence u , (n+1) = fof (u“ ) et Uy, = fof (uzn o ), et, comme f est monotone sur ’intervalle ( f —

4 . .
stable) [O '3 }, f o f yestcroissante. Il en découle que (u . ) n>p €t (u A ) . > sont monotones. En outre, ces

deux suites sont bornées, elles sont donc toutes deux convergentes. Comme f o f est continue, leurs limites respectives ne

peuvent qu’en étre un point fixe.

Or pour tout x € R,



fOf(x)=x©§{4—(§<4—x2)jz}:x

{4—(%(16—8# +x4)ﬂzx

@21—7[20+8x2—x4]:x

=

W | =

o xt —8x? +27x-20=0,
puis, en utilisant le fait que les points fixes — 4 et 1 de f sont aussi points fixes de f o f , on obtient
fof(x)zx@(x—l)(x+4)(x2—3x+5)=0©x=—40ux=1,

car le polynome x> — 3 x + 5 n’admet pas de racine réelle.

. . 4
Il n’est pas possible que (u 2 ) a> i OU (u S ) . >  tende vers — 4, car elles sont a valeurs dans [0 '3 }
Par conséquent, . liralw (u 2 ) nek = Lm}w (u I ) 2>k = 1,etlon sait qu’alors également

la suite ( u, ) converge vers 1

neN

[OSHINN

1 4
3.c. Onsaitdéjaquepourtout n e N, u, € } -4, ]Comme onsupposedeplusque V n, u,h ¢ [0 '3 },on a pour

tout n, u, € ]— 4,0 [ Sur cet intervalle, la fonction ¢ est positive, (u . ) " est donc croissante, et en outre (u . ) "

est majorée (par 0 ), par conséquent elle converge. Sa limite est un point fixe de f, et appartient a ] -4, 0] (— 4 estexclu

de par la croissance de ( u, ) . ). Mais f n’a pas de point fixe dans ] -4, O] , ceci est donc impossible.

S 4 o
On a donc montré, par I’absurde, qu’il existe £ € N tel que u, € {0 '3 } . On peut dés lors utiliser le résultat de la

question b. , et conclure que | si | u < 4 alors (u converge vers 1
0 ? "JneN

Exercice 8
Rappelons que la méthode de Newton, également appelée méthode des tangentes , permet de déterminer une approximation
d’une solution d’une équation du type f ( X ) = 0, en construisant une suite convergeant vers la solution de cette équation.
Naturellement, la fonction f doit vérifier certaines conditions pour que cette méthode aboutisse, conditions que 1’énoncé
fournit évidemment.

1. Lafonction f est continue, strictement monotone sur 1’intervalle [ a,b ] ,et f ( a ) f ( b ) < 0.D’apres le théoréeme

des valeurs intermédiaires strict , fil existe donc un unique réel ¢ € |a, b telque f (¢) = 0.

2.a. et 2.b. e Lafonction g: x > x — %}c)) est bien définie, de classe C' sur[a, c],etpourtout X e [a, c] :
x
bl 2 _ 2 "9
R VA £3) R A € VA €I A I VA C

(£7(x))° (£7(x))°

Il en résulte que g est continue, strictement croissante sur 1’intervalle [ a,c ] ; elle réalise donc une bijection de [ a,c ]
vers [g(a), g(c)].

Deplus: g(c¢) = ¢ — J{(—C):ccarf(c)zo,etg(a) =a - M>acarf(a) > 0, et

"(¢)



3.a.

f(a) > 0.0nadoncg([a,c]) = [g(a),g(c)] cla,c].
Maintenant :

e u, = a appartient a ’intervalle [a, c ] , sur lequel la fonction g est bien définie, et qui est stable

par g ; lasuite ( u, ) . > o estdonc bien définie, et a valeurs dans [ a,c ] (on peut, si ’examinateur le demande, prouver

cela par une récurrence facile).

e Lafonction g étant croissante sur [ a, ¢ |, lasuite (u, ) _ , est monotone. Elle est évidemment bornée (pour tout

n,a < u, < c), donc(d’apres le théoréeme de la limite monotone) (u ; )n . , estconvergente. Notons ( sa limite.

n

e Lafonction g étant continue sur [ a, ¢ |,  estun point fixede g: g () = (, ce qui revient a dire que

~ F(0)
£o(0)

,ouencore que f () = 0.Oronsaitque c estleseul pointde [a, b ] enlequel f s’annule. Par

conséquent, | la suite (u " ) converge vers ¢ |.

n =0

Les fonctions | f’ | et f’’ sont continues sur le segment [ a,b ] , elles y admettent donc un maximum et

un minimum : m = [min]|f ’| et M = fna)ﬁ f 7’ sont bien définis.
a,b a, b

Pourtoutn e N, ¢ -u,,, =

Comme f (c¢) = 0,onobtient ¢ — u,,, = -

e 1§ M
On retrouve ainsi le faitque ¢ — u,,, = O,etona: | ¢ —u,,; < —I (c —t)Mdt < — (c —un)z
m

2m

Initialisation

Ona0 < c¢c—-u, =

Hérédité

Soit n € N, supposons # (n).Alorsd’aprés a.,0<c —u,,, < g (c -u, ) %, d’ou par hypothése de

2
récurrence, 0 < ¢ —u,,, < q{(l(q (C—uo))sz} ,

soit: 0 < ¢ —u

Conclusion



Ona # (0) etlapropriété # est héréditaire, d’ou 9 (n ) pourtout n € N.

Cet encadrement assure que la convergence de ( u, ) , vers ¢ est treés rapide : a partir d’un certain rang &k, ona

n e N

a=gq (c —u, ) < 1, et alors la différence ¢ — u, tend vers 0 plus vite que K . a 2" (K constante).

Exercice 9

1. Soit n € N".Lafonction f,: x > x" + x 2 4+ 2 x — 1 est continue, strictement croissante sur R , , donc

réalise une bijection de R , vers [f,, (0), lim f, (x)[ ,c’est—a—direvers I = [— I, + oo[.Comme 0 appartienta 7, le

X = + 0
théoreme de la bijection assure qu’il existe un unique élément x , de R , tel que f, ( X, ) =0.

on en déduit que x, € [0,%},la

n?

1 .
2. Onremarque quel’ona f, (Ej >0=f, (xn ) ; par croissance de f’

suite (x . ) - est donc bornée. Il en résulte aussi que :

ne

n 2 n+1 2
«fn(anrl):('anrl) +(xn+l) +2xn+l_12('xn+l) +('xn+1) +2‘xn+l_1’
soit: f, (an) 2 f . (le) = 0. Mais alors f, (le) 20=71, (xn) ; en utilisant a nouveau la croissance de f', ,
il en ressort que (x,,) .- estune suite croissante. Alors, d’aprés le théoréme de la limite monotone, (x,,) .- converge.
n e n e

Soit ¢ sa limite.

En passant a la limite dans 1’égalité f (xn ) =0,ilvient: (> + 2( — 1 = 0 (lim (x” )n = 0 puisque x , appartient a

1 . . . .
[0, E:l) Les racines de I’équation X > + 2 X — 1 =0 sont —1 % \/?, et —1 — \/? est strictement négatif, donc

|,€=—1+\/7|.

3. D’aprés 2., onpeutposer x, = ( — €

ou ( €, ) est une suite de limite nulle.

no

n 2
D’autre part, I’égalité f (x” ) = 0 peut s’écrire : (xn) =1-2x, - (xn) , OU encore, :

(6-e,) =1-2(c-¢,)-(r-%¢,),

soit: (£ —e,) =(2e,+20e, —&))+(1-20-107).

n 1 . . . . 1
On a donc (( - an) ~2(1+()e,.Comme 0 < ( —¢g,6 < Eépartlrd’uncertamrang,cemprouvedéjé: e, = 0( Y j

n

~2(1+()e,.Onobtient 2(1 + ()e, = [8 + 0(%}] , puis en passant sous

oo w1+ 0(])) = e[ wme e mm[1+0[))]

n
exp(nlnﬁ+7j :exp(n1n£+0(1))

n

On réinjecte dans 1’égalité (C - €, )

forme exponentielle,

2(1+ 0)e,

Onen déduitque 2 (1 + ()&, ~exp(nlnl)=(",dou e, ~



1.

4.

4.a

4.b. On sait maintenant que v, = — +

Exercice 10
La fonction [, est continue, strictement croissante sur R, avec lim f, = —oo et lim f, = + c.D’aprés le théoré¢me des
—® + o

valeurs intermédiaires strict, il existe donc un unique réel « , tel que f, ( u, ) =0.
De plus, puisque f, (0) < 0, la croissance de f,, assure que u, > 0.

1 . o
Pour tout 1 € stn(”n+1) - fn+1(“n+1) = et _lnr D est strictement négatif, car u > 0.

n+1
Mais f, ., (qu) = 0 ;onadonc f, (uH,) < 0, soit fn(unﬂ) < fn(un),et,parcroissancede S/ »onen déduit

que u < u, :lasuite (u . ) est (strictement) décroissante.

n+1

On a montré que ( u, ) est décroissante, a valeurs positives, elle est donc convergente. Notons ¢ sa limite. Si I’on suppose

{ > 0, on obtient par passage a la limite dans ’égalité ¢ "“" + u, — 2 = 0 une contradiction immédiate. Par conséquent,

( u, ) converge vers 0 .

L’égalité ¢ """ + u, — 2 = 0 donne bien nu, = ln(Z - un) (1).

In 2

. Comme limu, = O,onentire: nu, = 1r1(2 + o(l)),d’oﬁ u, ~ —.

n

In 2 vV,

,avec lim v, = 0.Enremplagant dans (1), il vient :
n n

m(z _m2, o[lj] _ m[z[l 2, o(im,daou
n n 2n n

In2 +v, —1n2+1n(1 —ln—2+o(ljJ=In2—ln—2+o(—j,etvn :——+o(l).0nadoncbien

In2+ v,

n n 2n

o _h(2) m(2) +O(Lj.

2
g n 2n

In(2) In(2) w, ) , )
-5, + n—z,avec limv, = 0, et]’on remplace dans (1),ce qui donne :
n

1n2—1n—2+&=1n 2 l—ln—2+ ln22+o(%j .
n n 2n 2n n

, In 2 w, In 2 In 2 1 In 2 In 2 1 In 2 ? 1
Il en résulte que — — + =hh|l-—+— +°| — =| -—— + ol B e +eol —5 |
n n 2n 2n n 2n 2n 2 2n n

4ln?2 — In22 1n(2)_ln(2)+4ln2—ln22+o(1j

On recommence : u . =

puis en simplifiant, w, = ————  , etainsi 4, =
! 8n ! n 2n’ 8n’

1.

Exercice 11*

e Montrons déja que ( u, ) . ot ( v, ) , sont monotones, de monotonies contraires.
n e n e

Procédons par récurrence ; pour tout # € N, on définit la propriété 9 (n ) par

H(n)@unSu <v <v

n+ 1 n+1 n*

Initialisation

Onav, — u, :a(cos(e)—l):%coszezO.



On en déduit que u, = > =u,,
2 2
u, +v, Ve + v,
etque v, =, Ju, v, = — |V, < — |V, =V,.
2 2
. : Vo T Vo Uy + v, , .
Il en résulte aussi que v, =,ju, v, = MIT > ulT = u,,etl’on a donc bien

Heérédité
Elle se prouve de facon analogue a I’initialisation :

Soit n € N ; supposons # (n).

Al < d v n+1 +un+l < it <
Orsvn+l—un+1’ onc ————— 2 —un+l’SOI Ll —un+1

\% v + v

n+l n+1 n+1
Deplus, v, , , = un” \/ Viir 2 5 Ve T Ve
t f- _ 1+vn+1 < un+l+vn+1 _
etenlm v, , =4, ., V, 2 = U, 2 2 SU,in o
onadoncbien # (n +1): v, <v, ., <u, ., <u,,

Conclusion

Ona H ( n ) ,etVneN,H ( n ) = H ( n+1 ) , on en conclut d’apres le principe du raisonnement par récurrence que
VneN,H ( n ) .

En particulier, pour tout n, v, < v, , etu, = u,,, :lessuites (u \ ) et ( v ) sont bien monotones et de
neN "JneN

n

monotonies contraires.

e o Pour prouver que (u . ) . ot ( v, ) , sont adjacentes, il nous reste a prouver que lim (u L=V, ) = 0. Pour

n —> +x
cela, commengons par noter que ( u, ) . est décroissante, minorée par v, et que ( v, ) ., ost croissante, majorée par u , ;
n e n e

d’apres le théoréme de la limite monotone, ces deux suites sont donc convergentes ; notons ¢ et {’ leurs limites respectives.

+ v, L+ 0

u
Onalimu,,, = (,soit lim "T = ( ;il en résulte que — (,d’ou ¢ = (’,etceci achéve de prouver que

(un)neN et (v,,)”N sont adjacentes

u, +v 0) +
2.a. Onau, = — Ozacos( ) 2 donc : u, = acos’ 9
2 2 2
s 2 (0 0
On en déduitque v, = Ju, v, =, a” cos 5] = a cos >

2.b.  On procéde a nouveau par récurrence ; soit, pour tout 7 € N, @ ( n ) la propriété définie par :

) (=)
et u, =v, cos| —
27!

e(n) e |v, =all cos(

Initialisation



0 0
Le produit vide H cos (Zij vaut 1 par convention, donc v, = a H cos EZi"j . L*¢égalité
k=1

k
k=1
0 L
u, = acos(0)=v,cos| — | estune évidence.
2

Heérédité

Soit n € N, supposons P ( n )

e Dapres®(n), u,,, =——"—=v

ee Onendéduitque v, = Ju,, v, = \/vf cosz(%j = vncos(zneHj ; comme par hypothése de

n 9 n+1 e
récurrence, v, = a H cos(z—kj,onentlre v, ., =a H cos(z—k)

k=1 k=1

0

- 2

eee Onamontréque u,,, =v, A cos | —— |etv, ., =v,6 cos| — |,onadonc
2n+l

0 S T A 1
u,, , =v, ., cos (F . Ceci achéve d’établir @ ( n+1 ) , et met du méme coup fin a la récurrence.

2.c. Une nouvelle récurrence :

Onabien v, = a = a

sin(G)
gl sin(zne”j

2.d. D’apres le résultat de la question précédente : V. n € N, v, = a

Onadoncbienv,,, = a , et ceci achéve la récurrence.

sin(@)
0

2"sin[ j
2Il

Onadonc v, ~ aSln(O)zasm(e).
n— +w X 0 0
2"

sin (0)

On en conclut que | la limite commune de ( u, ) . ot ( v, ) . ost égale a a

sh(60) 0
3. Lorsque b > a,onpose b = ach(6).Onmontrequepourtout neN,v, = a—e,etun =v, ch Y
2"sh( J

Zn

sh (0)

(toutes les preuves sont analogues a celles qui précédent), puis que ( u, ) . et ( v, ) , convergent vers a

Exercice 12

1. Pourtoutn e N*, u, = sin(un,l) e[-1,1].S0it f: x sinx.Onaf([O,g}j =[0,1] < [0,%}:



. T T T .
I’intervalle {0, E} est stable par f et u, € [0, 5 } ,doncpourtout n € N, u, € [0, 5} . De plus, f est croissante sur
T . o -
[ 0, 5 } , ce qui assure que ( u, ) est monotone. Le théoréme de la limite monotone prouve alors que ( u, ) converge. Comme f°

est continue, sa limite ¢ est un point fixe de f. On étudie g : x > sin x — x sur [0, > } , et ’on voit que g est strictement

décroissante, et ne s’annule qu’en 0. On en déduit que ( u, ) converge vers 0 .

On peut préciser si ’on veut que ( u, ) N tend vers 0 en décroissant.
ne

2. Imprécision dans I’énoncé : on suppose désormais que u, € } 0, 5 } ,car,si u, = 0,lasuite ( u, ) est nulle, et le résultat

demandé clairement faux.

o o . oy .
Onav, = ( sin ( u, ) ) - ( u, ) . Comme ( u, ) tend vers 0, on peut utiliser un développement limité de sinus au

o
. e 3 ¢
voisinage de 0, etécrireque v, = | u, — 5 + o(un ) - (un) . Alors :

On en déduit que ( v, ) admet une limite finie non nulle si et seulement si o = — 2, et que dans ce cas cette limite est égale a 3

. . -2 2 1 .
3. Puisque lim [( U, ) - ( u, ) } = —, le lemme de Cesaro assure que 1’on a aussi
n— 4o 3

n—1

. -2 -2 1 . .
1_1)nl - Z ( ( Uy ) - ( uy ) ) = 3 (le lemme de Cesaro étant hors-programme, il faut en principe le redémontrer,
n 0 k -0

mais on I’admet ici : cf. ’exercice 3. du poly pour une démonstration).

, 1 -2 -2 1 , -2 no. .
Onaalorspartelescopage,nl_l)rriw;((un) - (”o) )zi.llenresulteque(un) ST g,dou
3
u ~ =z
n— +o n
Exercice 13
1. Ona
I1x2x3x4x..x(2n—-1)x(2n) (2n)! (2n)!
un = = = 9
(2><4><6><...><(2n))2 ((2><1)><(2><2)><(2><3)><...><(2><n))2 22"(1><2><3><...><n)2
!
doi | u, = L2
22" (n1)

2. Pourtout n € N, u  eststrictement positif, et

n



(2(n+1))!
Unir _ 22("”)((" + 1)!)2 _ 27%n (n!)* (2(n+1))!

u, (2n)! 220 (v 1))’ (20!

277 (1)
Ll aara)(ansny=t2itlog
4 ( n+1 ) 2 n+1
Ainsi, la suite ( u, ) . est décroissante ; elle est de plus minorée (par 0 ), donc, d’apres le théoréme de la limite monotone,
(u ., ) ., converge
. A nouveau, la suite ( v, ) Loy ot a valeurs strictement positives. On a pour tout n € N,

= <1.
v n+ 1 n+1(2n+2 4n + 120 +12n + 4

2 2 3 2
Vi n+2(un+1] _n+2£2n+lj 4n® +12n% + 90 + 2
u

n n

La suite ( \ ) , estelle aussi décroissante et minorée, donc convergente.
n e

On en déduit, bien sir, que la limite de ( u, ) . est égalea 0.

n e

. Rebelote : la suite ( w, ) est a valeurs strictement positives a partir durang 1, etpourtout n € N * :

ne

2 2
Woir n+1{ U, | n+1(2n+1 _4n3+8n2+5n+1>1'
w, n u, n 2n + 2 4n +8n% + 4n '
la suite (w") est croissante. Comme pourtout n € N*, v, > w,, on en déduit que o > 0.
2 >0 o
Onaalors (n + 1)u, ~a,dovu, ~ [—=
n
Remarque
On montrera dans le cours sur le Chapitre Séries la formule de Stirling: n!  ~ n"e " (2nn.
n—+o
.. . (2n)! e 1
En utilisant la relation u, = ——————, on en déduit facilement que u , ~

TR

227 (n1)?

Exercice 14

. Lafonction f: x

est strictement décroissante sur [ 2, + oo .

xIn x
1 k+1 dr k+1
. Onapourtout k£ > 2 : = I > J . On somme et on utilise la relation de Chasles ; on obtient :
klnk . klnk , tInt
1
S 1 "o dr d 1 +1 In(n+1
> > | dou Y >[In(In(¢))]." = n(n+1))
= kInk 5 tlnt = kInk 2 In(2)
. . . U
. Erreur d’indice dans 1’énoncé, on va montrer que pourtout n = 3, u, — u,_; = —r
nlnn
. u n—2 , . .
Larelation u, = u,_; + - valable pour tout n > 2, prouve par une récurrence facile que pour tout n, u, > 0, puis
nlnn
. . N . Uy, _2 s A 1 N .
que la suite ( u, ) est croissante a partirdurang 1.Onapourtout n > 3, u, —u, | = , d’ou d’apres ce qui

nlnn



U

préceéde: u, —u,_; 2 .
nlnn

n

On en déduit que pour tout n > 3, i(uk - “kq) > u, z
k=3

, d’ou par télescopage, u, — u,

& kink k,3k1
On en déduit . i 1 u, < Panrds 2 . | In(n+1) u,
nenacduitque v, 2u, + u - ,pulsdapres . :u, 2u, + u;In -
Wt 22 T 2 e ) 2m2? PO S In(2) 21n2

en résulte que limu , = + .

ln(n+l)}_ U

4. Onprouve demémequesi uy < 0O etu; <0 :pourtout n 23, u, <wu, + u; In ,
In(2) 2In2

etlimu, = —o0.

Exercice 15

L’idée est ici de se ramener a des séries usuelles (exponentielles, géométriques ou géométriques dérivées).
n n+1 n n-1 n
1. PourtoutneN,u:2n 1 -4-l 3 :ln 1 +l 3 )
4n+1 4 4\ 4 8 4 4\ 4

<1,et:

n—1
s i 1 . 1
La série geometrlque dérivée z n ( Z . de raison Z , converge car | —

n =0
+ n—1 + o0 n—1
z(%j =zn[%j SN B ()
n=0 n=1 1

(le terme d’indice O est nul).

n
. . 3 . . e
La série géométrique Z ( — converge car sa raison est strictement inférieure a 1 en valeur absolue, et ’on a

nx=0

< (3) 1 o : 2 3"
z [—j = —— = 4. Par linéarité, la série z L ++] est donc convergente, et :
n =0 4 1_2 n>0 4"
4
2n+ 3" 1 & o1 E(3) 4 13
z n+ 1 I + — > =—+1=| —
izo 4 8 4, =\ 4 9 9
_ ) ) B i+ 1 —i+1)"
cos e fn " cos e " 11¢ 11¢
2. Une formule d’Euler donne pour tout » € N : () _& *e () :_( ) +_( )
n! 2 n! 2 n! 2 n!

( l+1)" ( —tJrl)'7
Les séries exponentielles Z —— et z sont convergentes, de sommes respectives :

n =0 n>0

i( . ) —exp(e”l):exp(ecos(l)+iesin(l))ze“"s(')(cos(esin(l))+isin(esin(1)))

—i+1\"
et Z (e ) ems(l)( cos(esin(l)) - isin(esin(l))) (méme technique).
n=0
Par linéarité, la série Z COS( . ) ° est donc elle aussi convergente, et
n=0 n:

& cos(n)e™” 1 & ( ,+1)"
L Tal

n=20 }’l'

+ oo —-i+1)"
z ( ) ems(l)cos(esin(l))

Nl—ﬂ




. On transforme de maniére a se ramener a des séries géométriques dérivées. Par exemple (mais d’autres transformations

sont possibles),

S
w
Il
—
S
+
Ju—
~
—_
S
+
N
~
—_
N
+

3)-6n* —1ln -6
=(n+1)(n+2)(n+3)-6(n+1)(n+2)+7n+6
=(n+1)(n+2)(n+3)-6(n+1)(n+2)+7(n+1)-1,

donc pourtout n € N :

3

= (n e D) (n 4 2)(n +3)(%jﬂ 6(n+1)(n+ 2)(%)" +7(n+1)(%j" _(1]«

2

Les séries géométriques dérivée troisieéme, dérivée seconde, dérivée tout court et la série géométrique intervenant ici sont

3
toutes convergentes, car de raison strictement inférieure & 1 en valeur absolue. Par linéarité, Z —- converge, et :

nz0

[z nt1)(n+2)(n +3)(;j"]—6(§ (n+1)(n +z)(%jnJ

)1:02

Il
|
+
3
|

96 — 96 + 28 — 2,

&’
d _— =
onc z X
_ 1 n + oo _ 1 n
Z ( ) converge (série exponentielle) et z ( ) = e '
n=0 n. n=20 n '
n" . . n" .
z — diverge grossiérement| : en effet, hm( ' j = + 00 par croissance comparée
= n
. Pourtout N >1:
Yo(n+l) X ot 2n 1 n y 1 Yo
AV I rTerT S ) - _
HZ:“I n! Zl n! ,,Z::,( —1)!+ ngl(n—l)!+nz::,n!

I
()}
= =
| 1
S —_
xl,_
+
VR
Il
2|._. S
|
|
—
=
| —
Ju—
~
Ne—

NH*‘”,I?OI’!. N > +w

N -1
Ona lim Z i=e,etilestclairque lim ( 1'—1—;J=0.



2 ~— ( n+1 ) ?
Donc |la série Z ~———— converge, et Z —_—

nzxl1 n=1 n'

=5e —1].

Exercice 16
Toutes ces sommes sont télescopiques...

1. C’est ’exemple de base. Pourtout N € N ",

,1,1n(n+1) —i\n n+1
o1 u 1
- nzzll n n=1 n + 1
N 1 N +1 1
= Z - - changement d’indice dans la deuxiéme somme
n=1 n n=2 n +
1
=1 -
N +1
al 1
11 est alors immédiat que Nlim Z ﬁ = 1. Par définition de la convergence d’une série, ceci signifie que
- + o ioan(n +
+ o 1
la série converge, et que — =1.
nzln ) ,,Z:"ln(n—i-l)

2. Pourtout N > 2,

o=
—_
=
7\
—_
I
|>—a
©
~—
Il

En[e5) - Enl e
iln(n+l)+ iln(”_l)—zilnn_

n=2 n=2 n=2

En changeant d’indice dans chacune des deux premiéres sommes, on obtient

y In 1—— N+llnn+ lnn—2 In n,
)3

n=2 n=3 n=1 n=2

N
d’ou, par télescopage : Y| ln(l - Lj =In(N+1)-InN-2In2+Inl= ln[N]:/r 1} - 2In2.

2
n=2 n

N - +o© — + o
n=2

N
Ona _lim 1n(NA“;1j:0,donc lim Zln(l—%j:—zlnzz
n

La série z ln(l - sz converge, et z ln(l - sz =—-2In2
n n

n=2 n=2

3. Pourtout N > Zln{nn +1) )J:Z}ﬁllln(n 1) =S hn- Y n(n+2)

n=1 n+2 n=1 n=1

On fait encore des changements d’indices, par exemple dans la premiére et la troisiéme somme, et I’on trouve :

2 + +
iln[MJ:ZNzllnn— Zlnn—szlnn
1

n= n(n+2) n=2 n=1 n=73

n2+mI(N+1)-In(N+2)

In2 + In N+ 1 .
N +2




2 T w 2
La série Z In ((11+—1)2)J converge, et Z In ((n+—l))j =1In2

S n(n+ n(n+2

n =1

N _ 1 n+1
4. Pourtout N > 1 :sil’on écrit la somme Z % sous forme développée, on
n=1n+ (=1

s’apercoit que I’on a affaire a une somme partielle de la série harmonique alternée...

+ oo (_1)n+1
Et on conclut que z —_ =

( ) — In 2 (cf. exercice 24. et 25. pour le calcul de la somme de la série harmonique alternée).
n=1n+ (=1

5. La technique est archi — classique :

Ona 4n2—2 = 4n - 2 , et’on cherche donc a, b et c tels que pour tout n > 3,
n(n —4) n(n—-2)(n+2)
4n2— 2 - b + . On obtient apreés calculs :
n(n _4) n n+2 n —
4n - 2 11 5 1 3 1
- = - + = s
n(n2—4) 2n 4n+2 4n-2

et on en déduit que pour tout N > 3 :

al 4n — 2 _lil_éZN: 1 +§N 1
n:3n(n2_4) 2~ n 4~ n+2 4~n-2
Il ne reste plus qu’a achever le télescopage
N 4n — 2 1 &1 N+2 N -2
n— =—> —- 3 Z 4+ — changements d’indices
n=3 n(” 211 3 n 4 -5 N 411*1”
1{1 1 '21 1 1
T2 3 4 5 n N-1 N
5 =7 ] 1 1 1 1
— +_
4[[2 ] N -1 N N + N+2J
PN T ’21
4 2 3 4 ,,_5 n
_8+6+36+18+12+9 3 1 31 5 1 5 1
48 4 4 N 4N +1 4N +2°
N _ N —
donc Z # - ¥ + o(1).Bref, lim # = g,donc
n:}l’l(l’l _4) N~>+oo 48 N~>+ocn:3 }’l(}’l _4)
nz}l’l(l’lz—“-) T n(n2—4) 48|

Exercice 17

1. Cette série est a terme général positif et majoré par celui de la série z 37

La série Z 37 étant convergente (comme série géométrique de raison strictement inférieure a 1 en valeur absolue) :

ILa série z 3

est elle aussi convergente|.
+ n

n

2 _ . , .
2. Pourtout n € N, il e""2 V" Or Par croissance comparée, lim (n In2 - n ) = +
n n — +o
e

>



n

et ’on a donc également lim ( g2 ) = + o0 . Ainsi, le terme général de la série Z

n—+wo

ne tend pas vers 0, et il

n

s’ensuit que Z est une série grossi¢rement divergente, donc divergente|.

eV

e Premicre idée, déterminer un équivalent simple du terme général de cette série, et s’en servir pour conclure :

et I’on sait que la série (de Riemann) z \/_ diverge. z est donc

1 1
a1/n+1+\/7"—>~+°°2\/7 ,/n+1+\/_

elle aussi divergente.

e ¢ Deuxiéme possibilité : multiplier par la quantité conjuguée transforme la somme partielle S, = Z ————— en

:01/n+1+\/7

somme télescopique, somme que 1’on peut donc calculer.

En effet, pour tout n € N :

I 7 2 A I S
e R i e P 3 e Bl RS e LR O

etil s’ensuit que pourtout N € N : §, = i («/n +1 - \/7) =JN +1 - 1.

n =0

On retrouve a nouveau lim S, = + oo, et on en conclut comme précédemment que divergel.

la série z ;
N 5> + o ’ \/ﬁ‘f‘\/;

| 1 . . 1
4 _y (lJ =0 ((—1)'] et la série exponentielle Z ﬁ converge absolument, donc Z n_:1 converge.
n—1)! n—1)! n!

n=1

_ Inn)" . g .\
(Inn) e = (—j — + oo : la série Z (Inn)"e™" diverge grossiérement.
n

1 . . 1 . " .
~ — et la série harmonique Z — est divergente, de terme général positif, donc Z
n

diverge.
n- +1 n 1 g

Exercice 18*

. Posonsu, =In(n)+aln(n+1)+bln(n+2).0Ona

., ln(n)+aln(n(1+— ]+bln( 1+— ]

(1+a+b)1n(n)+aln( j+bln(l+zj
n

:(l+a+b)ln(n)+ﬂ+ (—zj

n n

<
Il

=|>—~

et alors :

o Sil+a+b=#0,u, ~ (1 + a + b) In (n) et donc ne tend pas vers 0 : la série Z u , diverge grossierement.

n

a+2b . . ‘. . .
Oeta+2b#0,u, ~ ————,et, par comparaison a une série de Riemann, Z u, diverge encore.

n

o Sil+a+b

. 1 . . L .
e Sil+a+b=0eta+2b=0,u, =0 (— . A nouveau par comparaison a une série de Riemann, 2 u, converge.
n

a+b=-1 a=-2
a+2b=20

Ainsi, z u, converge si et seulement si { , Soit si et seulement si b <1

. Maintenant, ) u, estlaséric », (In(n) - 2In(n + 1)+ In(n + 2)),que’on peut espérer fortement télescopique.

nz1



Pourtout N > 1 :

N

z (1n(n)—21n(n+l)+ln(n +2))

n=1

N

m(n)-23 m(n+1)+ Y n(n+2)

Il
TMz

1 n=1 n=1
N N +1 N +2
= > In(n)-=2) In(n)+ > In(n)
n=1 n=2 n=3
=-2In(N+1)+In(N+2)+In(N+1)-In2
=—2ln[N+2J—1 2
N +1

Ilen résulte que » u, = Jim [—2111(?(}‘* ?j - lan: -2 |

n=1 +

Exercice 19

N N
. Pourtout N > 1, HZ::I ﬁ = nzzll (i - l+1j =1- N1+ " (somme télescopique), d’ou
lim i _ = 1 :lasérie Z _ converge, et iﬁ S =1
N—>+oon:ln(n+l) n(n+1) n=1n(n+l)

. On utilise le théoréme spécial des séries alternées (point 3. rappelé en préambule de cette section) :

(-1)"
Jn(n + 1)

0 KR I U K G 0 LR N 0 ) KON O IR R
]n[l+\/n(n+l)J_\/n(n+l) 0[ n(n+l)} CJn(n ) O(;ﬂj’d '

AU (-1’ (="
e Par comparaison a une série de Riemann, z In| 1+ ) - \/ converge (absolument).
1

\/n(n+ n(n+l)

_ n _ 1 n
ee D’aprés 2., Z (—1)) converge. On en déduit que z In {1 + (—))J converge.

1

la suite | —————= est décroissante et tend vers 0, donc Z converge.
n(n+1) .
n

Exercice 20
e 1 T a 1 . Ta 1 Ta
. Onawu, =cos| —-——— |=cos| =|1 - — + O| — =sin| — +0| —||==224+0
24 a 1 2 2n n? 4n n? 4n
+ ot
n n

Comme — est a terme général de signe constant et divergente, on en déduit que u , diverge.
" g g g n

. . : - o - . 1
. Par croissances comparées, lim x*e™* = 0,dou lim n’e I 0.1lenresulteque v, = 0| — |.
X >+ n— 4o n

» . 1 . A
La série de Riemann z — converge absolument, il en est donc de méme pour Z V.
n

1
w, :exp[nzln(l—ljj:exp(nz(—l— 12 +0(%jj} ~ e e ",
n n 2n n no>

La série géométrique e~ " converge absolument, donc w, converge.
n

Exercice 21



2n n 1

1 2 1 . .
Zn:HT Py _\/7 Z,Z:lj \/_[nkz_llf[ j],oufestlafonctwntl—)

n

1+t

. 1 k . .
f est continue sur le segment [ 0,1 ] et I’on reconnait en — Z f ( J une somme de Riemann. On sait alors que
n i n

T ( J jf =2(J2 -1). Onendéduit'k_nHT 2n (Y2 -1).

n—>+oonk71

2. La fonction ¢ est décroissante sur [2, + [ , donc pour tout £ > 2

tint
"fl dr Skr dr g"r A 1 S"f‘ a1
¢ (k+1)In(k+1) . tlnt . klnk (k+1)In(k+1) .tz klnk
(S " noo
Ensommantcesinégalitéspourke{2,...,}1},0nobtient:kZ::3 P < J; o7 Skgz P
i 1 1 <”f‘ i
d’ou + <
kink 2In2 nlnn 3 tlnt P
n+1
Ona J; e ln(n + 1)) - ln(ln(2)) ~ In (n) ; ’encadrement précédent donne donc
i ! +0(1n(1nn))£1n(1nn)+o( (Inn) ) i , et ainsi i ~In(Inn)
~ knk - ~ kink

Exercice 22

Dans les deux cas, on cherche a appliquer le théoréme spécial des séries alternées (point 3. rappelé en préambule de cette section).

-1)"
1. Ona: Y ¥= > (-1)"u, avecu, :%.Ilestclairque u, — 0.D’autrepart, u, esta

! n+

>2 - >2 -
! nn(n) " nln(n)
valeurs strictement positives, et pour tout n > 2 :

! 1

ntn(n) [ . ] In (n)

‘ o [+(+2)

1
n (n+l)mln(n+1)

1 1 1
_en+lln[1_n+ljnn(n+l) ln(n) 1
In +In| 1+ —
() + 1))
1 In(n)
_antl n+1 en(n+l) 1




On en déduit que ( u, ) est décroissante a partir d’un certain rang. Le théoréme spécial des séries alternées permet d’en

—-1)"
déduire que Z Q converge.

n>2

nln(n)
_1
_1 n _1 n _1 n _1 n 2
2. Onaici: ( ) = ( ) =( a) [1+( q) ] ,d’ou :
n 03 n =
n® +(-1) L2 1+(—1a) 02 n
n
-1)" -1)" -1)" 1 -1)" 1 1
P ST ) I N
n® +(-1) n? n? 2n 2 2n 2
(=" : D e N
. z — estde la forme Z (—1) u, ,avec (un) = | — | decroissante et tendant vers 0. D’aprés le théoreme
n? n?
i » , (="
spécial des séries alternées, z — converge.
n2
-1)" -1)"
. ( ) — ( a) ~ 13(1 ; la série de Riemann Z - ost de signe constant, et converge si et
\/na+(_1) n? 2n 2 2n 2
. 2
seulement si a > 3
. (-1)" . . 2
Ainsi, Z converge si et seulement si o > 3

n® +(-1)"

Exercice 23

Tout le monde aura remarqué que les intégrales / , sont des intégrales de Wallis ?

. o . T . T X . . .
1l.a. Evident en étudiant la fonction ¢ — ¢ — 5 sin ( t ) sur [ 0, 5 } (on peut également raisonner par convexité de la fonction

sinus sur ce méme intervalle si on connait, mais ce n’est pas tellement au programme).

Lb. 0 < J, estclair. D’autre part, d’aprés I’inégalité prouvée en question précédente :

K K
<5 LA 2p >0 < n? 2 2p m’
Jp__[ 5 sint | cos (t)dt,doqu_TI(l—cos t)cos (t)dtzT(Ip—IpH).

0 0
T
2

le. Dans [, ,, = I cos () cos*” *'(¢)dt, on intégre par parties : les fonctions u : ¢ > sin (¢), v: ¢ > cos®? "' (1)

0

sont de classe C ' sur {O,g},avecpourtout t,u’(t)=cos(t)etv’ (t)=—-(2p+ 1)0052p (z)sin(r).

Ona / =

p+1 = | u’(2)v(t)dr ;intégration par parties donne :

O 3

SRR

I, = [u(t)v(t)} u(t)v>(t)dt =0+ (2p+1)[ cos>?(¢)sin’(¢)dt,

S o3
oS —o|a



Qo 1,,, = (2p+1)[ cos®(¢)(1=cos?(t))dt=(2p+1)1,~(2p+2)1,.,

S =3

2p +1
Il en résulte que / = —1 .
e lpr =, 2y
J 2 ! J S|
1.d. Ilestclairque 7, > 0.D’apres l.b.,OS—pﬁn— | - 2! , puis d’apres 1.c.,0£—p£n—
» 4 7, » 4 2p+2
Par encadrement, lim —% = 0.
p o +® ]p

T T
2.a. e Intégrons par parties dans / , = J‘OE cos P (¢)dt = J-OE 1.cos*”(¢)dt :

les fonctions u : t > cos *” (¢), v: ¢ +> ¢ sontdeclasse C', et pour tout :

u’(t)=—-(2p)cos? ' (¢)sin(t), v’ () =1.

L’intégration par parties est licite, et I’on obtient:
T

I, = joz v (t) u(r)de

= [v(e) u(r)

= [tcoszp(t)

S Nla ona
|
[E——
Cla
<
—~
~
N—
<
—~
~
N—
o
=

e o On intégre a nouveau par parties :

. _ . t .
les fonctions a: ¢ > cos 2? 1(t) sin(t), bt 5 sont elles aussi de classe C! :

pour tout ¢ € {O,g}, b>(t)=t,et:
a'(t)=cos?”(t) = (2p —1)cos?” *(t)sin?(t)

= cos??(#) = (2p = 1)cos® (1) (1 - cos’(1))

(2p)cos®”(t)—(2p —1)cos®”~*(¢t).

On obtient donc

I, = p[t2 coszp(t)]

S Na

[ (o) (2 )

g

=p(2p- 1)]()5 t?cos®” " 7(t)dt - ZpZI()E t? cos?”(t)dt,

soit: | [, :p[(Zp—l)Jp_1 —2pJp:'

J
2.b. On déduit de ce qui précéde que pourtout p > 1: (2 p — 1) ——

2p -1
2p

Ord’apres l.e., I, = I, .



- 1 Jp- :
el opiP o soit2p| 2l o2 :l,etl’onadoncblen
P 1 p

~
|
~

p=12P I Iy
J S J 1
Ona lim X =0 d’aprés 1.c.,donc lim Z — =2 0 Cest dire que la série S = Z — converge, et
N~>+OOIN N—)+oop:1p ]0 sl P
+ 0 J
que sa somme est Z L =222
= p Iy
i
+ o 1 E 7_52
On en conclut d’aprés ¢. que z — =25 =—
p=12P E 6
2

Exercice 24

< 1 & 1
1. Onaa, = — — Z ( j ou f estla fonction 1 = —— . Comme f est continue sur le segment [O, 1] ,
niTr . 8 on T 1 +¢
n
1
le théoréme du cours concernant les sommes de Riemann s’applique : lim a , J. f dt ce qui donne explicitement :
0
Pod 1
lima, = =|In(1+¢ =1In2.
n _([ 1 t |: ( ) :| 0

2.a. On peut montrer le résultat demandé par récurrence (c’est méme le plus simple, et, puisque le résultat demandé est donné, le

plus naturel). Ceci ne présentant pas de difficulté particuliére, voyons ici une preuve plus directe :

2n (_l)k+l 2n 1 2n 1 2n 1 2n 1 2n 1 n 1
I D B M B EED W HERE) WL
kgl k P e k:lk ko1 ko Tk ‘/:121
k impair k pair k pair
2n 2n
1 21 1 ud 1
doir S, 1os1 o$ o,
ik T STk Tintk

1
s =——— > 0,ona

2.b. D’apres le résultat des questions précédentes, lim S,, =lima, = In2.Comme S,,.; — S, 5 "
n+



aussi lim §,, .| = In 2 ; les suites extraites des termes d’indices pairs et impairs de la suite ( S, ) convergent vers In 2, donc

k+1
. o . . -1
( S, ) converge elle aussi vers In 2. Ainsi, la série harmonique alternée Z L converge, et I’on a
k21

+ oo _1 k+1

Exercice 25
. On va appliquer la formule de Taylor — Laplace (c’est-a-dire la formule de Taylor avec reste intégral) a la fonction

St In(1+¢)entre 0 et 1. Lafonction f estdeclasse C*,avec f (0) = 0 etpourtout k > 1,

(1) (k1)

f (k) ( x ) = . La formule de Taylor- Laplace donne :

(1+ x)k

f(1) = z f(lf) (1-0)" + j Mf”” ()dr, soit :

n!

1
n 1) k-1 L1 —4)" 1 1 - )"+t
On en déduit que | L—an :J‘thﬁj(l—t)"dt: | ) - .
et k o (1+12)" 0 n+1 . n+1
o , o o (- . , , (-
. Il est immédiat d’apres ce qui précéde que  lim Z ~——~—— = In 2 :la série harmonique alternée z ~—
n—+o k n>1 h

+ o0 (_l)k—l
converge, et Z ~—— =1In2.

k=1

Exercice 26

. Lafonction f,: x est définie, de classe C' sur ]1, + © [ , et pour tout x appartenant a cet intervalle :

xIn%*x
In%x + aln® 'x Inx + a oy .
fa’(x) = - 5 = - —— . Onen déduit que [, estdécroissante sur [Ba,+00[,01‘1
(xln“x) xIn®" x

B, = max(l,e_“).

o
On applique alors le critére de comparaison série / intégrale :

Posons 4, = LB(XJ + 2.Pourtout n > A,, [n — 1,n] et[n,n + 1] sontinclus dans [Ba,+oo[,donc:

1 1 1 1
< , etpourtout ¢ € [n - l,n], .
tlh*t nhn%n nln®n  tIn%t¢

pourtout r € [n,n + 1],

IN

On en déduit, par croissance de I’opérateur intégral, que

n+1 1 n+1 1 n+1 1 1
f dt < j dt, soit: j dt <
© tIn%t o onln%n © tIn%t nln%n

n

1 T 1 . 1 T 1
et: I dr < I dt , soit: < I dt ,
nln%n tln*¢ nln%n tln%¢

n—1 n—1 n—1



n+1 n

d’ou la double inégalité : J. ! dt <u, < I !

n

o thn® tIn
X
. In X
Si a =1, dx:[ln(lnx)])‘:m[n ) > 4w
5% Inx 2 X > +o
€0 1 A
Lorsque a0 # 1, | ——— dx = In'~%(x = n'"*(X)-In'""%“(2)) donc:
weo o1, o= o (|- () - (2)
X X 1
Sia <1, lim j—dx=+oo,etlorsquea>1, lim j dx = —
X >+ xIn® X—>+osxIn®x (a0 —1)In*"1(2)
T
Finalement, X 1—0‘ dx admet une limite finie lorsque X tend vers + oo si et seulementsi o > 1.
>xIn®™ x
e Sia>1:
S 1 T 1
D’aprés 1. ,onapourtout n 2 4, : ——— < J' dt, donc pourtout N = 4, :
nln“n , tIn®¢
N N n
nga nin%n Z/‘jan“: tln®
N 1 N
On transforme cette inégalité en utilisant la relation de Chasles. On obtient < dt
wea, nIn%n 7 tIn®
d’ou, d’apres ce qui précede : i ! < ! !
' .n:Aanln“n_Ot—llnaflb.
N
La série z est a terme général positif, et la suite de ses sommes partielles Z est majorée
nia, nIn%n i, nln%n y

o

par est donc elle aussi convergente|.

1 L o
———» donc la série Z — converge. [La série Z -
o—1In b nea, nIn%n wsanln%n

ee Sia <1:

n+1

1 1
D’aprés 1.,onapourtout n =2 4, : ——— 2= I dr.
nln®%n tIn®

n

Passant aux sommes partielles, on en déduit comme précédemment que pour tout N > 4,

n+1 N +1

N 1 N o nt 1
> > > = | dr
psa, nIn%n 25 0 tIn? ; tIn%t
N +1 1 N 1
Mais d’apres ce qui précede :  lim I dt = + o ;onadoncaussi lim = + oo, et par suite :
N >+ tIn%¢ No+o = pln®n

[«

la série Z

n>2nln n

est divergente,

Exercice 27



1. Facile avec une double intégration par parties (dériver deux fois t > — ¢ 2, intégrer deux fois ¢ > cosnt).
I

2. Ce calcul a déja été fait (cf. exercice 4., sur lequel je recopie) :

Pour touts € |0, [ etpourtout m € N, on a grace aux formules d’Euler :

1+i cos (nt) ! li ( ’i"’)
2 & 2 2,45 ’
soit :
l < 1 - int < —int 1 i0t < int < int
—+ > cos(nt) = = + > e + ) e = —le+ > e + e
2 n=1 2 n=1 n=1 2 n=1 n=-m
1 < 1 < it \"
= — — e .
2n:z—:m 2n:Z—: ( )
m . n
Comme ¢ € ]0, n[,la somme géométrique Z (e”) est de raison différente de 1. On en déduit que
n=-m
1 — raison nb de termes
i(2m+1)¢t
z R 1-e'’!
n=-m premier terme
[ —

1 — raison

On arrange classiquement 1’expression obtenue en mettant en facteur, au numérateur et au dénominateur, les « demies

2m+1 2m+1 2m+1
m i 3 t -1 2 t i 3 t
. . ;. it \" —imt © (& — €
exponentielles », ie. en écrivant que Z e ) =e ;
n=-m i—t —i—t i—t
e e 2 -—e
.. (2m+1
m —2isin| ——¢
P . . it n 2
Il ne reste plus qu’a simplifier ; on obtient Z ( e ) = s
n=-m —21sm(tj

Nl—t
N|—~
Ms

m
et I’on a donc z cos(nt) =

=t
it\" -y N = )
(e ) 2 2sin(ltj
2

3.a. Le résultat a démontrer ici est trés classique, et porte le nom de lemme de Riemann-Lebesgue.

On intégre par parties (les fonctions mises en jeu sont bien de classe C '), et I’on obtient :

™ T ™ U

E';f(t)sinktdt:[—%f(t)cos( } %.([f’ cos ( )dt:% %.([f’ cos (At)dr.

— W Lm0 R

est évident que . lim B e—— 0. D’autre part, la fonction f ’ est continue sur le segment [0, n],elleyest
>+

T M r
0, , M dt = ——, d’ot
[0, 7] {'; t . ou

donc bornée. En notant M un majorant de

%.:[f (t)cos(At)de| <

. 17
xlirriwx‘l‘f’( )cos (A t)dt = 0.0Onadonc bien Llrriwj‘ f(t)sin(rt)dt = 0.
ziﬁ — 1
3.b. On utilise le théoréme de prolongement C'. La fonction f : x > T[—t estde classe C' sur |0, ], et:

sin —
2



e /(1) = - % don lim f (1) = -2
2
(_ljsmt_l[ltz—tjcos
') pourtoutte]O,n] f’(t): T 2 2\ 2n o
sinzi
2
1 1 1
(1) = (;_1](;+0(t3))_2(2n12 ](1+0( )) ) EZJFO(IZ)
t—>0 t42+0(t3) t—>0 i+0(t2>

. 1
etainsi lim f’(¢) = —.
t—>0 f ( ) T
D’aprés le théoréme de prolongement C ', f est prolongeable en une fonction C' sur ] 0, n ] . Ce prolongement est obtenu en

posant f (0) = — 2, et vérifie /7 (0) = l
n

4. On rassemble les pieces du puzzle :

N m 1 m
e D’apres 1., pourtout m € N~ : Z — = Z

n=11 n=1 0 n=1
. (2m+1
moop E( R G
e On déduit alors de 2.quez —zzj(—tz —IJ -——+ ————~< |dt ,d’ou:
n=11"n o\ 27 2 2s1n(ltj
o1k %tz ! 2m + 1 T 1
Z_sz‘ T 1 sin( m2 tjdt+j5{l—2—t2jdt.
n=1"n 0 ZSin(tj 0 T
2
Tl 1 t " ?
o Il est apeu prés immédiat que I |t - —t?|dr=| — - — = — . D’autre part, d’aprés 3.b. la fonction
0 2 2n 4 12w 0 6
2n

est (aprés prolongement) de classe C ' sur [ 0, ] , donc, d’apres 3.a. :

275

lim I I sin( 5
"R 2511’1(22‘)

m 1 2 1 + 0 1 2
Il résulte de tout ceci que  lim — = : la série — converge, et — =
q "o+ o0 Z 2 Z n g g 2
- 1 1 1 1
5. Remarquons déja que les séries Z 5 et Z 5 convergent, par exemple parce que 0 < > < —
( 2n ) ( 2n + 1 ) 2n ) n



et 0 < S S < R D’autre part g ! _1 g € d’ou, d’aprés ce qui précede : f ! = n_Z
T (2n+1)? n? S (2e)t A4S et S (2n)? 24
+ o0 1 + 1 + 1 + o0 1 + 1
Enfin, + _— = — + — = —-, etil en découle que
n§1(2n)2 n=1 (2n+1)2 n=1 nZ n:zl n2 ngl nZ
n pair n impair
2 + o0 2 +© 2
L ! = —, soit Z ! -



