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Suites numériques

Résumé du cours de premiére année

PC

0.

Préliminaires sommatoires

1. Sommes classiques

a. Somme des premiers termes d’une suite arithmétique ou géométrique

Proposition 1

i — Somme des premiers termes d’une suite arithmétique

Soit(u n)

ne

(b—a)(b-a+1) u

une suite arithmétique de raison ». Alors pour tout ( a, b) eN?,a<b:

b
Zuk:(b—a+l)ua+
k=a 2

r:(b—a+1)aT

= | ( nombre de termes ) X ( moyenne du premier et du dernier terme ) | .

ii — Somme des premiers termes d’une suite géométrique

Soit(u n)neN

une suite géométrique de raison ¢ # 1. Alors pour tout (a, b) eN? a<b:

b 1 — q b—a+1 1 — raison nombre de termes
> uy =u, ————— = | (premier terme ) x :
Py 1-g¢q 1 — raison
b. Autres sommes usuelles
Nom Valeur Degré d’importance
Somme des premiers entiers n n ( n+1 ) a connaitre impérativement
2 k=
k=0 2
Somme des premiers carrés i L2 n ( n+1 ) ( 2n +1 ) a connaitre
k=0 6
- 5 " "
Somme des premiers cubes i . [ " ( P )] Mieux vaut connaitre
k=0 2
Formule du bindme de Newton n n ' . " a connaitre impérativement
a® b" = (a + b)
oo Uk (formule ET démonstration)
Formule de Vandermonde i a b a+b Non exigible, mais a savoir
ok ) n =k ) n démontrer. Utile notamment en
probas.




Nom Valeur Degré d’importance
Formule d’Euler . n n—1 utile pour des calculs d’espérance
=n
k k-1
Formule de Pascal n n n+1 A connaitre
—+ =
r r+1 r+1
Formule de Pascal généralisée i k n+1 On peut ne pas la connaitre, mais
e T e+ on doit savoir la redémontrer
(récurrence facile)

2. Permutation de symboles sommatoires
a. Deux exemples théoriques

Proposition 2 (Fubini)

i — Somme double rectangulaire

Soit ( a; ; ) (i) e [La]x[L ] une famille de nombres complexes bi — indexés. Alors,

i[ﬁai,j]=i(iai,jj: > aij il
a (i) < lin] <[ p]

ii — Somme double triangulaire

Soit ( a; ; ) (i,7) € [Ln]x[1. p] une famille de nombres complexes bi — indexés. Alors,

é‘l [Ji:lai’j] ) él {ii’ai’jJ |

b. Premiers exemples pratiques

Exercice 1

Formule de Taylor pour les polynomes

n
Soient P = z akae (C[X] un polynéme de degré n € N ,eta € C.
k=0

1. Pour j € 0,n ,rappeler I’expression développée de pU ), sous forme de somme.
x pW(, .
2.a. Montrerque P = ) #(X—a)J .
h !
Jj=0 J-
o P (0)
2.b. Endéduireque: V k€ 0,n , a, :T

Exercice 2

1. A Tl’aide d’une formule de Taylor, montrer que pour tout réel x :




n n-—i j
. , , . . X
2. Soit x unréel. Déterminer lim Z

. 2NN
n—>+wl=0j:0 gy gl

On pourra poser k = i + j dans la somme intérieure.

Exercice 3

Formule de ’espérance par antirépartition

*
1. Soient N € N ,et X une variable aléatoire réelle discréte a valeurs dans 0, N

N -1
Montrerque E (X ) = > P(X > k).
k=0
N
On rappelle que ’espérance de X est donnée par : E(X) = Z k]P(X = k).
k=0

2. Soient r et n deux entiers naturels. Une urne contient des boules numérotées de 1 a r .

On effectue une succession de n tirages avec remise dans cette urne. Soit X , , la variable
aléatoire égale au plus petit des numéros obtenus.

Déterminer un équivalent simple lorsque » tend vers + oo de E ( X ,’n) .

I Suites numériques : généralités

1. Définition de la limite d’une suite numérique
Inutile de rappeler ce qu’est une suite croissante, décroissante, majorée, minorée ? Vérifier tout de méme que l’on sait
écrire de maniere symbolique chacune de ces propriétés.
a. Convergence d’une suite réelle ou complexe

Définition 1 (convergence d’une suite numérique)

Soit ( u, ) y une suite numérique, et A un nombre réel ou complexe.
ne
On dit que la suite ( u, ) , converge vers A siet seulement si :
ne

v£>o,3NeN/VnzN,|u—x|gs

n

Propriété (convergence d’une suite complexe)

. N . . .
La suite (u " ) e C 7 converge vers le complexe A si et seulement si les suites
n

eN

( Re ( u, ) ) L ( Im ( u, ) ) , convergent respectivement vers Re (A ) et Im (A ).
ne ne

Sauf mention expresse du contraire, les suites considérées ici seront désormais des suites numériques réelles.

b. Suite réelle de limite infinie

Définition 2 (suite réelle de limite infinie)

Soit (u " ) y une suite réelle.
ne



e On dit que la suite ( u, ) N tend vers + o si et seulement si :
ne

e Lasuite (u " ) N tend vers — o si et seulement si :
ne

VA>0,3INeN/Vn=>2N, u

VA>0,3INeN/Vnz2N,u, 2 A4

n

< -4

n

Exercice 4

Lemme de Cesaro

On souhaite prouver le lemme de Césaro :

1. Ecrire la définition mathématique du faitque lim a, = A.
n— +o

2. Soit ¢ € R’ . Montrer que :

Soit ( a, ) , une suite réelle convergeant vers unréel A . Pour » € N, on pose :
ne
1 n
= ag .
n Z k
n+1 .=

la suite ( b, ) , converge et admet pour limite A .
n e

Ny -1
1 “ 1 €
IN,eN/VnxN,, oap |- < Y o|a - ||+ 2
n+ 1,7 n+1 /=, 2
3. En déduire que :
IN,eN/VanzN,|b,-2r|[<e.
Conclure.
2. Théoréme de la limite monotone
Théoréme (de la limite monotone)
. Toute suite croissante (resp. décroissante) admet une limite dans R U { + oo} (resp. R U { ) } ).
. Toute suite croissante majorée (resp. décroissante minorée) converge dans R .
. Toute suite croissante non majorée (resp. décroissante non minorée) tend vers + oo (resp. vers — o ) .

o Ce résultat est ESSENTIEL, non seulement pour l’étude des suites numériques réelles, mais aussi pour [’étude des

séries numériques réelles (a termes positifs) . C’est en effet ce théoreme de limite monotone qui nous offre le

théoreme fondamental sur les séries a termes positifs...

o Le théoréeme donne aussi, théoriquement, les limites en cas de convergence

~'Sl<”n)neN est

croissante majorée, lim u , = sup (u . ) et, si (u " ) . <N estdécroissante minorée, lim u , = inf (u ., )

3. Théoréme des gendarmes (ou de convergence par encadrement, ou du

Théoréme

sandwich, ou des épaulettes...)

Soient ( u, ) pen’ ( vV, ) pen et ( w, ) Len trois suites réelles telles qu’a partir d’un certain rang, on

ait: u, <v, < w,. Onsupposedeplusque(u”)nEN e’[(wn)nE

N convergent et ont méme




limite ¢/ . Alors,

1_ la suite (vn ) \ converge, et
ne
2 lim v, =10.
n— +w

11 convient de savoir démontrer ce théoréme : assurez — vous que vous en étes capables.
La preuve constitue un exemple simple de preuve epsilonnesque, comme celle de ['unicité, sous réserve d’existence, de

la limite (qu’il est également bon de savoir démontrer).

4. Suites adjacentes — suites extraites

a. Définition

Deux suites numériques réelles (u n ) N et (vn ) N sont dites adjacentes lorsque :
ne ne

i) I’une est croissante et 1’autre est décroissante,
ii ) lim (un—v,,)=0.
n — + o

b. Théoréme des suites adjacentes

Soient ( u, ) Len et ( v, ) Len deux suites adjacentes. Alors,

1 (u ) et (v ) convergent, et
- ")pneN ")neN g ’
2_ lim u, = Im v, .

n— +o n— +o

Corollaire : théoréme des segments emboités

Soit ( 1 ) = ( [ a,,b ] ) une suite décroissante de segments non vides et dont la longueur
")y eN n n neN

tend vers 0. Alors, I’ensemble ﬂ I, estun singleton.
neN

Exercice 5

Constante d’Euler

Montrer que les suites ( G, ) N et ( K, ) N définies par :
ne ne

o1 o1
G,=|D> —|-lhnet K, =| > —|-In(n+1)
K1k K1k
convergent vers la méme limite vy .
c. Suites extraites
Généralités
. On appelle suite extraite d’une suite (u " ) N toute suite ( Ug(n) ) ,ou ¢ estune application
ne neN

application strictement croissante de N vers lui - méme.

e e La convergence d’une suite (vers une certaine limite A ) entraine celle de toutes ses suites extraites

(vers la méme limite).



Les suites extraites intervenant régulierement sont celles des termes d’indices pairs et impairs. 1l existe pour ces suites

une réciproque importante au résultat énoncé ci - dessus :

Proposition
Soit ( u, ) _ une suite numérique.
n e
U Si les suites extraites (u on ) nenN ©t (u 2m+ 1 ) . convergent et ont méme limite A

alors la suite ( u, ) converge et a pour limite A .
n

e N

e o En particulier, si (u n ) nen ©t (u 2wl ) sont adjacentes, (u 0 ) , converge.
n e N

neN

Exercice 6
Théoréme spécial des séries alternées

1. Soit u , une série numérique réelle. On suppose que :
n

nz0
. VneN,u, >0.
oo La suite ( u, ) est décroissante.
neN
eoe lim u, =0

n
n—+w

Montrer que la série Y (-1)" u

n=>0

n converge.

-1
-1)"
2. Déterminer la nature de la série harmonique alternée Z L
nz1 Z

II Comparaison des suites numériques

1. Négligeabilité et prépondérance

a. Définition

Soient ( u, )n . et ( v, ) on deux suites réelles.
On dit que ( u, )n . est négligeable devant ( vV, ) hen si et seulement si :

Vs>0,EINeN/Vn2N,|u

S8|V

n n

Onnotealors: u, = o ( v, ) (notations de Hardy).

On dit aussi que | v est prépondérante devant | u .
q "JneN "JneN

b. Propriété pratique fondamentale (critére du quotient pour la négligeabilité)

Lorsque ( % ) ne s’annule pas a partir d’un certain rang :
"JneN

. ul’l
unzo(vn) & lim — =0
n— +x Vn




c. Régles de calcul sur les « petits o »

Soient ( u, ) et ( v, ) deux suites réelles, ( v, ) ne s’annulant pas a
neN neN neN

partir d’un certain rang . Alors :

1 lim M:O.

+ o0
n — Vn

2 En particulier: u,, = o(1) < lim u, =0
n—> +o
3 VkeR*,o(kvn):ko<vn):0(vn).

d. Echelle de comparaison classique

"u, < v, " pour " u =o(vn)".

On note exceptionnellement ici " "

On a pour tous réels b > a > 1, pourtousréel B > o > 0 etpourtout 6 € R :

n

5
(nn)” < n® <« nP <a” <« b" <nl<n”.

2. Equivalence

a. Théoréme — définition

Soient (u " ) Len & ( v, ) e deux suites réelles.

On dit que ( u, ) Lon oSt équivalente a ( v, ) ben si et seulement si :

(un )nEN est équivalente a (v” )neN ssi (v” )neN est équivalente a (un )nEN .
On dit donc que (un )n ot (v,, )n _ sont équivalentes, et 'onnote u, ~ v

Ona: wu,~v, & u,-v :o(vn)<:>u—v zo(un).

b. Propriété pratique fondamentale (critére du quotient pour I’équivalence)

’ ) . Py . . . .
Lorsque ( v, ) Lo Des annule pas a partir d’un certain rang , u , ~ v, implique que

( u, ) N he s’annule pas non plus a partir d’un certain rang (pas _forcément le méme...) et :
ne

u,~v, < Im — =1
n— +x Vn




c. Lien entre négligeabilité et équivalence

u, + o<un) ~ u,

3. Equivalents usuels

Ils se déduisent des équivalents usuels et des développements limités usuels pour les fonctions réelles. A titre d’exemples :

Soit (en) une suite convergeant vers 0 , i.e telleque lim €, = 0 .Alors:
nelN n— +wm
1_ 1I1(1+8n)~8n. 2 eg”—1~sn.
e 2
3 sing, ~¢&, . 4 1 -cose, ~ —
S_ tane, ~ €, . 6 V(erR,(l+£n) -1~ aceg,

4. Domination

Définition

Soient (u " ) Len et ( v, ) Cen deux suites réelles.

On dit que ( u, ) Lon oSt dominée par ( v, ) Len si et seulement si :

n n

EIA>0,EIN€N,VneN,|u

§A|v

On note alors u, = 0<vn )

On dispose la aussi du critére du quotient :

lorsque la suite ( v, ) y e s’annule pas a partir d’un certainrang N, u, = O ( v
n e

u n
— est bornée.
v n

n>N

" ) si et seulement si la suite

Exercice 7

Trouver un équivalent simple des suites de termes généraux suivants :

50nt —3n? +5n -1 1 1
1. 3 . 2. cos|— | —exp| —— | .
3n+ 4 n 2n

3. 1n(1+1j—/1+1+1_L, gL L&
n n 2n n+1 n+5 n?
16
5. Jyn+1-Jn-1. 6. 3+c" — 2.
n
2 tan—2
7. m(n+1)—In(n+2). 8 Injcos=|—-e " +1.
n
arccos — i 1 e "
e —e2 cos — . 10. e° —e




IIl Suites usuelles

0. Suites arithmétiques, suites géométriques

Fait partie du bagage minimal... pour faire une 1°¢ STT dans des conditions raisonnables. En prépa, ne pas savoir ce

qui suit serait impardonnable. On en remet donc une couche :

e Si ( u, ) . estune suite arithmétique de raison 7
nzn

0

et i uk:(n—no-i-l)u0+(n_n0)<;l_n0+1)r—(n—n0+l)M.

Vnzng, u, =u, q ,
n l_qn—no+1
etsi g # 1: Z U, =u, ——.
k=mng l_q

m

On précise qu’avoir besoin de changer d’indice, et de se ramener a une somme Z q " ,estala fois une preuve de

k=0

maladresse, et une source importante d’erreurs.

1. Suites arithmético — géométriques

On appelle suite arithmético — géométrique toute suite récurrente définie par la donnée

d’un premier terme u et par une relation de récurrence de la forme :

VneN,u, =au,+b ot aeR\{0,1}etbeR"

Il ne sert a rien de retenir I’expression du terme général d’une telle suite : il sera toujours demandé de donner la

démonstration de ce résultat (le programme précise qu’on doit connaitre la méthode, pas la formule finale...). Pour

’obtenir, on adopte la démarche suivante :

° On résout I’équation caractéristique associée : x = ax + b.
Cette équation admet une unique solution, notons —1a £ .

oo On introduit la suite auxiliaire (vn ) N définiepar: Vne N,v, = u, — (.
ne

n

ooo Un calcul semi — idiot permet de constater que la suite ( v, ) N est une suite géométrique de de raison a . Comme
ne

on sait donner 1’expression du terme général d’une telle suite, on en déduit aisément I’expression de u ,, .

2. Suites récurrentes linéaires d’ordre 2

On appelle suite récurrente linéaire d’ordre 2 toute suite ( u, ) N définie par la donnée
n e

de ses deux premiers termes u , et u;, et par une relation de récurrence du type :

VvVneN,u,,,=au,, ,+bu,,ou aetb sontdescomplexes.




Note :  [’ensemble des suites vérifiant la relation de récurrence u , ., , = au, | + bu, estun sous— espace

vectoriel de dimension 2 de [’espace des suites numériques.

Pour obtenir I’expression du terme général d’une telle suite, on considére I’équation caractéristique associée a cette

récurrence linéaire du second ordre : x> = ax + b , et I’on cherche les racines de cette équation, a 1’aide du discriminant

A = a? + 4 b . Ensuite, f6 distinguer :

a. Dans le cas d’une suite complexe

Si A#0: I’équation caractéristique admet deux racines distinctes r; et r, .

Il existe dans ce cas deux nombres complexes A et p tels que :

VneN,u,=kir" +pr,,

Si A=0: 1’équation caractéristique admet une racine double r .

Il existe dans ce cas deux nombres complexes A et [ tels que :

VneN,u,=(A+pn)ry

b. Dans le cas d’une suite réelle

On suppose donc ici que a et b sont réels.

Si A=0: I’équation caractéristique admet deux racines distinctes r; et r, .

Il existe dans ce cas deux nombres réels A et p tels que :

VneN,u,=rr"+npr,

Si A=0: I’équation caractéristique admet une racine double r,, .

Il existe dans ce cas deux nombres réels A et p tels que :

VaneN,u,=(A+pn)r

Si A<O: I’équation caractéristique admet deux racines complexes non réelles,
L _ i0 _ -0
conjuguées, | et ¥, . Posons r, = pe et r,=pe )

Il existe dans ce cas deux nombres réels A et p tels que :

VneN,u,= p"(kcos(n9)+usin(n6))

1V Suites du type u , . | = f(un)

A. Les résultats utilisés

Théoréme 1 Théoréme de la limite monotone

Toute suite croissante (resp. décroissante) admet une limite dans R U {+ o0} (resp. R U {— o} ).

Toute suite croissante majorée (resp. décroissante minorée) converge dans R .

Toute suite croissante non majorée (resp. décroissante non minorée) tend vers + o (resp. vers — o).




Théoréeme 2 Intervalles stables

Soit f une fonction réelle, et J un domaine de R, et a un élément de J. On suppose que f est définie sur J et que,

pourtout x € J, f (x) appartient encored J .

uy, = a
Alors la suite ( u, ) N donnée par

A est bien définie, et pour tout » € N, u, € J.
ne VneN,unH:f(un)

Théoréme 3 Croissance de la fonction et monotonie de la suite

Soit f une fonction réelle, et (u " ) une suite vérifiant pourtout n € N, u, ., = f ( u, ) .

ne

On suppose f croissante. Alors, la suite (u " ) N est monotone.
ne

Théoréeme 4 Limites et points fixes

Soit f une fonction réelle, et (u " ) y une suite vérifiant pourtout n € N, u, .| = f (u " ) .
ne

On suppose que f est continue, et que la suite ( u, ) \ converge vers une limite ¢ appartenant a ’ensemble de
ne

définition de f. Alors ¢ estun point fixede [ : f ( () =0.

Théoréme 5 (une conséquence directe de I’inégalité des accroissements finis)

Soit f une fonction réelle de classe C ' surun segment [ a,b ] , et ( u, ) y une suite a valeurs dans [ a,b ] telle
ne

que pourtout n € N, u, | = f(un).Soit ( un point fixe de f.

Alors pour tout n € N, |u - ,€| <M" |u0 - f|,01‘1M = rn[axb]|f’(x)|.

B. Plan d’étude d’une suite du type u , , , = f ( u, )

0. Etude de Papplication f

1. Recherche des limites éventuelles

2. Recherche d’intervalles stables, et définition de la suite
3. Monotonie de la suite

a_  Silapplication f est croissante sur 1

La suite ( u, ) est monotone.

b_  Sil’application f est décroissante sur I

Les suites extraites des termes d’indices pairs et impairs sont monotones, de monotonie contraires. On peut
des lors essayer de prouver qu’elles sont adjacentes.

¢ Silapplication f n’est ni croissante, ni décroissante sur_I

On vérifie si on ne s’est pas trompé dans les calculs, si on a bien lu I’énoncé, si I’intervalle stable choisi est
vraiment judicieux...

4. Etude de la convergence de la suite

11



C. Deux exemples — types

Exercice 8

p—
.

Montrer que 1I’équation 2 + Inx = x admet exactement deux solutions a et b, avec 0 < a < b.
2. Soit o unréel tel que o > b . Montrer que 1’on peut définir une suite (u " ) \ par
n e

ug=o et vneN, u,  =2+mhu,,

et que cette suite converge vers b .

3. On suppose maintenant que o € |a, b[. Que dire de la suite (u ; ) ?

4. Méme question lorsque a. € |0, a].

1. Lafonction @: x > 2 + Inx — x estdérivable sur R’ , et pour tout x > 0, q)’(x) = — — 1, d’ou ses variations :

x
X 0 1 + o0
¢’ + -
1
¢
— o0 — 0
La fonction ¢ est continue, strictement croissante sur 1’intervalle ]0, 1 ] ;onalime = —o© et @ ( 1) > 0.D’apres le
o+

théoréme de la bijection, il existe donc un unique réel a € ] 0,1 ] tel que @ ( a ) = 0.De méme, ¢ estcontinue,

strictement décroissante sur I’intervalle ]1, + © [ ,avec @ ( 1) > 0 et lim ¢ = — o0, il existe donc un unique
+ 00

réel b € |1, + o[ telque ¢ (b) = 0.

Ainsi,| I’équation 2 + Inx = x admet exactement deux solutions a et b, avec 0 < a < b

2. e Soitmaintenant /' : x > 2 + Inx . La fonction f est définie sur [b, + oo [ , croissante, et d’apres 1., ¢ ( b) = b,on

en déduit que f([b,+00[) c [b,+00[. On peut donc définir une suite (un)neN paru, = o > b ef

‘V neN, u,,, =2+Iu, ‘ . Enoutre, onaalorspourtout n € N et u, € [b, + o] .

ee Ona ¢(b) =0 ;lafonction ¢ estcroissante sur [b, + o[ < [1,+ o[, elley est donc positive. Autrement dit,

est décroissante. Elle est de plus

eN

pourtout x € [b,+ o[, x = f (x), par conséquent la suite (un )
minorée (par b ), donc, d’aprés le théoreme de la limite monotone, ( u, ) , converge. Comme f est continue,

. e{a,b}.Avoirlim(un) = a est

lim (u . ) , estun point fixe de f, on a donc, d’apres 1., lim (u . ) .

ne

impossible (puisque la suite est minorée par b ), on en conclut que| la suite ( u, ) \, converge vers b
ne

3. On procéde de la méme facon qu’en 2. :

La fonction f est bien définie sur ] a,b [ , €t on montre que cet intervalle est stable par f; on peut donc définir une

12



suite(u”> Nparuozae]a,b[etVneN, u =2+ Inu,.

n+1

On vérifie ensuite que ¢ est négative sur ] a,b [ ; on en déduit que ( u, ) . est croissante. Elle est majorée (par b ),

donc elle converge. A nouveau, la continuité de f assure que lim ( u, ) est un point fixe de cette fonction.

ne

lim (u ; ) = g estexclu,car u, > a et (u ., ) est croissante.

neN ne

Par conséquent, 1a encore | la suite ( u, ) , converge vers b

n e

4. Si ( u, ) . était bien définie, elle serait a valeurs dans ] -, a [ (car c’est un intervalle stable par f'), décroissante

(car ¢ est négative sur ]O, a [ ), minorée par 0 (si v, < 0, u,,, n’est pas défini), donc convergente. Mais puisque

n +

( u, ) . est décroissante avec 1, < a, sa limite ne peut étre un point fixe de f. Ceci est absurde, et on en conclut
n e

quiilexiste n € N telque u, < 0 (et qu’a partir du rang suivant, la suite n’est plus définie).

Exercice 9

A savoir faire parfaitement en deux minutes

Etudier la suite ( u, ) N définie par son premier terme u, € R, et la relation de récurrence :
ne

VneN,u,,, =s1n(un).

V Deux autres types de suites courants

1. Sommes de Riemann

Théoréme (cas général)

Soient a, b deux réels tels que a < b, etsoit f : [a, b] — R une fonction continue. Alors,

n—>+o no T, n

lim lZ":f(ch(b_“)J: ! :[f(t)dt

En pratique, lorsque 1’on est amené a déterminer la limite d’une somme de Riemann, il est toujours possible de se

ramener au casou @ = 0 et b = 1. On utilise alors une forme simplifiée du théoréme précédent :

Théoréme (un cas particulier fondamental)

n 1
Soit f:[0,1] - R une fonction continue. Alors, lim 1 Z f (kj = I f(t) dr.
n 0

n— +w nk*O

Exercice 10

Déterminer les limites suivantes :

n—1 2n
a  lm Y 2t b. lim ntk

R = v k:1n2+k2 n— +o k:nk(n+2k).
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2. Suites implicites

11 s’agit de suites dont le terme général u , est la solution (supposée unique, sous certaines conditions), d’une équation

n
dépendant de n : par exemple, u, unique solution dans [O, 1] de 1’équation Z x¥ =1,0uu , unique solution
k=1

X —n L . L o ,
— e” = 0... de fagon générale, u, unique solution d’une équation f, (x) = 0.

positive de 1’équation
xX+n

Le jeu est alors d’étudier la monotonie d’une telle suite, de déterminer sa limite, éventuellement d’en donner un
développement asymptotique... le tout sans jamais chercher une expression explicite de son terme général, a moins

bien sir que I’énoncé ne le demande.

Aux concours, on s’attend a une certaine pratique dans ce domaine ; si aucun théoréme général n’est exigible, il est

donc cependant nécessaire d’avoir traité quelques exemples de suites de ce type.

Exercice 11

Pour n € N, onnote f , I’application définie par :
VxeR, f,(x)=¢e"" +x—-2.
1. Montrer que, pour tout n € N, il existe un unique réel en lequel f , s’annule.

On notera désormais u ,, ce réel.

2. Montrer que la suite (u n ) N ainsi définie est décroissante.
ne

3. Montrer que la suite (u . ) , converge, et admet pour limite 0 .
ne

4. Enremarquantque nu, = ]n(Z = un) :

In(2)
a. montrer que u , ~ ;
n
b. endéduire que u, = ln(2)_ln(22)+0(%j;
n— +w n 211 n

c. prouver enfin I’existence d’unréel a, que I’on déterminera, tel que :

In(2) In(2) 2, (LSJ

u =
nn~)+oo n 2}’!2
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