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Ce devoir est facultatif. Il est constitué de 5 problémes indépendants, qu’il n’est pas question de tous traiter. Si 1’on souhaite le
travailler, il est conseillé de choisir 1’un, voire deux, de ces problémes (mais pas les cing !). Si I’on a cherché certains de ces
problémes, il est vivement conseillé de rendre une copie a la rentrée, pour en vérifier la rédaction.

Les corrigés de ces problémes seront donnés a la rentrée. Ceci dit, si 1’on souhaite des indications, voire les corrigés, avant, il suffit de
demander...

Probléme 1

L’objectif de ce probléme est de calculer la valeur exacte de la limite de la suite des moyennes arithmético — géométriques pour

certaines valeurs initiales.

On considére un réel x } 0, g[ .

uy = cos (x)
1. On définit la suite ( u, ) ar

p x .
nelN VneN, u,, , =u,-cos YEL

a. Montrer que la suite ( v, ) Den de terme général v, = u, sin ’Y] est géométrique.
b. En déduire, pour tout entier n, I’expression de u, en fonctionde x etde n.

c. Montrer que la suite ( u, ) , estconvergente, et donner sa limite.
ne

On considere désormais deux suites ( a, ) N et ( b, ) N définies par
n e ne

2.a. Donner I’expression de b, comme quotient de deux cosinus.

b. Montrer que pourtout n € N, a, et b, sont strictement positifs.

_ _ ‘\’an+1 _
bn+l an+l_2(ﬁ+m)(bn an)'

n-

3.a. Etablir que pourtout n € N :

b. Montrer que pourtout n € N, a, < b




c. En déduire les variations des suites (a " ) N et (bn ) .
n e n e

1 1
d. Montrer que pourtout n € N, b, — a, < — -1
2" | cos (x)

e. Montrer que les suites ( a, ) N et ( b, ) , sontconvergentes et admettent la méme limite.
ne ne

On notera ( cette limite.

4.a. Vérifier que pour tout entier n € N,ona:

b. En déduire la valeur de (.

. s — T
5. Dans cette question, on considére le cas particulier x = R

a. Calculer la valeur de (.

b. En déduire un encadrementde © a 1’aidede a, et b ,.

. 1
c. Montrer que pour toutentier n € N, 0 < b, .| —a,,; < Z(b" -a, )

d. Combien de termes des suites ( a, ) et ( b, ) N suffit — il de calculer pour obtenir un encadrement de 7 a 10 ~*
ne ne

pres ? (on ne demande pas de calculer les valeurs de a , et b, correspondantes).
e. Ecrire une fonction Python ayant pour paramétre d’entrée un nombre entier p, et renvoyant en retour

un encadrement de & 10 ™7 prés, encadrement basé bien entendu sur les suites ( a, ) N et ( b, ) .
n e n e



Probléme 2

Etant donnée une suite ( u, ) N de réels non nuls, on lui associe la suite ( P ) N définie par :
n e n e

n
Vvnzl, p,= Huk.
k=1
On dira que le produit H u; converge si et seulement si la suite ( P ) N admet une limite finie non nulle ; dans le cas
ne
k>1

contraire, on dira que le produit H u, diverge.
k=1

I. Quelques exemples

1. Montrer que si le produit | | u; converge, alors la suite (u " ) y+ converge, et déterminer sa limite.
ne
k=1

2. Dans cette question, et dans cette question seulement, on suppose que pour tout n € N “u =1+ =
n

Calculer p, pour n = 1, et en déduire la nature du produit H uy .
k>l

3. Dans cette question, et dans cette question uniquement, on considére unréel a € R \ © Z, et I’on suppose que ( u, ) N est
n e

. o a . . .a
la suite de terme général u , = cos —- . Pour tout entier n > 1, calculer le réel p, sin —.
2 2

Montrer alors que le produit H u; converge, et déterminer sa limite.
k21

II. Une caractérisation de la convergence d’un produit

Dans cette partie, on considere une suite ( u, ) y ¢ convergente, de limite 1.
ne

1. Montrer qu’il existe un entier n, > 0 tel que pourtout n = ny, u, > 0.
On définit alors a partir du rang » , la suite (Sn )n - par: §, = z S, .

k=n,

2. Montrer que le produit | | u , converge si et seulement la suite ( S, ) .~ converge.
nzng,
k>l

3. Dans cette question, et dans cette question seulement, on suppose que ( u, ) N st la suite de terme général u, = "\n .
ne

U x In k&
a. Montrer que pour tout k£ > 3, I —dx < =
X
k

b. En déduire la nature (convergente ou divergente) du produit H uy .
k=1




III. Un deuxieme critére de convergence d’un produit.
On considére maintenant une suite ( v, ) N a termes strictement positifs, ainsi que le produit de terme général
n e
n
r. =11 (1 + vy ).Ondéﬁnitégalementlasuite (Tn ) yeopar:voneN LT, =D vy
n e
k=1 k=1

1. Montrer que pour tout x > 0, In (1 + x) < x.

2. Montrer que si la suite (T . ) y+ converge, alors le produit | | (1 + v, ) converge également.
n e
k=1

3. Montrer la réciproque : si le produit H (l + vy ) converge, alors la suite (T " ) ¢ converge.
ne

k21
|
4. On considére dans cette question la suite ( T, ) . de terme général 7', = Z —.
neN P k
a. Enutilisant la question L2., que peut — on dire de la suite ( T, ) N ?
ne
k

Ddr

X

b. En encadrant, pour £ > 2, I’intégrale , trouver un équivalentde T, .

F;—y +

5. On considére dans cette question un réel a et le produit :

n
Pn = H (1+a2k)'
k=1
a. Que peut-on dire du produit ( D ) lorsque a > 1 ?

On suppose désormais que a € |0, 1.

b. Montrer que le produit ( Pa ) converge.

c. Soitunentier n > 1. Calculer ( a? -1 ) p ,, et en déduire la limite de la suite ( D )

n



Probléme 3
Sur la transformation d’Abel

Partie I : Transformation d’Abel

Soient (@n )newn et (bn )nen deux suites réelles. On s’intéresse ici & la convergence de la série E anbn.
neM

n
Pour tout entier naturel n, on pose B, = Z by
k=0

1. (a) Veérifier que By =bg et Vn = 1, b, = B,, — B,,_1.
n n—1
(b) Montrer que ¥n € N*, Z apby, = a, B, + Z(ak — agy1) By
k=0 k=0
2. On suppose que la suite (By,)ncn est bornée et que la suite (ay, )nen converge vers 0.
(a) Montrer que la suite (a, By, )nen converge vers 0.
(b) On suppose de plus que la série Z(an — @p41) est absolument convergente ; montrer
nel
alors que la série Z(an —ay.1)B,, est absolument convergente et en déduire la conver-
nel
gence de la série Z anbn.
neM
3. Etablir que si la suite (@n)nen est décroissante de limite nulle et (By),ecn une suite bornée
alors la série Z anb, converge.
nel
4. Enoncez et démontrez (a4 Taide de ce qui précéde) un critére garantissant la convergence
d'une série alternée.

Partie IT : Application a I’étude d’une série trigonométrique
Pour tout réel x et tout entier naturel n = 1, on pose :
n n
Sn(z) = sin(kz) et Cp(z) = cos(kz)
k=1 k=1
1. Montrer que pour tout z € R\ 27Z,

1— et’n:r

1_61'.1'

T

Cp(z) +iS,(z) =

et que

sin(n+%)9: ot S (x :sin(n%)sin [(n+1)%)
2sin (%) (@) sin (%) ‘

2. En déduire alors que pour tout @ € R\ 2rZ, la suite (S,(x))nen est bornée et établir la
sin(nax)

5+ Cu(a) =

convergence de la série E pour tout x £ R.

nzl

(s =} .
: sin(nz R
Dans la suite, on pose f(z) = E M, x € R, et on cherche & calculer la somme de cette
. n=1 n
série.

3. (a) Vérifier que f est impaire et 27-périodique.

— sin(k —x 1 [7si 3)t
(b) Soit = €]0, 7[. Montrer que Z sin(kz) _m—z _/ ST gt ‘(n—i; 1)
L ()

3 5 5 dt.
k=1




1

sin (%) '
(a) Veérifier que h est de classe C! sur [z, 7] et que I/ y est bornée.

(b) Montrer la formule :

B , 1 2 cos (n+ 3)x T, 1
/Ih(t)5111(n+2)tdt—2n+l( sin (2) +f£ h(t)cos(n+§)tdt .

(c) En déduire un majorant pour la valeur absolue de l'intégrale du premier membre et
conclure que cette intégrale tend vers 0 quand n tend vers 4oo.

4. Soit z €)|0,7[; pour tout ¢ € [z, 7], on pose h(t) =

(d) Etablir alors que pour tout z €]0, 27|, f(z) = T

2

Partie IIT : Une majoration uniforme des sommes partielles de la série précédente

On conserve les notations de la partie précédente.
1. Soit z €]0, 27|.

(a) Montrer, en utilisant une transformation d’Abel (I.1), que pour tout couple (m,n) d’en-
tiers naturels tels que 1 < m < n, on a

n . n—1
S ) S, 3 g (1_ 1 )_sm(o:)

1 P n ot 1 p p+1 m+1

(b) En déduire que

", sin(pz) = sin(pzx) 2
< —— et que < ——
p;;l D (m +1)sin (5) p;;l D (m + 1) sin (5)
2. Soit z €]0,7]. On note k la partie entiére de T k=E (E) ;on adonc k = 1.
T T
k sin(pz)
(a) Montrer que 0 < Z P < kzr <.
=1 P

2
(b) Montrer que si 6 € [0, %], alors sinf > =6.

T

n .
sin(pz
(c) Soit n = k + 1; Montrer alors que Z & < 2.
p=k+1 p
3. En déduire que pour tout = € R et tout entier naturel n > 1,

En: sin(px)

=1 P

L247




Probléme 4
Sur les restes d’une série convergente

‘PARTIE I - Etude d’un premier 1‘este‘

w— (-1
Pour tout n € M, on pose R, = Z —
p=n+1 p

1P
1. Refaire, sur ce cas particulier, la démonstration du cours permettant de démontrer que la série Z )
P

convergente. La quantité R, a donc un sens pour tout n € M.

a (_l)p 1 zn 1 a7
2. (a) Soient n € W et g > n + 1. Etablir que : Z — = (—ljnﬂf dx + f—l)q/ dz.
oy P " T o L+

n

1
b) En déduire, pour tout n € M : Ry = (—1)"T* T dx.
(
0 1+=x

3. (a) Démontrer, i I'aide d’'une intégration par parties, qu'il existe § € N* et k € B* tels que :
(1) 1
Rn i k 4 + o n_3+1

(b} En déduire la nature de la série de terme général R;,.

4. Calculer, en s'inspirant de la question 2., la somme S; = Z R,.

|PARTIE IT - Etude d’un second l‘este|

+o0 (—1) "
On pose, pour n € N, r, = Z et pour n e MN*, U, = Z —
p=n+1 \/E_J pr=1 \/}_J

—1)P

5. Démontrer que la série E ( est convergente. La quantité r, a done un sens pour tout n € M et on peut

+oo

(=0

poser Sz = Z —
p=1 ‘/ﬁ

6. Démontrer qu’il existe un réel L (que 'on ne cherchera pas i calculer) tel que: lim ( f —dr) = L+2.
—r oo

La question précédente permet d’obtenir le début d'un développement asymptotique de la suite (/). On pourrait

perfectionner ce résultat et démontrer que :

o2 o)

7. (a) Exprimer r2y, en fonction de Sa et des sommes partielles Uy, et Us,.

b 1
(b) En déduire qu'il existe deux réels a et b que l'on déterminera, tels que : ron = a + T +0 (ﬂ \/_)

(¢) Exprimer S; en fonetion de L et déterminer la nature de la série de terme général r,,.




Probléme 5
Lemme de Cesaro généralisé

. Enoncé du théoréme
Soit (un) une suite constituée de réels strictement positifs telle que la série de terme général u,, diverge, ce qui
revient 4 dire ici que la suite des sommes partielles tend vers +o0o. Soit (vy,) une suite réelle qui converge vers £.

n
> e
Pour tout n £ M, on pose w, = k:gi_

D uk

k=0
(a) Démontrer que la suite (wy,) converge vers £. (On pourra raisonner avec des quantificateurs).
(b) La convergence de la suite (wy,) entraine-t-elle celle de la suite (vy,) 7

n 1 n
. Une premieére application : Déterminer lim H (l + —) .
T— 00 JE.,
k=1

. Une deuxiéme application :

(a) Soient (un) et (vy) deux suites équivalentes constituées de réels strictement positifs telles que les séries de
n n
termes généraux un, et v, sont divergentes. Démontrer que les sommes partielles Z g | et Z Vk
k=0 k=0

sont des suites équivalentes.

n

1 1
(b) En déduire un équivalent de la suite E — |. On cherchera une suite (ay) telle que — o Gnt1 ~ Gn
n n—+oo
k=1

T
(c) Démontrer plus précisément que la suite Z
k=1

—In(n) | converge vers une limite 4 que 'on ne cherchera

pas & calculer,
. Une troisiéme application : On dit que la série 3 u, converge au sens de Césaro si la suite (o, ) définie par
S+ Si+...+5 "
n+1
sens de Césaro.

n converge, oil S, = E . Démontrer que, si la série converge, alors, elle converge au

k=0

. Une quatriéme application : Dans toute cette question, on considére une suite (u, ) définie par son premier
terme wug = —% et par : ¥n € N, upy1 = 1y + u.
(a) Etudier la convergence de (u,,) suivant les valeurs de u, et préciser sa limite éventuelle,
(b) On suppose dans cette question que la suite (un, ) converge mais n'est pas stationnaire, et on pose v, = —uy
pour tout n € M.
i. Quelle relation de récurrence vérifie (vn) 7 Montrer que v, est équivalent & vn41.

. 1
ii. On pose, pour n € N*, a, = — —

Un Un—1

. Démontrer que (a,) converge et en déduire un équivalent de
V-

iii. Quelle est la nature des séries de termes généraux vy, sin (b;’;) et i\/ﬂ'—; ?
iv. On pose by = a, — 1 pour n € M. Montrer que (b, ) tend vers 0 et en donner un équivalent.

v. En déduire la nature de la série de terme général t,, = v, — i




