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                         DM facultatif – pour le 04/09  

                                                                                                                   
  

                   

               

 

Ce devoir est facultatif. Il est constitué de 5 problèmes indépendants, qu’il n’est pas question de tous traiter. Si l’on souhaite le 

travailler, il est conseillé de choisir l’un, voire deux, de ces problèmes (mais pas les cinq !). Si l’on a cherché certains de ces 

problèmes, il est vivement conseillé de rendre une copie à la rentrée, pour en vérifier la rédaction. 

Les corrigés de ces problèmes seront donnés à la rentrée. Ceci dit, si l’on souhaite des indications, voire les corrigés, avant, il suffit de 

demander… 

 

Problème  1 

 

L’objectif de ce problème est de calculer la valeur exacte de la limite de la suite des moyennes arithmético – géométriques pour 

certaines valeurs initiales. 

On considère un réel 0,
2

x
 

  
 

. 

 

1.   On définit la suite ( )n
n

u


 par 

( )0

1 1

cos

, cos
2

n n n

u x

x
n u u+ +

=

  

  =  
 

 . 

a.   Montrer que la suite ( )n
n

v


 de terme général sin
2

n n n

x
v u

 
=  

 
 est géométrique. 

b.   En déduire, pour tout entier  n ,  l’expression de nu  en fonction de  x  et de  n . 

c.   Montrer que la suite ( )n
n

u


 est convergente, et donner sa limite. 

 

On considère désormais deux suites ( )n
n

a


 et ( )n
n

b


  définies par  

0

1

1

,
2

n n

n

a

a b
n a +

=

 +

  =


    et     ( )
0

1 1

1

cos

, n n n

b
x

n b a b+ +


=


   =


  . 

 

2.a.   Donner l’expression de 1b  comme quotient de deux cosinus. 

b.   Montrer que pour tout n  , na  et nb  sont strictement positifs. 

 

3.a.   Etablir que pour tout n   :   

( )
( )

1

1 1

12

n

n n n n

n n

a
b a b a

b a

+

+ +

+

− = −
+

. 

b.   Montrer que pour tout n  , n na b . 
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c.   En déduire les variations des suites ( )n
n

a


 et ( )n
n

b


. 

d.   Montrer que pour tout n  , 
( )

1 1
1

cos2
n n n

b a
x

 
−  −  

 

. 

e.   Montrer que les suites ( )n
n

a


 et ( )n
n

b


  sont convergentes et admettent la même limite. 

On notera  cette limite. 

4.a.   Vérifier que pour tout entier n  , on a : 

( )2

cos
2

cos

n n

n

x
u

a
x

 
 
 

= ,        et        
( )2cos

n

n

u
b

x
=   . 

 

b.   En déduire la valeur de . 

 

5.   Dans cette question, on considère le cas particulier 
4

x


= . 

a.   Calculer la valeur de . 

b.   En déduire un encadrement de   à l’aide de na  et nb . 

c.   Montrer que pour tout entier n  , ( )1 1

1
0

4
n n n nb a b a+ + −  − . 

d.   Combien de termes des suites ( )n
n

a


 et ( )n
n

b


  suffit – il de calculer pour obtenir un encadrement de   à 
810 −

 

près ? (on ne demande pas de calculer les valeurs de  na  et nb  correspondantes). 

e.   Ecrire une fonction Python ayant pour paramètre d’entrée un nombre entier  p ,  et renvoyant en retour  

un encadrement de   à 10 p−
 près, encadrement basé bien entendu sur les suites ( )n

n
a


 et ( )n

n
b


. 
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Problème 2 

 

Etant donnée une suite ( ) *n
n

u


 de réels non nuls, on lui associe la suite ( ) *n
n

p


 définie par : 

1

1 ,
n

n k

k

n p u
=

  =  . 

On dira que le produit 
1

k

k

u


  converge si et seulement si la suite ( ) *n
n

p


 admet une limite finie non nulle ; dans le cas 

contraire, on dira que le produit 
1

k

k

u


  diverge. 

 

I.   Quelques exemples 

1.   Montrer que si le produit 
1

k

k

u


  converge, alors la suite ( ) *n
n

u


 converge, et déterminer sa limite. 

2.   Dans cette question, et dans cette question seulement, on suppose que pour tout 
*n  , 

1
1nu

n
= + . . 

Calculer np  pour 1n  , et en déduire la nature du produit 
1

k

k

u


 . 

3.   Dans cette question, et dans cette question uniquement, on considère un réel \a   , et l’on suppose que ( ) *n
n

u


 est  

la suite de terme général cos
2

n n

a
u = . Pour tout entier 1n  , calculer le réel sin

2
n n

a
p . 

Montrer alors que le produit 
1

k

k

u


  converge, et déterminer sa limite. 

 

II.   Une caractérisation de la convergence d’un produit 

Dans cette partie, on considère une suite ( ) *n
n

u


 convergente, de limite  1 . 

1.   Montrer qu’il existe un entier 0 0n   tel que pour tout 0 , 0nn n u  . 

On définit alors à partir du rang 0n  la suite ( )
0

n
n n

S


 par : 

0

n

n k

k n

S S
=

=  . 

2.   Montrer que le produit 
1

k

k

u


  converge si et seulement la suite ( )
0

n
n n

S


 converge. 

3.   Dans cette question, et dans cette question seulement, on suppose que ( ) *n
n

u


  est la suite de terme général n
nu n= . 

a.   Montrer que pour tout 

1
ln ln

3 , d

k

k

x k
k x

x k

+

  . 

b.   En déduire la nature (convergente ou divergente) du produit 
1

k

k

u


 . 
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III.   Un deuxième critère de convergence d’un produit. 

On considère maintenant une suite ( ) *n
n

v


 à termes strictement positifs, ainsi que le produit de terme général 

( )
1

1
n

n k

k

p v
=

= + . On définit également la suite ( ) *n
n

T


, par : 
1

,
n

n k

k

n T v  

=

  =  . 

1.   Montrer que pour tout ( )0 , ln 1x x x +  . 

2.   Montrer que si la suite ( ) *n
n

T


 converge, alors le produit ( )
1

1 k

k

v


+  converge également. 

3.   Montrer la réciproque : si le produit ( )
1

1 k

k

v


+  converge, alors la suite ( ) *n
n

T


 converge. 

4.   On considère dans cette question la suite ( ) *n
n

T


 de terme général 
1

1n

n

k

T
k=

=  . 

a.   En utilisant la question  I.2. ,  que peut – on dire de la suite ( ) *n
n

T


 ? 

b.   En encadrant, pour 2k  , l’intégrale 

1
d

k

k

x

x

+

 , trouver un équivalent de nT  . 

5.   On considère dans cette question un réel  a  et le produit : 

( )2

1

1
k

n

n

k

p a
    

=

= + . 

a.    Que peut-on dire du produit ( )np   lorsque 1a       ? 

On suppose désormais que  a           . 

b.   Montrer que le produit ( )np   converge. 

c.   Soit un entier 1n      . Calculer ( )2
na p     −      et en déduire la limite de la suite ( )np  . 
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Problème 3 

Sur la transformation d’Abel 
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Problème 4 

Sur les restes d’une série convergente 
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Problème 5 

Lemme de Cesàro généralisé 

 

 

 

 

 


