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Probléme 1

. x X . X 1 . X 1
l.a. Pourtoutn e N, v, |, =u,, sin| —— | = u,co8| ——— |Sin| —— | = u, — sin = —v,:
2n+1 2n+1 2n+1 2 2n 2

: s . 1
La suite ( v, ) , est géométrique de raison 5
ne

b. On déduit du résultat précédent que pour tout » € N, v, = Ln Vo, S0it
. x 1 . 1 . 1 .
u, sin = —ug,sin(x) = cos (x)sin(x) = ——sin(2 x).
(25 )= S5 wosin(x) = 5 eos (x) sin(x) = o sin (2 %)
T . x sin (2 x)
Comme x € |0,—|,sin| — |estnonnul,onadonc: u, = .
2 2" n+l - ( X j
2 sin
2}’1
. . . sin(?_x) o
¢. On sait que sm(x) ~ x.Ilenrésulte que u, ~ ——— :ainsi (un) converge,
x > 0 na+ooz,,+1x neN
2!1
sin (2 x)

et lim wu, =
n—+ o 2 x

a, + b 1 1 1 1 q
2.a. Ona“1=%=5(l+ ),etblz [a, b, :\/ ) = czosx2+ .
cos x cos x ) cos x cos % x

Avec la formule cos 2 a = 2 cos >

COS()C) .

a — 1,onobtient:b, =

T .
.Comme x € |0, 3 , les cosinus sont

positifs, et ainsi b, =

b. Récurrence sans aucune difficulté.

3.a. Pourtout n € N :

a, + b a, + b
bn+1 a4 = a, ;1 % - \/an+lbn :\/an+l [ % - '\’an




b. Récurrence a nouveau évidente, avec le résultat de 3.a. .

a, +b
c. Onapourtout n e N, a, < a,,; = % < b, ,donc la suite (an ) \ st strictement croissante, et
n e
b,, = \/an b, < \/b . b, = b, ainsilasuite (bn ) y oSt strictement décroissante.
ne

_ '\/an-%—l
" Z(E*_\’an-ﬂ)

immédiatement: b, , | —a,,; < 5 (b,, -a, ) ,pour tout n € N . Par une autre récurrence facile, on en déduit que pour

d. Onsaitque b, .| — a (bn - an),que b, -a, > 0Oetquea,,; < b,.Onentire

! . 1 1
Y (bo - ao),smt:bn -a, < z_n(m _ 1).

toutn e N, b, —a, <

e. On sait que la suite ( a, ) y st croissante, et la suite ( b, ) N décroissante. De plus,
ne

ne

0<b,-a,c< %{ﬁ(x) - IJ,doncn Erriw b, —a, = O.Ainsilessuites(an)nEN et(bn)neNsont

adjacentes. Il en résulte qu’elles sont toutes deux convergentes, et qu’elles ont la méme limite.

4.a. Pourtout n € N, on définit la propriété # ( n ) par:

Initialisation :

cos (x
Onaa, =1 =

o[ ~~—
o
o
w
—
=
~—
<
(=]
o
=}
w
~ |7
[\
2| =
N——
—
o
@]
2]
—~
=
~
<
o

cos“ (x) cos 2 (x )
Heredite

Soit un entier n € N fixé, supposons H ( 0).

Alors :
X
u, cos
27" u, x
2 + cos + 1
a, +b, cos* (x) cos“ (x) o
Api1 = = = u, 2
2 2 2 cos” (x)
2 X
COS W u., +1COS PR
= un = . et
cos* (x) cos* (x)
u cos(
n + 1 1 2
2)1 + J u u u R
bn+1 an+1bn - - = n4+1 = n2+1 ,d’ouﬂ(n+l)
cos (x) cos (x) cos (x) cos (x)
X
u, cos| —
.. ] . o u
Par principe de récurrence, on a bien a, = 5 eth, = 5 pourtout n € N .
cos “ (x cos” (x



sin (2 x)

) ) sin (2 x) ) T 2x
b. Onsaitque lm wu, = ——— .Donc { = lima, = 2 , que I’on peut arranger un peu :
n— + o 2 x ( x )
2 sin (x ) cos(x tan ( x
¢ =lma, = ()2 () ()
2 xcos” (x) x
T

tan ( Z ) 4

5.a. D’aprés le résultat de la question précédente, onaici { = ———= = — .
s T

4

b. On sait que les suites ( a, ) Nyt ( b, ) . sont respectivement croissante et décroissante, et toutes deux de
ne ne

. . 4 4
limite { = 4 .Doncpourtout n € N, a, < 4 < b,,etl’'onendéduitque — < nm < — .
i T b a,
c. Pour tout entier n € N, on a toujours 0 < b a = Gne (b a )
. > n+l = Y%p41 T n— %n
Z(Vbn +\’an+l)
\'an-%—l 1
etb, >a,,, >a, DoncO<b,,, —a,,, < (bn —an) = —(bn —an).
2('\/an+l +\/an+l) 4

4
d. Avec I’encadrement . < m £ —,lestermes a, et b, donnent un encadrement de w a 10 =% prés dés lors
a n
4 4 -8 -8
que — — — < 10 77, soit dés que (b, —a,) <10 (*).
a, b, a

n n

On a0, ainsi ( * ) est vérifi¢ dés que

— < 10’8,soitdésque—(n - 1)In(4) < —81In(10), c’est-a-dire des

In (

In (10
que n > 4L2)) + 1, donc dés que n > 8.

B In (10 .
e. De méme, les termes a, et b, donnent un encadrement de 7 a 10 ™7 prés dés que n > g M + 1, d’ou le script

Python suivant :
from numpy import log, sqgrt
def f(a,b):
"""ecalcule les termes suivants des suites (a) et (b)."""
a=(a+b)/2

b=sqrt(a*b)
return a,b

def approx pi(p):

a,b=1, sqrt(2) #les valeurs initiales pour ::.=:3'_:"i
n=int{p/2*log{10)}/1log{2)}) + 2 #le rang d'arrét obtenu en question précédente
for k in range(l,n+1}: #n intérations des suites a et b

a,b=f(a,b)
return 4/b,4/a

Exemple d’exécution :

>>> approx_pi(8)
(3.1415926532889933, 3.1415926541913946)

(on constate que les 8 premieres décimales sont les bonnes, et sont égales).



Probléme 2

I. Quelques exemples

1. Supposons que le produit H u; , notons alors ¢ la limite (non nulle) de la suite ( Dy ) N On remarque que pour tout
k=1 e

neN" u . # 0 (sinon la suite (p m ) N serait nulle & partir du rang n ), et que par suite pour tout m € N “p n = 0.
m e

c . . .
~ —,soit: u, ~ 1.Lasuite (u " ) oo st donc convergente, de limite 1.
ne

11 est licite d’écrire que
Pa_1 n—> +wo [ n - + o

« n 1 n 1 . . . .
2. Onapourtout n e N , p, = H (l + %j = H k;; . Ce produit est télescopique, etil vient p, = n + 1.Le
k=1 k=1

produit H u ;. est donc divergent, de limite + oo.
k=1

S . a * . a a . a
3. POSOHSpOUrtOUtn 2 I’qn = pnsmz—n.Onapourtoutn e N s qd py1 T pn+1S1nW = P, COSW Slnw,
R 1 . a 1 . 1 e . ,
doug,,, = 5 p,sin— = > q , - Lasuite (qn ) est 51—1geometrlque;1lenresultequep0urt0ut nx1,
2
_ 1 _ 1 .a 1 a . a 1
q”_znflql_FplsmE —FCOSESIHE—ZHCOSCZ.
.a L cos a , cos a
Comme a € R \ nZ, sin — n’est jamaisnul, et p , = 9 n = . Il en résulte que p , -~ —
2" . no. o n o a
sin 2" sin 2
n n n
2
. . . COs a
Le produit H u; converge, et a pour limite
k21 a
II. Une caractérisation de la convergence d’un produit
1. Par définition de la convergence d’une suite :
Ve>0,I3ngeN" Vazny,1l-e<u,<l+¢g.
En particulier,avec ¢ = 1:3ny, e N", Vn>2n,,0<u, .
ng — 1 n
2. Onapourtout n = ny, p, = H U, H u, .Commepourtout n > n,, u, > 0,onpeutécrire que
k=1 k=ng
ng — 1 n ng — 1 n
po=| ] we | Il exp(Im(uy))=| I wux {exp| D In(u,) |, soit:
k=1 k=n, k=1 k=mng
ng — 1
pn = H uk exp(Sn)
k=1
ng — 1
H u ; étant un réel fixé non nul, on en déduit que le produit ( )2 ) converge si et seulement si la suite (exp (S " ))n -
= 0

k=1

converge vers un réel non nul, ¢’est-a-dire si et seulement si la suite ( S, ) .~ converge.
nzn,



3. Icionapourtout n € N*,un > 1,etl’onpeutdéﬁnirlasuite(Sn) par: S, = Z ln(uk).

nx1 n

*

. In x . (o
a. Soit f : x > ——.Lafonction f estdérivable sur R ’ etpourtout x >0, f° (x) =
x

Par conséquent, f est décroissante sur [ e, + o [ Comme 3 > e,onapourtout £ > 3, pourtout x € [ k, k+1 ],

k+1 k+1 k+]lrl In k
f(x) < f(k) Henrésulteque [ f (x)dc< [ f(k)d,soit: [ —xdeT.
k k [

n

noo]
b. Onaicipourtoutn > 3, > In(u,) = > 1 Eck),d’ofld’aprés ce qui précede,

k=3 k=3
n n k+1]nx n+1]nx .
dDoln(uy) = ) I —dx = I —— dx, soit :
K=3 k=3 % ¥ E
n + 1 2 _ 2
iln(uk)Z[llnz(x)} _ I (n+1) — In (3)
k=3 2 3 2

n
On en déduit que  lim z In ( U, ) = + o0.Onadonc également lim S, = + oo.La suite ( S, ) diverge, le
n o>+ n - + o nzl

produit H u ;. est donc lui aussi divergent.
k=1

III. Un deuxieme critére de convergence d’un produit.

1. Lafonction f : x ln(l + x) est dérivable et concave, donc pour tout x > 0, f (x) < x f° (O) + f (0),

soit:ln(l + x) < x.
2. Supposons que la suite ( T, ) ¢ converge. Cela revient a dire que la série Z v, converge, et ceci entraine que son terme
ne

général tend vers 0. Il en résulte que v, ~ In (1+v,).Les séries Z v, et z In (1+v,),aterme général
n - +©

positif, sont donc de méme nature. Ainsi la série z In (1+ v, ) converge : autrement dit, la suite ( S, ) converge. On déduit

alors de II.1. que le produit H (1 + v, ) converge.
k=1

3. Supposons maintenant que le produit H ( I+ v, ) converge. Alors d’aprés L.1., la suite ( v, ) converge vers 0, et,
k>l "

d’apres IL1.2., la série Z In (1 + v, ) converge. Les séries z In (1 + v, ) et z v, sont a terme général positif et

v, ~In(1 + v,),donc Z v, est également convergente. Par conséquent, la suite (T " )n - converge.

. 1 . . .
4.a. D’apres L2., le produit | | (1 + ;j est divergent. En appliquant le résultat de II1.3. a la suite
k>1

1 . . o1 .
( v, ) Ws1 = ( - j l, on en déduit que la suite ( T, ) LN de terme général T, = kz z est divergente.
n = =

. 1, . .
b. Lafonction x > — étant décroissante sur R ; et en particulier sur [1, + © [,on apour tout £ > 2, pour
x



k+1

1 11 . N . el r .
tout t € [k, k +1], < — < - .Enintégrantsur [ k, k + 1], on obtient I < J = < I — , soit
t -1 k t -1 k t
% k k

<

| —F

k+1
dr dr . . - .
— < I — . On somme pour k variantde 2 a n; il vient avec la relation de Chasles,
t t
k

»
|

1

n+1

< v! %.Ainsiln(n)ST <1+ In(n+1) - In(2).Comme

n

——— X
o
~

IA

M=

da 1
T Ak
In(n) ~1+ In(n+1) - In(2),onafinalement 7, ~ In (n).

5. On considere dans cette question un réel a et le produit :

pn=H(1+a2k).

k=1

a. Lorsque a 2> 1, lasuite (1 +a?’ ) ne tend pas vers 1, donc, d’aprés L2., le produit ( D ) diverge (et plus

précisément, on montre facilement qu’il tend vers + o).

b. Onposeiciv, = a 2" La suite ( v, ) est a terme strictement positif, et les résultats précédents s’appliquent, le

k
produit ( P ) est de méme nature que la série Z a * . On montre facilement par récurrence que pour tout &k, 2 >k,

k
donc puisque a € ]O, 1[, 0 <a? < a. Lasérie géométrique Z ak converge. Alors par majoration, la série

Z a 2t est elle aussi convergente, et il en est de méme du produit ( D ) .
c. Ona(az—l)p1 = (a2 —1)(a2 +1) = a’ - 1,puis

(a2 —1)p2 = (a2 —1)‘171 (a4+l) = (a4 - 1)(514 + 1) = a® — 1 ;bref, on voit que pour tout

n+1
2 — 1, et on le prouve par une récurrence que je vous laisse écrire.

nZl,(az—l)pn = a
1

On en déduit immédiatement que lim p



Probléme 3
Sur la transformation d’Abel

0 n
. (a) Ona:By=) by=byet¥n>1b,=Y bp—» b =B,— B,
k=0 k=0 k=0
Donc :

Bo = bg et Tfﬂ 2 1, bn = Bﬂ_ — B-n.—l-

(b) On utilise les relations ci-dessus pour n € N :

Zakbk = aoBy+ Z ar(Br — Bi_1)
k=0 =1

= apBy+ Z ap By — Z ap By
k=1 k=1

Puis par un décalage d’indice dans la seconde somme :

n mn n—1
E apb, = agBy+ E ap By, — E ap41By

n—1 mn
= E ap By, + anB,, — E ap4+1By

En regroupant les sommes, on a montré ainsi :

n—1

vn € N¥, Zakbk —a,B, + Z(ak — ak_l)Bk
k=0 k=0

2. On suppose que la suite (B,,),en est bornée et que la suite (ay,),en converge
vers ().




(a) La suite (Bj)nen est bornée, donc :
AM > 0 tel que : Yn e N, |B,| < M
On peut donc majorer :
|0 By| = |an||Bp| < M|ay|

Or, la suite (a,) convergeant vers 0, on a lim Mla,| = 0, et par la
) n——+00

majoration ci-dessus :

La suite (a, B, )nen converge vers 0.

(b) Considérons le terme général :
|(ar, — ars1) Bi| < la — apsa| x | Bi| < Mlag, — ajpq|
La série Z \ap — ap11| est convergente, donc par comparaison, la série

Z ‘(ak — ak+1)Bk| est de méme nature. Ainsi :

La série E ( Qa, — anﬂ)B.n, est absolument convergente.
nel
Cette série est donc convergente. Or, I'égalité prouvée a la question 1b,

et la convergence de cette série ainsi que de la suite (a,,B,) permettent
T

de conclure que la suite des sommes partielles E apb, | a une limite,
k=0

c'est a dire :

La série g anb, est convergente.
nel

3. En utilisant le fait que (a,,) est décroissante, puis un télescopage, on peut écrire
que :

T T
Z |Clk — Q1| = Z(Gk - C-'»k+1) —ap — Qp4q
k=0 k=0

On en déduit que la suite (a,,) et la série E \ap — aj+1| sont de méme nature :
cette derniére série est donc convergente. Les hypothéses de la question 2 sont
ainsi vérifiées, ce qui prouve que :

La série E anb, converge.
nel

1 sin est pair.
0 sin est impair.
La suite (B, ) est donc bornée, ce qui permet d’appliquer le résultat de la ques-
tion précédente. On retrouve par la le critére spécial des séries alternées :

4. Si(a,) décroit et tend vers O et sib, = (—1)",ona B, =

Si la suite (a,,) décroit et tend vers 0, la série Z( —1)"a,, converge.




Partie I1

n

1. Pourtout x e R\ 2nZ,C,(x)+iS,(x)= > e** estunesomme géométrique de

k=1
. l_einx
raison e¢'* # 1,d’oul’égalit¢ C, (x) +iS,(x) = —¢'*. Onadonc
1 —c¢
inx inx inx .. nx
= 2 2 5 —2lSln 7
. e - e e ix
Cll(x)+lSn(x)_ 71‘7)( 2 ix € - x
e 2 —e2 e 2 —21isin 5

. On déduit de la premicre égalité que :

nx

el ml )]

2n+1)x

[

|

1
2 . [xj B
sin| =
2

S, (x)| <

2. D’aprés ce qui précéde, pourtout x € R \ 2t Z,pourtout n € N "

suite ( S, (x) ) Lo st donc bornée. De plus la suite (%

vers 0. D’apres L3., Z s x

3.a. (C’est évident.

sin[(zn;rl)t]

2sin(tj
2

3.b. Onsaitque » coskt=C,(t)=-
k=1

+

N | =

cette égalité, il vient { Z k
k=1

25in(x)
2

1

j est décroissante et converge
nelN

,la

——— converge. Ce résultat reste trivialement vrai lorsque x € 2 1 7Z .
n

. En intégrant entre x et =«




4a. hest C' sur [x, TE] comme inverse d’une fonction I’étant. / * est continue sur le segment [x, T ] , elle y est donc bornée.

T
4.b. On intégre par parties I h(t)sin ((n + %j tJ dr.
2

Les fonctions 4 et g: ¢t > —
2n +1

1
cos(n + Ejt sont de classe Cl,ona

U ™
I h(t)sin ((n + %J tj dr = .[ h(t)g’(t)dt,donc cette intégration par parties est licite. Elle donne :

X

Ih(t)sm([n +%jtjdt :{_2n2+lcos([n +%jt]h(’) T +2n2+1 .Tfh’(t)cos[(n +%jt}dt

X Py

d’oﬁ:jh(r)sin([n+%jtjdz: 2 COSun Zijx] N ]Eh’(t)cos[(n+lJtJdt

2n + 1

i . 5 cos((n+;jxj i .
Ih(t)sin n+ — |t ]de| < + Ih’(t)cos n+ — |t ||de
2 2n +1 X 2
x sin — x
< 2 + IMdt R
2n+1) . X
sin — x
L 2
T , 1 2 .
donc Ih(t)sm n+ — |t |de] < + m — x |. Il estalors clair que
" 2 2n +1 sin =

. (2n+1)t . (2n+l)t
b ik [ sin T L sin T
4.d. e oS dret lim | dt = 0
Pt k 2 2 . t n—+w . t
x Sin | — X s | —
2 2
donnent immédiatement le résultat attendu lorsque x € ]0, Tc[ .Pour x = m, ledit résultat est une évidence, et pour
xe|n,2n[:
% sin k I sink(x - 2= ¥ osink(2n - x ) )
UL z ¥ par périodicité = — Z ¥ par imparité
Ko1Kk k=1 k k=1 k
n—(2nm—x
=——(2 )car (2n-x)e]o,n[,
2 osinkx T — X
on a donc encore Z = —
k=1 k 2
Partie 111

10



0sip<m

L.a. Onapplique le résultat de L.1. avec a, = 1 . , b, = sin p x,etonobtient :
— sip>m
p
n : S X n—1
> smpxo_ n )+ > (ap—apH)Sp(x).Danslasomme,ap—ap+lvaut0sip<m,
p=m+1 p n p=0
1 . ,
vaut — et vaut — — si p>m,dou:
m + p p+
i Sinpx Sn(x)+ n! (l_ 1 ] ( )_Sm(x)
p=m+l p n p=m+l p p""l i m + 1
1.b. On en déduit que
n i S, (x n-1 S, (x
)3 el A S| n )|+ (l— 1 j|Sn(x)| | 2 )|
p=m+1 P n p=m+1 p p+l m + 1
1|1 & [1 1 j 1
<——| -+ - -
sin 1" pSma\p p +1 m + 1
. . < sin p x 1 1 1
et le télescopage habituel donne Z <
: p . m + 1 m + 1
p=m+l sin
- sinpx 1 2
Par passage a la limite lorsque » tend vers + o0, on a aussi Z P < .
p:m+1 p Sin m+1

sin p x
P , tous les termes
p

k

2.a. Pour 0 < p < [EJ =k, px appartienté[O,n] ; dans la somme z
X

p=1

sin p x . , .
PX pe plus on sait (et on redémontre rapidement) que pour tout

sont donc positifs, ce qui donne déja 0 < Z

p=1
: k
tZO,onasintSt.Doncz smpxszﬁ=kx=[£Jx£Ex=n
so1 D o1 P X X
2.b. Faire I’étude de fonctions habituelle.
. 2 sin p x 2 s . .
2.c. D’apres 1.b., Z < . On a par définition d’une partie entiére,
p=k+1 P (k+1)sinE
2
k+1>L1 , d’autre part d’aprés b., sin > E.Ainsi, Z SMPY g,
x 2 m p=k+1 P
n . k . n . k . .
3. Z sin p x| _ Z:smpx z smpx_zsmpx Z sinpx|_ L,
p=k+1 p=1 p p=k+1 p p=1 p p=k+1 p

tout a déja été fait.

11



Probléme 4
Sur les restes d’une série convergente

PARTIE [ I

1 "L (=1)P
Posons, pour tout n € N*, 5§, = Z (=1) . On constate que :
P

p=1
1 1
> la suite (Sa,) est décroissante car S — Sy == — < 0.
( Qn) 2n4-2 2n M+ 21 2?’14—% =
> la suite (San41) est croissante car Sonya — Sony1 = 4 >0

n+3 2n+2
> la différence (Sany1 — Sa2,)) tend vers 0.

Les deux suites (Sany1) et (S2y,) sont done adjacentes, et convergent donc vers la meéme limite. D’apres le cours
sur les suites, on peut donc en conclure que la suite (5, ) est convergente, ce qui revient exactement a dire que :

_1)p
[La série Z ) est convergente. ‘
p

2.a ) . 1 ! C s
Soient n € N et ¢ > n+ 1. En écrivant, pour tout p € [n+1,¢], que — = / 2P~1dz, on peut en déduire :
P Jo

q (_l)p, q . lx:ﬂ—lrf_ q 1_ bty 1 q gy
> p—Z(l)_[ﬂ dr = Z_A(n d‘—AZ(‘} d:

p=n+1 p=n+1 p=n+1 p=n+1

En remarquant que —z # 1, on peut alors utiliser le cours sur les suites géométriques pour écrire :

Y N
P e o

En développant, on obtient exactement le résultat annoncé :

q 1 1
(71}}]_ n+1 z" q z?
> > =(=1) i T+ (-1) A dea:.

p=n+1

-2.b B . . e e e
- Nous allons faire tendre U'entier g vers +oo dans égalité précédente. On remarque pour cela que :

1 g 1 . 1
)(m[ - dz‘:/ i dmgf e = —
Jo l+-1' 0 ].+(I' 0 q+].

1
gy . T PR . .
ce qui démontre que : lim (—1)4 dr = 0. On déduit alors directement de la question 2.a que :
g—+00 o 1+
n

1 n
‘ R, :(—1)““/ i d.T.J
Jo 1+

- Nous allons effectuer 'intégration par parties suggérée en écrivant T ="l x , en primitivant
T

n—1

P T .
Tz et en dérivant x — Tra On obtient :
T

1
Fn — (_1}n+1 j ‘Tn—l €T dz
0 1+.’I‘

n 1 1 .,..n
\ntl a" - T 1
= {{nlﬂl /0 X(1+:c)2dm}

G Y S G VL G
- on 1 n /D(l—l—:r}gdx

2|

12




1 . . R
Les constantes k = B et 3 = 1 semblent donc convenir. Il reste juste & montrer que :

(—1)" /1 z" 1
dr = 0O[—
n  Jy (L+x)? ¥ oo n?

n

1
s ., T .
c’est-a-dire, que la quantité n / md:{' est bornée. Or, on trouve :
0 a

1 n
T
n./o 7(1+$) dz

ce qui termine la démonstration. En conclusion :
1)+t 1
n—+4oo  2n n

D’apreés la question 1., la série E -——— est convergente, donc, la série E —
P! q 4 ; on

) converge aussi. En conclusion :

1
<n/5-:“d:r:: i <1
Jo n+1

_l)n+l
I'est aussi. Par

1
ailleurs, puisque la série Z — est convergente, la série Z O ( ~
n?

[La série Z R, est canvergente.}

E Pour tout p € N, on peut écrire, d’apres la question 2.b :

ZRR—Z )“+1f011+T.. / 1+$Z—m’nd1‘

n=0

Puisque z varie entre 0 et 1, le réel —z est nécessairement différent de 1, ce qui permet d’obtenir :

P 1 1 1 1 1
1 1—(—z)P* 1 xP+
R, =-— de = — ——dx + —13’+1/ —d
2 [, ot 0 ) s *)
1 mp-i—l
Or, on constate que lim (—1)P+! ———dr=0car:
P00 o (1+z)?

1 pp+l 1 op+l 1 1
(-t [ L dp| = [ ——da< [ attldz=—— — 0
o (1+2)° Jo (1+x)? Jo p+2 p—+oo

En passant a la limite dans 1'égalité (*) lorsque p tend vers +o0, on obtient donc :

—+o0

1 1
1 1
ER““‘[O (1+a~)9dﬁ‘[1+xh

En conclusion :

PARTIE 11 I

. Nous avons affaire a4 une série alternée. Puisque la suite ( ) est décroissante et tend vers 0, on peut

7n

utiliser le critére spécial des séries alternées pour affirmer que :

[La série Z =

est converge nte}

13



mn
1 . . ..
@ Posons, pour tout n e N* : V,, =U,, — ——dzx. Nous allons démontrer que la suite (V},) est décroissante

/T

1
et minorée, ce qui prouvera qu’'elle est convergente. On trouve tout d’abord, pour tout n € N* :

1% v—lf’””dT
T el L VB

Déterminons le signe de cette derniére quantité. Démontrons pour cela 'encadrement suivant :

1 n+1 1 1

Wn e ¥, < —dt < —
n ANTEn A N N

(xx)

, . - . 1
Pour démontrer Pencadrement (%), fixons n € N* et utilisons la décroissance de la fonction ¢ — E sur

I'intervalle [n,n + 1]. On obtient :

1 1 1
S —==<—

n+1~ Vt~ Jn

En intégrant cet encadrement sur [n,n + 1], on en déduit immédiatemment le résultat (x) annoncé. On en
déduit que V11—V, < 0 pour tout n € N*, ce qui démontre la décroissance de la suite (V,,). On trouve d’autre
part, pour tout n € N* :

Yt e [n,n+1],

. _L+§L_T§/”1L&_L+E(L_ /WL&) .
' \/E p=1 \/ﬁ p=1"P \/E \/ﬁ p=1 \/16 Jp \/E d’apré_s (%)

La suite (V},) est donc convergente, et en notant L + 2 sa limite, on peut donc écrire :

J . 3 T " 1 —
[Il existe L € R tel que : ﬁll}l}_lx (Ln /1 \/Ed:r) =L +2]

T.a
Soit n € N*. On peut écrire :

+oo 1y S0 _qy 2n 1y 2n _1)P
w B S P B

p=2n+1 p=1 p=1 p=1

Or, en séparant dans cette derniére somme les indices pairs et les indices impairs, on déduit :

LA SN VA S SI I
=V VP Vi &R = VIR

1<p<2n 1<p<2n k=1
1l & 1 ( < P )
2 k=1 \/E k=1 k k=1 2k
1 &1 &1
= 2 ® — —_ — — = ﬁbrn UQn
2 k=1 k k=1 k

En conclusion :

[‘v’n e N*, 1o, = So — V2U, + Ugn]

-7-b . ., . , .
- Utilisons le résultat de I'énoncé. On obtient :

Ton ZSQ—ﬁ[Q\/E+L+QL\/ﬁ+O(n\1/ﬁﬂ - {2\/%+L+ 2\/1%4_0(“\1/?_1)]

ce qui se simplifie en :

1 1
[ n i B+ 1= VIL -5+ O (7)}

14



T.c . L. .
La suite (r,,) est définie comme le reste d'une série convergente, done, cette suite tend vers 0. On en
déduit que S9 + (1 — \/ﬁ)L = 0, c’est-a-dire :

Sy =(2-1)L

Les deux résultats précédents permettent d’affirmer que :

1 L0 1
Ton = ——— S
i 24/2n ny/n

Déterminons un résultat analogue concernant ra,,11. On trouve :

r = 7 _(_1)2n+1__ ! + 0 ! )-i— !
kb T e V2n+1l  2v2n n4/m V2n+1

B Lo, 1 1 +o( 1 )
22+l 2V2n+l 2v2n ny/n

o(rer)

On peut donc écrire :

—1)n+! 1
rn o= ) +0
natoc  24/n nyn
(—1ym+!
Or, la série Z T converge d’apres le critere spécial des séries alternées, et la série Z
n

1
nyn

converge

1
nyn

absolument, donc, la série E O ( ) converge également. En conclusion :

[La série E 7, est convergeme]

15



Probléme 5
Lemme de Cesaro généralisé

T,

onsidérons £ > 0. Par hypothese, la suite (v,,) tend vers £, donc :
ANg e N, ¥n > Ny, v, — ¥ <«

On peut alors écrire, pour n € N :

n n n n
E URUL E up, ug(vr —£) E g v — £
: k=0 k=0 k=0 k=0
L L= N = =1
E (I E U U E (i
k=0 k=0 k=0 k=0
On obtient donc, pour n > Ny :
Np—1 T No—1
E ug |vi — £ E up X € E up, v — £
. k=0 k=N, k=0
"LL‘n - £| < n + Er)?, = n +e
D> u 2 PR
k=0 k=0 k=0
Np-1 n
Posons C' = E u |vp, — £|. Par hypothése, la suite E ug tend vers 4+o0o, donc :
k=0 k=0 n>=0
. . . C
dN; e N, Vn >N, — <eg
Dk
k=0

On trouve done, pour n > max(Ng, N1) : |wy, — €] < 2. On peut donc conclure :

[La suite (w,) converge vers { ]

1.b , .
La convergence de la suite (w,) n’entraine pas celle de (v,). Par exemple, si on pose v, = (—1)" et
ty, = 1 pour tout n € N, on trouve :

1 . .
. —_— s1 n est pair
¥n e N, w, =< "+l ) : .
0 si n est impair

donc, la suite (w,,) converge vers 0. Pourtant, la suite (v,,) ne converge pas. Ainsi :

[La. convergence de la suite (w,) n'implique pas celle de la suite (t:ﬂ).]

1
w

2 n
Posons, pour tout n = 1 : a, = [H

k=1
ce qui permet de poser, pour tout n > 1 :

bn = In(a,) = %Zm (1 + %)
k=1

Il est alors possible d’appliquer le résultat de la question 1.a avec :

(1 + E>j| . La suite (a,) est constituée de réels strictement positifs,

ug =0 VnelN  u, =1

vg =0 YnelN v, =1n (1 + 7)
n
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La suite (v,,) tend clairement vers 0, donc, d’apres 1.a, la suite (b,,) tend vers 0, done, (a,) = (eb“) tend vers 1.
En conclusion :

3.a , . PEPR ..
D’apres I'hypothese de la question, la suite (;—“) tend vers 1. Puisque la série a termes positifs 3 u,, est
n

divergente, on a donc 1'11_'{_1 E up = +0¢, donc, d'aprés la question 1.a, on peut dire que :
n— oo
k

=0
n n
Ve
Up X — Ve
Ur E :
. k=0 . k=0
lim ——— =1 — lim — =1
n—-4oco n—-+oo
> uk Dk
k=0 k=0

Cela revient exactement a écrire que :

n

n
(Les sommes partielles (Z uk) et (E vk) sont des suites équivalentes.
k=0

k=0

3.b
Posons, pour n > 1 : a, = In(n). On trouve :

1 1
nil — p =1 1) -1 =In{1+—|~—
Ani] — @ nn+1)—In(n) =1In ( + -n) -

Les deux séries g — et E (@ny1 — ay) sont & termes strictement positifs, et sont divergentes (elles sont de
n

méme nature et I'une d’entre elles est la série harmonique). On peut donc dire, d’apres la question 3.a que :

n 1 n
Z T E (@1 —ag) = apy1 —ap =In(n+1) ~ In(n)
k=1" k=l

Finalement :

3.c "1
Posons, pourn > 1: 2, = ( = In(n). Pour démontrer la convergence de la suite (x,), on peut
1

k
n—1 1
utiliser la suite (y,) définie par y, = ( E) — In(n) et démontrer que les deux suites (z,) et (y,) sont
>1
1
n

1
9:?1+1_$n*n+1 —].Il(]—|— ) (1)

n n—1 n—1
:;:-,1=Z%—Z(]n(k+l)—ln(k))=%+zH—]n(l+%)] (2)
k=1 k=1

Or, si k € N* et si on intéegre entre k et k + 1 'encadrement

1
Yt e [k k+1], 1 <
on obtient 'encadrement classique :

1 1 1
L~ RF < i
vk e N ’k‘—l—l_ln(l—’_k‘)_k

D’apres (1), on peut alors dire que la suite (z,,) est décroissante, et d’apres (2), on peut dire que (z,,) est
positive, done, minorée par 0. La suite (z,,) est donc convergente. Finalement :
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La suite T In(n) | est convergente.
k=1

E Si la série > u,, converge, la suite de ses sommes partielles (S5,,) est convergente. Le théoréme de Césaro
généralisé appliqué alors avec vy = Sk et wp = 1 permet alors de dire que la suite (o,) est convergente,
c’est-a-dire que la série Y u, converge au sens de Césaro. Ainsi :

[Si la série 3 u, converge, alors, elle converge au sens de Césa.ro.J

Introduisons la fonction f définie sur R par f(z) =  + 2%. La fonction f est définie et dérivable sur R,
décroissante sur ]—'x-, —%] et croissante sur [—%,—Fx.- [ On constate que lintervalle [ = [—%, +.'x,'[ est stable
par f, donc, puisque uy appartient a cet intervalle, il en est de méme de tous les autres termes de la suite
(u,,). La fonction f étant croissante sur [, la suite (u,,) est monotone, et puisque = — f(x) — 2 est positive sur
R, la suite (uy) est croissante. Enfin, puisque f est continue sur R, la seule limite possible de (uy), en cas de
convergence, est une solution de 'équation f(z) = x, c’est-a-dire 0. On discute alors suivant les valeurs de ug :
e Siug < 0, tous les termes de la suite appartiennent & [—%, 0[. La suite est donc croissante et majorée par 0,
donc, converge, et sa limite est nécessairement 0.

e Si ug = 0, la suite est constante et égale a4 0

e Siug > 0, tous les termes de la suite appartiennent & ]0, +oc[. Si la suite (u,) convergeait, sa limite ¢ vérifierait
£ = wup (car elle est croissante), donc, on aurait £ > 0, ce qui est impossible. La suite (u,) est donc une suite
croissante qui ne converge pas, done, elle tend vers +oco.

En conclusion :

[Si ug € [—%, O], alors, (u,) converge vers 0, et si ug > 0, alors, (u,) tend vers —|—.'x,'.]

5.b.i
Pour tout n € N, on trouve :

2
Uptl = —Upyp1 = —Up — U, =VUy — U,

On a donc :

Ev‘n eN, v =v, — UiJ

Par hypothese, la suite (u,,) est convergente mais pas stationnaire. On peut donc dire, d’apres la question 5.a,
que up € [—%, [ et que la suite (u,) converge vers 0. Il en résulte que la suite (v, ) est constituée elle aussi de
termes tous non nuls, et qu’elle converge vers 0. En divisant chaque membre de I'égalité ci-dessus par v,,, on
obtient : X
YneN, Ln—“zl—vn
Un

. Un41
et on peut donc affirmer que lim — = 1, donc :

n——4oo Upn

Un+1 ~ Un

n——4oo
On obtient, pour tout n € N* :
2
1 1 Un—1 — Un Un_1 Un—1
a, = — — = = =
Un Un—1 Un—1Yn Un—1Un Un

et on peut donc conclure, grace a la question précédente :

lim a, =
n— 400

En utilisant la question 1.a, on peut alors écrire que :

n mn
. 1 . 1 1 1
lim — E ap = — lim — E — =1
n—+4oo n——+4o0 1 ) 7
+20 1 —1 +o0 71 1 Vi Vk—1
N , , . - , - 1/(1 1 .
La derniére somme rencontrée est télescopique, et la limite se résume & lim — [ — — — | = 1, soit encore
n—-+oo 1 Un Un

) 1 L
lim —— = 1. On en déduit :
n—-+00 MU,
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n—-40o0

L’équivalent précédent permet de dire que la suite (v, ) est positive & partir d’'un certain rang, et
. .- 1 - . . . N spip L
puisque la série ) - est divergente, on peut dire, par comparaison de séries a termes positifs :

ELa. série Z vy, est divergenteJ

La suite (v, ) tend vers 0, donc, on peut écrire sin vQ ~ 'L'Q ~ —1¢ Cet équivalent permet de dire que la suite
P - a p q
rie Z —z est convergente, on peut dire, par

(sin(-ug)) est positive a partir d un certain rang, et puisque la sé
comparaison de séries a termes positifs :

[La série Zsm(t;) est convergenteJ

On a T ~ —-;‘ donc, puisque la série de Riemann E — est convergente, on déduit, par comparaison de séries

a termes p051t1fs= que :

#_ow Un
La série E —— est convergente.
n

5.b.iv

La suite (a,,) tend vers 1 d’aprés la question 5.b.ii, donc :

Plus précisément, on peut écrire :

B 1
Un—1 Up—1 — U Un (n—1})
b,=a, 1= : — 1= : -
Un Un Un o
ce qui permet de conclure :

1
b ~ =
n——+0o 71

3.b, on peut dire que :

La série harmonique Y % est divergente, donc, d’apres I'équivalent précédent et les questions 3.a et

n—1 -1
ko e Z T 111(-n -1) e In(n)
k=1 k=1
n—1 n—1 1 1
Or: Z b, = Z ap —(n—1)=— — — —(n—1). Donc, on peut écrire que :
Un o
k=1 k=1
1 1 1
lim =% ( ) =1 — lim =2 = =
n—+o0 In(n) n—+oo In(n)

v, In(n) 111( )

n

C1s ve 1
On déduit donc I'équivalent — —v,, ~
n

In(n)

par comparaison de séries a termes positifs, que E

finalement :

. Puisque M

[La série Z tn converge.]

(—:r) , on peut écrire successivement,

n?

. 1
2 converge, puis que E (E — vy | converge, donc,
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