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Problème  1 

 

1.a.   Pour tout n  , 1 1 1 1 1

1 1
sin cos sin sin

2 22 2 2 2
n n n n nn n n n

x x x x
v u u u v  +    +      +  +   +  

       
=    =        =        =            

       
 : 

La suite ( )n
n

v


 est géométrique de raison 
1

2
 . 

b.   On déduit du résultat précédent que pour tout n  , 0

1

2
n n

v v    
   =     , soit :  

( ) ( ) ( ) ( )0 1

1 1 1
sin sin cos sin sin 2

2 2 2 2
n n n n n

x
u u x x x x          +  

 
   =          =              =        

 
. 

Comme 0,
2

x
 

  
 

, sin
2 n

x 
 
 

 est non nul, on a donc : 
( )sin

2 sin
2

n
n

n

x
u

x    +  

      
   =   

 
   

 

 . 

c.   On sait que ( )
0

sin
x

x x
   →   

      . Il en résulte que 
( )sin

2
2

n
n n

n

x
u

x   →   +       +  

      
      

  

 : ainsi ( )n
n

u


 converge,  

et 
( )sin

lim
2

n
n

x
u

x
  

  →  +  

      
     =   

  
 . 

2.a.   On a 
0 0

1

1 1

2 2 cos

a b
a

x

+  
=    =         +     

   
, et 1 1 0 2

1 1 1 cos 1

2 cos cos 2 cos

x
b a b

x x x  

     +    
=    =         +       =    

         
. 

Avec la formule 
2cos 2 cos 1a a         =         −   , on obtient :

( )

2

1 2

2 cos
2

2 cos

x

b
x

  

  

 
      

 
=

      
. Comme 0,

2
x

 
  

 
, les cosinus sont 

positifs, et ainsi 
( )

1

cos
2

cos

x

b
x

 
    
 

=
    

 . 

b.   Récurrence sans aucune difficulté. 

 

3.a.   Pour tout n   : 

( )
( )

1 1 1 1 1

1

1

1

2 2

2 .
2

2

n n n n
n n n n n n n

n n
n n

n n n

n n n n
n

a b a b
b a a a b a b

a b
b a

a b a
a b b a

b

        
+ +      +   + +

    

+

+

    +

    +      +   
− =            −      =         −         

 

   +   
   −   

=      =   −    
   +   +

   +     
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b.   Récurrence à nouveau évidente, avec le résultat de  3.a. . 

c.   On a pour tout n  , 1
2

n n

n n n

a b
a a b  +   

+
      =       , donc la suite ( )n

n
a


 est strictement croissante, et  

1 1n n n n n nb a b b b b+ +     =          =   , ainsi la suite ( )n
n

b


 est strictement décroissante. 

d.   On sait que 

( )
( )

1

1 1

12

n

n n n n

n n

a
b a b a

b a

+

+ +

+

− =   −
+

, que 0n nb a−        et que 1n na b+         . On en tire  

immédiatement : ( )1 1

1

2
n n n nb a b a+ +−    − , pour tout n  . Par une autre récurrence facile, on en déduit que pour 

tout n  , ( )0 0

1

2
n n n

b a b a−  − , soit : 
( )

1 1
1

cos2
n n n

b a
x

 
−  −  

 

. 

 

e.   On sait que la suite ( )n
n

a


 est croissante, et la suite ( )n
n

b


 décroissante. De plus,  

( )

1 1
0 1

cos2
n n n

b a
x

 
      −  −  

 
, donc lim 0n n

n
b a

   →   +  
   − = . Ainsi les suites ( )n

n
a


 et ( )n

n
b


 sont 

adjacentes. Il en résulte qu’elles sont toutes deux convergentes, et qu’elles ont la même limite. 

4.a.   Pour tout n  , on définit la propriété ( )n    H  par : 

( )
( ) ( )2 2

cos
2

: et  
cos cos

n n
n

n n

x
u

u
n a b

x x

 
 
 

            =    =    H   . 

Initialisation : 

On a 
( ) ( )

( ) ( )

0 0

0 2 2

cos
cos cos 2

1
cos cos

x
u

x x
a

x x

    

 
   

 
=      =    =     et 

( )

( )

( ) ( )
0

0 2 2

cos1

cos cos cos

x u
b

x x x

  

    

    
=    =      =   , d’où ( )0    H . 

Hérédité  

Soit un entier n   fixé, supposons ( )0    H . 

Alors : 

( ) ( )

( )

( ) ( )

2 2

1 2

2
11 1

2 2

cos
2

cos 1
cos cos 2

2 2 2 cos

cos cos
2 2

, et :
cos cos

n n
n

n
n n

n n

nn n

n

x
u

u x

a b x x
a u

x

x x
u

u
x x

+

  
     +      +      +   

 
 
      +      +    +  

=    =      =      
  

   
      

   
=      =              

     

( ) ( ) ( ) ( )

21 1
1 1

1 1 2 2 4 2

cos
2

cos cos cos cos

n n
n n n

n n n

x
u

u u u
b a b

x x x x

       +      +   
     +        +   

+ +

 
    

 
=    =      =      =     , d’où ( )1n      +    H . 

Par principe de récurrence, on a bien 
( )2

cos
2

cos

n n

n

x
u

a
x

 
 
 

=  et 
( )2cos

n

n

u
b

x
=  pour tout n  . 
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b.   On sait que 
( )sin

lim
2

n
n

x
u

x
  

  →  +  

      
     =   

  
. Donc 

( )

( )2

sin

2lim
cos

n

x

xa
x

      

     =     = , que l’on peut arranger un peu :  

( ) ( )

( )

( )
2

2 sin cos tan
lim

2 cos
n

x x x
a

xx x

            
   =     =    =   

    
 . 

5.a.   D’après le résultat de la question précédente, on a ici 

tan
44

4

 
     
 

   =      =   
 

 . 

b.  On sait que les suites ( )n
n

a


 et ( )n
n

b


 sont respectivement croissante et décroissante, et toutes deux de  

limite 
4

   =   


 . Donc pour tout n  ,  
4

n na b              


, et l’on en déduit que 
4 4

n nb a    

             . 

c.   Pour tout entier n  , on a toujours 

( )
( )

1

1 1

1

0
2

n

n n n n

n n

a
b a b a

b a

+

+ +

+

     − =   −
+

  

et 1n n nb a a+            . Donc 

( )
( ) ( )

1

1 1

1 1

1
0

42

n

n n n n n n

n n

a
b a b a b a

a a

+

+ +

+ +

     −    −    =   −
+

 . 

d.   Avec l’encadrement 
4 4

n nb a    

            , les termes na  et nb  donnent un encadrement de   à 
810 −

 près dès lors  

que 84 4
10

n na b

  −  

    

   −         , soit dès que ( ) ( )84
10n n

n n

b a
a b

  −  
    

    

      −                     
  

. 

On a 0, ainsi ( )   est vérifié dès que 8

1

1
10

4 n

  −  

     −   
      , soit dès que ( ) ( ) ( )1 ln 8 lnn−      −               −        , c’est-à-dire dès 

que 
( )

( )

ln
4 1

ln
n

    
           +   

    
, donc dès que n          . 

e.   De même, les termes na  et nb  donnent un encadrement de   à 10 p−
 près dès que 

( )

( )

ln
1

2 ln

p
n

    
           +   

    
, d’où le script  

Python suivant : 

 

Exemple d’exécution : 

 

(on constate que les 8 premières décimales sont les bonnes, et sont égales). 
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Problème 2 

 

I.   Quelques exemples 

1.   Supposons que le produit 
1

k

k

u


 , notons alors  la limite (non nulle) de la suite ( ) *n
n

p


. On remarque que pour tout  

*n  , 0nu         (sinon la suite ( ) *m
m

p


 serait nulle à partir du rang  n ), et que par suite pour tout 
*m  , 0mp        . 

Il est licite d’écrire que 
1

n

n
n

p

p    →   +  
  −  

     , soit : 1n
n

u
   →   +  

     . La suite ( ) *n
n

u


 est donc convergente, de limite  1 . 

2.   On a pour tout *n  , 
1 1

1 1n n

n

k k

k
p

k k= =

  +    
=     +    = 

 
  . Ce produit est télescopique, et il vient 1np n=    +   . Le  

produit 
1

k

k

u


  est donc divergent, de limite +   . 

3.   Posons pour tout 1n  , sin
2

n n n

a
q p     =   . On a pour tout 

*n  , 1 1 1 1 1
sin cos sin

2 2 2
n n nn n n

a a a
q p p    +     +      +    +    +  

   =      =       , 

d’où 1

1 1
sin

2 22
n n nn

a
q p q    +         =          =      . La suite ( )nq     est 

1

2
1 – 1 géométrique ; il en résulte que pour tout 1n  , 

11 1 1

1 1 1 1
sin cos sin cos

2 2 22 2 2 2
n n n n n

a a a
q q p a          −      −      −    

   =        =          =        =      . 

Comme \a   , sin
2 n

a
 n’est jamais nul, et 

cos

sin 2 sin
2 2

n
n

n

n n

q a
p

a a
  

  
  

    

  
   =      =   

      

. Il en résulte que 
cos

2
2

n
n n

n

a
p

a  
   →      

  

  
      

  

 : 

Le produit 
1

k

k

u


  converge, et a pour limite 
cos a

a

  
 . 

 

II.   Une caractérisation de la convergence d’un produit 

1.   Par définition de la convergence d’une suite :  

0 00 , , , 1 1nn n n u  
                                     −            +    . 

En particulier, avec 1   =    : 0 0, , 0 nn n n u  
                             . 

2.   On a pour tout  0n n      , 
0

0

1

1

n n

n k k

k k n

p u u
  

  

   −   

= =

 
=      

 
 

  . Comme pour tout 0 , 0 ,nn n u                   on peut écrire que  

( )( ) ( )
0 0

00

1 1

1 1

exp ln exp ln

n nn n

n k k k k

k nk k n k

p u u u u
    

    

   −      −   

    

   =   = = =

    
 =              =              

     
     

   , soit :  

( )
0 1

1

exp

n

n k n

k

p u S
     −   

  

=

 
=          

 
 

        . 

0 1

1

n

k

k

u
     −   

=

  étant un réel fixé non nul, on en déduit que le produit ( )np     converge si et seulement si la suite ( )( )
0

exp n n n
S

  
          

       

converge vers un réel non nul, c’est-à-dire si et seulement si la suite ( )
0

n
n n

S


 converge. 
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3.   Ici on a pour tout *n  , 1nu        , et l’on peut définir la suite ( )
1

n
n

S


 par : ( )
1

ln
n

n k

k

S u  

=

=       . 

a.   Soit 
ln

:
x

f x
x

          . La fonction  f  est dérivable sur   
  +  et pour tout 0x    , ( )

( )
2

1 ln
 ’

x
f x

x  

   −       
       =    . 

Par conséquent,  f  est décroissante sur  e ,    +   . Comme 3 e      , on a pour tout 3k  , pour tout  , 1x k k            +   , 

( ) ( )f x f k              . Il en résulte que ( ) ( )
1 1

d d

k k

k k

f x x f k x

+ +

           , soit : 

1
ln ln

d

k

k

x k
x

x k

+

  . 

b.   On a ici pour tout 3n      , ( )
( )

3 3

ln
ln

n n

k

k k

k
u

k
  

= =

    
       =     , d’où d’après ce qui précède,  

( )
1 1

3 3 3

ln ln
ln d d

k nn n

k

k k k

x x
u x x

x x

+ +

  

= =

             =       , soit : 

( ) ( )
( ) ( )1 2 2

2

33

ln 1 ln 31
ln ln

2 2

nn

k

k

n
u x

     +       
  

  

  =

     +      −        
                     =    

 
 . 

On en déduit que ( )
3

lim ln
n

k
n

k

u  
   →   +  

=

         =   +   . On a donc également lim n
n

S
   →   +  

  = +   . La suite ( )
1

n
n

S


 diverge, le 

produit 
1

k

k

u


  est donc lui aussi divergent. 

 

III.   Un deuxième critère de convergence d’un produit. 

1.   La fonction ( ): ln 1f x x           +  est dérivable et concave, donc pour tout 0x      , ( ) ( ) ( )’f x x f f                   +       ,  

soit : ( )ln 1 x x+  . 

2.   Supposons que la suite ( ) *n
n

T


 converge. Cela revient à dire que la série nv    converge, et ceci entraîne que son terme  

général tend vers  0 .  Il en résulte que ( )ln 1n n
n

v v  
   →   +  

            +   . Les séries nv    et ( )ln 1 nv         +    , à terme général 

positif, sont donc de même nature. Ainsi la série ( )ln 1 nv         +     converge : autrement dit, la suite ( )nS     converge. On déduit 

alors de  II.1. que le produit ( )
1

1 k

k

v


+  converge. 

3.   Supposons maintenant que le produit ( )
1

1 k

k

v


+  converge. Alors d’après  I.1. ,  la suite ( )n
n

v
  

 converge vers  0 ,  et,  

d’après  II.2. ,  la série ( )ln 1 nv    +  converge. Les séries ( )ln 1 nv    +  et nv    sont à terme général positif et 

( )lnn nv v            +    , donc nv    est également convergente. Par conséquent, la suite ( ) *n
n

T


 converge. 

4.a.   D’après  I.2. ,  le produit 
1

1

k k

 
    +     

 
  est divergent. En appliquant le résultat de  III.3. à la suite  

( )
1

1

1
n n

n

v
n

          
        

 
     =      

 
, on en déduit que la suite ( ) *n

n
T


 de terme général 

1

1n

n

k

T
k=

=   est divergente. 

b.   La fonction 
1

x
x

       étant décroissante sur 
   
  +  et en particulier sur      +   , on a pour tout 2k  , pour  
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tout  , 1t k k            +   ,  
1 1 1

1t k t
            

   −   
 . En intégrant sur  , 1k k      +   , on obtient 

d d d

1

k k k

k k k

t t t

t k t

  +     +     +  

               
   −      , soit 

1

d 1 d
k k

k k

t t

t k t

  +  

  −  

                 .  On somme pour  k  variant de  2  à  n ; il vient avec la relation de Chasles,  

1

21 2

d 1 d
n nn

k

t t

t k t

  +  

  =  

                  . Ainsi ( ) ( ) ( )ln ln 1 lnnn T n                     +        +      −       . Comme 

( ) ( ) ( )ln ln 1 lnn n             +        +      −       , on a finalement ( )lnnT n            . 

5.   On considère dans cette question un réel  a  et le produit : 

( )2

1

1
k

n

n

k

p a
    

=

= + . 

a.    Lorsque 1a      , la suite ( )21
n

n

a
    

  

+  ne tend pas vers  1 ,  donc, d’après  I.2. ,  le produit ( )np   diverge (et plus  

précisément, on montre facilement qu’il tend vers +   ). 

b.   On pose ici 2 n

nv a
    

     =   . La suite ( )nv   est à terme strictement positif, et les résultats précédents s’appliquent, le  

produit ( )np   est de même nature que la série 
2 k

a
       . On montre facilement par récurrence que pour tout , 2 kk k           , 

donc puisque  a           , 
20

k ka a
                  . La série géométrique 

ka       converge. Alors par majoration, la série 

2 k

a
        est elle aussi convergente, et il en est de même du produit ( )np   . 

c.   On a ( ) ( ) ( )2 2 2 4
1 1a p a a a           −        =      −        +      =      −   , puis 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 4 4 4 8
2 1 1 1 1a p a p a a a a            

     −        =      −          +      =       −          +       =      −    ; bref, on voit que pour tout 

1n      , ( )
12 1

n

na p a
    +         −        =      −   , et on le prouve par une récurrence que je vous laisse écrire. 

On en déduit immédiatement que 
2

1
lim

1
np

a   
     =   

  −  
 . 
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Problème 3 

Sur la transformation d’Abel 
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 9 

Partie II 

1.   Pour tout \ 2x    , ( ) ( )
1

e
n

i k x
n n

k

C x i S x
=

+ =   est une somme géométrique de  

raison e 1i x  , d’où l’égalité  ( ) ( )
1 e

e
1 e

i n x
i x

n n i x
C x i S x

−
+ =

−
. On a donc  

( ) ( )
( )

( ) ( )

1
2 2 2

2

2 2 2

2 sin
e e e 2

e e

2 sine e e 2

sin
1 12

cos sin ,
2 2

sin
2

i n x i n x i n x
i n x

i x
n n i x i x i x

n x
i

C x i S x
x

i

n x

n x n x
i

x

− +

−

 
−  

−  
+ = =

 
−  −

 

 
   + +    

= +           
 
 

 

d’où en identifiant les parties réelles et imaginaires,  ( )

( )1
sin cos

2 2

sin
2

n

n xn x

C x
x

+  
  

   
=

 
 
 

 et 

( )

( )1
sin sin

2 2

sin
2

n

n xn x

S x
x

+  
  

   
=

 
 
 

. On déduit de la première égalité que : 

( )

( ) ( ) ( )1 1 2 11
sin sin sin

2 2 2 2 2 21 1
.

2 2
sin 2 sin

2 2

n

n x n x n xn x n x

C x
x x

 + +    + 
+ − +      

       
+ = + =

   
   
   

 

2.   D’après ce qui précède, pour tout  \ 2x   , pour tout 
*n  , ( )

1

sin
2

nS x
x


 
 
 

, la  

suite ( )( ) *n
n

S x


 est donc bornée. De plus la suite 
*

1

nn 

 
 
 

 est décroissante et converge  

vers  0 .  D’après  I.3. , 
sin n x

n
  converge. Ce résultat reste trivialement vrai lorsque 2x   . 

3.a.   C’est évident. 

3.b.   On sait que ( )

( )

1

2 1
sin

21
cos

2
2 sin

2

n

n

k

n t

k t C t
t

=

+ 
 
 

= = − +
 
 
 

 . En intégrant entre  x  et     

cette égalité, il vient ( )

( )

1

2 1
sin

2sin 1
d

2
2 sin

2

n

k xx

n t

k t
x t

tk




=

+ 
 

   
= −  − + 

     
 

  , d’où  

( )

1

2 1
sin

2sin 1
d

2 2
sin

2

n

k x

n t

k x x
t

tk



=

+ 
 

 −  
= −

 
 
 

  . 
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4.a.   h  est 
1C  sur  ,x   comme inverse d’une fonction l’étant.  ’h  est continue sur le segment  ,x  , elle y est donc bornée. 

4.b.   On intègre par parties ( )
1

sin d
2

x

h t n t t


  

+  
  

 .  

Les fonctions  h  et 
2 1

: cos
2 1 2

g t n t
n

 
− + 

+  
 sont de classe 

1C , on a  

( ) ( ) ( )
1

sin d ’ d
2

x x

h t n t t h t g t t

 
  

+ =  
  

  , donc cette intégration par parties est licite. Elle donne : 

( ) ( ) ( )
1 2 1 2 1

sin d cos ’ cos d
2 2 1 2 2 1 2

x xx

h t n t t n t h t h t n t t
n n

 
           

+ = − +   + +           
+ +           

 

d’où : ( ) ( )

1
cos

21 2 1
sin d ’ cos d

2 2 1 2
sin

2
x x

n x

h t n t t h t n t t
xn

 

   
+   

         + = + +       +      
 
 

  . 

4.c.   En notant  M  un majorant de ’h  sur  ,x   :  

( ) ( )

1
cos

21 2 1
sin d ’ cos d

2 2 1 2
sin

2

2 1
d ,

2 1
sin

2

x x

x

n x

h t n t t h t n t t
xn

M t
xn

 



   
+   

         +  + +       +      
 
  

 
 

 + 
+  

 

 



 

donc ( )
1 2 1

sin d
2 2 1

sin
2

x

h t n t t x
xn


 
   

+  +  −   
+     

 

 . Il est alors clair que 

( )
1

lim sin d 0
2n

x

h t n t t



→ + 

  
+ =  

  
 . 

4.d.   

( )

1

2 1
sin

2sin 1
d

2 2
sin

2

n

k x

n t

k x x
t

tk



=

+ 
 

 −  
= −

 
 
 

   et 

( )2 1
sin

2
lim d 0

sin
2

n
x

n t

t
t



→ + 

+ 
 
 

=
 
 
 

   

donnent immédiatement le résultat attendu lorsque  0,x   . Pour x =  , ledit résultat est une évidence, et pour 

 , 2x     : 

( ) ( )

( )
( )  

1 1 1

sin 2 sin 2sin
  par périodicité   par imparité

2
  car  2 0, ,

2

k k k

k x k xk x

k k k

x
x

+  +  + 

= = =

−   −
=    = −

 −  −
= −  −  

  
 

on a donc encore 
1

sin

2k

k x x

k

+ 

=

 −
= − . 

 

Partie III 



 11 

1.a.   On applique le résultat de  I.1.  avec 

0  si  

1
  si  p

p m

a
p m

p




= 




, sinpb p x= , et on obtient : 

( )
( ) ( )

1

1

1 0

sin
nn

n

p p p

p m p

S xp x
a a S x

p n

−

+

= + =

= + −  . Dans la somme, 1p pa a +−  vaut  0  si p m , 

vaut 
1

1m
−

+
 et vaut 

1 1

1p p
−

+
 si p m , d’où : 

( )
( )

( )1

1 1

sin 1 1

1 1

nn
n m

p

p m p m

S x S xp x
S x

p n p p m

−

= + = +

 
= + − − 

+ + 
  . 

1.b.   On en déduit que  

( )
( )

( )1

1 1

1

1

sin 1 1

1 1

1 1 1 1 1
,

1 1
sin

2

nn
n n

n

p m p m

n

p m

S x S xp x
S x

p n p p m

x n p p m

−

= + = +

−

= +

 
 + − + 

+ + 

  
 + − +  

+ +   

 



 

et le télescopage habituel donne 
1

sin 1 1 1

1 1
sin

2

n

p m

p x

xp m m= +

 
 + 

+ + 
 . 

Par passage à la limite lorsque  n  tend vers +  , on a aussi 
1

sin 1 2

1
sin

2
p m

p x

xp m

+ 

= +


+

 . 

2.a.   Pour 0 p k
x

 
  = 

 
, p x  appartient à  0,   ; dans la somme 

1

sink

p

p x

p=

 , tous les termes  

sont donc positifs, ce qui donne déjà 
1

sin
0

k

p

p x

p=

  . De plus on sait (et on redémontre rapidement) que pour tout 

0t  , on a sin t t . Donc 
1 1

sink k

p p

p x p x
k x x x

p p x x= =

  
 = =  =  

 
  . 

2.b.   Faire l’étude de fonctions habituelle. 

2.c.   D’après  1.b. , 

( )1

sin 2

1 sin
2

n

p k

p x

xp
k= +



+
 . On a par définition d’une partie entière,  

1k
x


+  , d’autre part d’après  b. ,  sin

2

x x



. Ainsi, 

1

sin
2

n

p k

p x

p= +

 . 

3.   
1 1 1 1 1

sin sin sin sin sin
2 :

n k n k n

p k p p k p p k

p x p x p x p x p x

p p p p p= + = = + = = +

 + = +   +      

tout a déjà été fait. 
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Problème 4 

Sur les restes d’une série convergente 
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Problème 5 

Lemme de Cesàro généralisé 
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