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Exercice 1
1. Déterminer le développement limité a ’ordre 5 au voisinage de 0 de f : x +> cos (x)ch(x).
2. Déterminer le développement limité a I’ordre 3 au voisinage de 3 de la fonction g : x > /1 + x .

3. Déterminer le développement limité a I’ordre 5 au voisinage de 0 de la fonction /4 : x > exp ( tan x ) .

Exercice 2

Donner un équivalent lorsque » tend vers + o de:

1 n

1
Wy o4n nto 1 "
1. w, = 3rrdr . 2. x, :(nsinlj -e 6. 3. v, =nlsin Z L
2 n — k!

Exercice 3
1. Pour quelles valeurs de a, b € R la série de terme général In ( n ) + aln ( n+ 1 ) + bln ( n+ 2 ) est — elle convergente ?

2. Calculer alors la somme de cette série.

Exercice 4

Lemme de Cesaro

. . , 1 2

Soit ( a n) une suite réelle convergeant vers unréel A . Pour n € N,onpose: b, = 1 ay .
ne n+
k=0
On souhaite prouver le lemme de Cesaro : la suite ( b, ) , converge et admet pour limite A .
ne
1. Ecrire la définition mathématique du faitque lim a, = A.
n — + o

2. Soite € R .Montrerque: 3 N, e N/ V n>N,,

n+1[kzoa"]

3. Endéduireque: 3 N, e N/ Vn=N,, |bn—k|s € . Conclure.

Exercice 5

On considere la suite ( u, ) N définie par son premier terme u , strictement positif, et par la relation :
ne

1
VneN, u,,., :Earctanun

r . _ n
Pour n € N, on pose également: v, =2"u,.

1. Etudier la suite (un) N
ne

2. Montrer que la série Z u, estconvergente.
n>0

3. Etudier la suite (vn )n .



2

u
~ = % , et en déduire la convergence de la série ) In

+ oo
YV, n— n>0 n

v v

n+1 n+1

4. Démontrer que : In

On note K la somme de cette série.

5. Déterminer, en fonction de K, un équivalent simple de u, lorsque n tend vers + .

Exercice 6
Soient 4 € R ,et f une application définie, continue sur I’intervalle ouvert / = | — 4, 4 [, avaleurs dans R.On
pose J =1 ) R? ,etl’on suppose que :
. Vxed,0< f(x)<x.

ee  f admeten O un développement limité de la forme : f (x) =x-a x" +o0 (xk ) ,

\ * . . y . \ .
ou a € R, et k estun entier strictement supérieur a 1. Soitenfin u, € J.

1. Montrer que 1’on définit bien une suite ( u, ) , par la donnée de son premier terme u , et par la relation de récurrence :
ne
VneN,u, = f(un)

Prouver la convergence de la suite ( u, ) — déterminer sa limite.
n e

2. Pourne NetBeR ,onpose: v, =ub,  —ul.

Montrer qu’il existe un unique € R tel que la suite ( v, ) \ converge vers un réel non nul .
ne

1

En déduire alors que u,, ~ ( ( k-1 ) an ) L — k  on pourra utiliser le lemme de Cesaro démontré en exercice 4 .
n — + o

3. Onpose u, =l etpourtout » € N, u, , | = sin (u " ).Déterminer un équivalent de u , .

Exercice 7
Pour n € N, onnote f, I’application définiepar: V x € R, f, (x) =e"" +x -2,

1. Montrer que, pour tout n € N, il existe un unique réel en lequel f, s’annule. On notera désormais u , ce réel.

2. Montrer que la suite (u " ) N ainsi définie est décroissante.
ne

3. Montrer que la suite (u . ) y converge, et admet pour limite 0 .
n e

In(2)
4. a. Enremarquantque nu, = In (2 -u, ), montrer que u, ~ ;
n
In (2 In(2 1
b. en déduire que u ( )— ( )+0 — |
n— +ow n 2 n 2 n 2
_ ) . In(2) In(2) a 1
c. prouver enfin I’existence d’un réel a, que ’on déterminera, telque: u, = - >~ +— to| — |
n— +o n 2n n n
Exercice 8
. o 1 & (7
Soit (u n) une suite réelle convergeant vers { . Pour n € N, onpose: v, = 2—n Z i Uy .
ne k=0

Montrer que la suite ( \Z ,,) y converge vers (.
ne



