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Exercice 1

L’idée est ici de se ramener a des séries usuelles exponentielles, géométriques ou géométriques dérivées.

n n+1 n n—-1 n
1. PourtoutneN,u:Zn(lj +l(§j ln(lj +l(3j
4" 4 4\ 4 8 4 4\ 4
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La série géométrique dérivée Z n Z , de raison Z,converge car |[—| < 1,et:

nx>0

+ n -1 + oo n—1
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(le terme d’indice O est nul). La série géométrique Z [

nx=0

3" . .
Z converge car sa raison est strictement
2n + 3"

e < (3) 1 L .
inférieure a 1 en valeur absolue, et I’on a z (Z = ——— = 4. Par linéarité, la série Z o est donc
n=20 1 _ = n=0

W

convergente, et :

2. Une formule d’Euler donne pour tout n € N :

-n

cos(n)e _ _

e[n +e[n Cos(n)e* 1 1
n! 2 n! 2 n! 2 n!

( i+ 1 ) n ( —i+1 ) n
Les séries exponentielles Z —— et Z sont convergentes, de sommes respectives :

nz0 nz0

+Zm u = exp(e”l) = exp(ecos(l) + iesin(l)) = e”“(')( cos(esin(l)) + isin(esin(l)))

—i+1\"
et Z (e ) e°°°s(1)( cos(esin (1)) - isin(esin(l))) (méme technique).

—-n
Par linéarité, la série ) cos(n)e

' est donc elle aussi convergente, et
n=0 n:

+oo -n +oo i+1\" + o0 AR
5 cos(n)e :% (e ') % (e ) e““s(l)cos(esin(l))

n=0 n'

n




3. Pourtout N > 1 :
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S=on! S=on! N!
N -1 N -1
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S n! = on! N! (N—l)!

N -1
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Le cours donne lim Z — = e,etilestclairque lm | — -1—- — [ = 0.
N >+ & n! N-o>+o| NI (N—l)‘
n+1)° = (n+1)°
Donc [la série Z uconverge, et Z # =5e — 1.
nz1 n: n =1 n:

4. On transforme de maniére a se ramener a des séries géométriques dérivées. Par exemple (mais d’autres transformations
sont possibles),
n*=(n+1)(n+2)(n+3)-6n>—-11n-6
(n+1)(n+2)(n+3)-6(n+1)(n+2)+7Tn+6
(n+1)(n+2)(n+3)-6(n+1)(n+2)+7(n+1)-1,

donc pourtout n € N :

Z—::(n+1)(n+2)(n+3)(%jn _6(n+1)(,,+2)[%y +7(n+1)(%j" —(ljn'

2

Les séries géométriques dérivée troisieme, dérivée seconde, dérivée tout court et la série géométrique intervenant ici
sont

3
toutes convergentes, car de raison strictement inférieure & 1 en valeur absolue. Par linéarité, Z —— converge, et :

nz0

202_3 _ (;:(n 1) (n+2)(n+ 3)(%)} - 6[}120(;1 1) (n+ 2)[%)}
gl (£6))

= —= | 6| —= | +7 - I =96 — 96 + 28 — 2,




+ 0 n3
donc — =26
n=20 2
Z (_1) Jon 11 +°°(_1) _ -1 . d
[— converge (série exponentielle) et Z —— T e ¢ est du cours.
n=0 n. n=20 n.

n

' ] = + o0 par croissance comparée.
n!

n =1

z ' diverge grossiérement| : en effet, hm(
n!

. . . 4n - 2 4n — 2
. La technique est archi — classique : on a " = "

n(n2—4) n(n—-2)(n+2)

, et ’on cherche donc a, b et c tels

4n — 2 a b ) .
quepourtout n > 3, ————— = — + + . On obtient apres calculs :
n(n®>-4) n n+2 n-
4n - 2 11 5 1 31
= - —- - — +_ .
n(n2—4) 2n 4n+2 4n-2
. o 4n - 2 1 &1 i 1 N 1
et on en déduit que pour tout N > 3 : L S—— z s Z + 3 z
nzgn(n2—4) 2= n 4 =5n+2 4,/ =n-2

11 ne reste plus qu’a achever le télescopage :

N 4n -2 1 &1 N+2 N-2 o
Z nT<s o Z s Z -+ 3 — changements d’indices
2 n 4;1:5 n 4n=1n

1(1 1 &Pl 1 1
=—| -+ -+ — |+ + —
213 4 = on N -1 N
N -2
_3 zl P N SN S
4 on N -1 N N +1 N + 2
N -2
RN IS S Zl
4 2 3 4 i on
_8+6+36+18+12+9 3 1 31 5 1 5 1
48 4N -1 4 N 4N +1 4N +2°
N _ N —
doncz# = g-i—o(l).Bref, lim #:g,donc
n:sl’l(i’l _4)N—>+oo48 N—>+oon:3n(n _4)

_4n-2 converge, et i _4n-2 _ % )
nZ}n(n2_4) A, n(n2—4) 48

Exercice 2

1 \ . . iy
| u, | < —. D’aprés le critére de Riemann, la série z u, estabsolument convergente, donc convergente.
n3

1 | B 1 1 1 1 . \
Onawu, =exp| nln|1-— - —,dovt:u, =exp| n| - — - > +to| — — —, puis apres
n e n 2n n ¢
simplification : u, = exp —1—L+o(l) —1:e’1 exp —L+o(lj -1].
2n n e 2n n




).

l

-1
On en déduit que u,, = exp —1—L+o[lj —l:e’1 1—L+o[lj—l ,dou: u, e—l.
2 e 2 n

D’apres le critére de Riemann, la série Z u , estdonc divergente.

Z u , est a terme général positif. On se doute que cette série diverge ; pour le prouver, on compare # , au terme général
n=>2

d’une série de Riemann divergente, suivant larégledu "»n * u, " : on cherche donc o € R vérifiant les conditions
9 n

1
: o — 3 —
limn*u, =+ (pouravonr—a —o(un))

suivantes : : . On constate que oo = 1 convient, car on a bien
o <1 (pour que Z — diverge)
n o
a4
limnu, = lim —5—— = +® par croissances comparges.
In* ( n)

. L . .. 1 \ o -,
On récapitule ? la série de Riemann Z — diverge, — = o ( u, ) et ( u, ) est a terme général positif. On en conclut que la
n n

série Z u , estdivergente.

0_  On passe a nouveau sous forme exponentielle :

u, = exp{nln{l—#n = exp[nln{—ﬁ + OGJH = exp(—n + 0(1)),
dotiu, = o(exp(—ﬁ)).

Par croissances comparées, X 4 exp (— X ) — 0.Donc, n? exp (— \/7) - 0.

X >+ n—+o

2

Il en résulte que u , = o ( — J , et ainsi, d’aprés la régle de Riemann, la série Z u, estabsolument convergente.
n

(l_

Exercice 3

n

« 1 . .
Posons pourtout n € N*, § = . On décompose la fraction rationnelle
P T A T D (h 3 P

1

en éléments simples, et ’on cherche donc o, B, v tels que :
X(X +1)(X +3) P Povtelsa

! =& + B + Y . On obtient :

X(X+1)(X+3) X X+1 X +3

1 /3 12 16
X(X+1)(X+3 X X+1 X+3

1
k+3

J . Aprés séparation des sommes, et changements d’indices :
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encore :



" 18 n

n—+w®

7 1 . . L . .
S, =—+0 (—] . Finalement, lim §, = % , ce qui revient a dire que la série Z u, converge, et que

+ o0
2 U
n=1

n
B_  Posons,pourtout n > 2, §, = Z u;.Ona
k=2

n 2 n
S = z ln[k 1}2 Z (ln(k—1)+ln(k+1)—2ln(k)).Anouveau,onséparelessommes,et
k=2

I’on change d’indice dans les deux premieres d’entre elles.

n—-1 n+1 n—-1 n+1
=Y Ink+ ) k-2 Z Ink=>% Ink+ ) 1nk—2z Ink,
k=1 k=3 k=2 k=2 k=3 k=2

Etdonc: S, :[i 1nk—1n(n)J+{ In ( z Ink +In(n+1) j—z i Ink.

k=2 k=2 k=2

k=2 k=2

s, :—m(2)+1n(” i lj.

n

n n
Finalement, S, :(z Ink — In ( )J+[ In ( z Ink +In(n+1) J—Z z In k, soit :

+
Par passage a la limite : la série z u, converge, et Z u, =—- ( 2 ) .
n=2

n
¥_  Posonspourtout n > 0, §, = Z u,.Ona

k=0
n 3 n 3
S, = k- k- terme d’indice 1 nul
Ko k! T k!
” 2 (k4 1)7
= Z k = z ( changement d’indice
kzl(k_l)' k=0 k!
" k(k-1)+ 3k + 1
= Z 1 arrangement du numérateur en vue de simplifications ultérieures
k=0
n—1 k(k =1 n—1 n—1
e Z ( )+3 £+ Z L
k=0 k! Ko k! T k!
n—lk(k_l) n—1 k n—1 1
= Z + 3 — + — supression de termes nuls
k=2 k! Ko kT k!
n—1 n—1 n—1 n-3 n—2 n—1
1 1 1 1 1 1
= > +3 ) + Y == —+3 — + —
k:z(k_z)' kzl(k_l)! Koo k! T k! Koo k! T k!

L . 1 - .
La série exponentielle z — converge, et sa somme vaut e. On en déduit que im S, = Se :
k>0

+ o0

z u, converge, et z u, =5e.
n=0

(k+1) -k

d_  Pourtoutn e N, Z u, = z arctan(l+k(k — tan (a) — tan (b)

1+ tan (@) tan (b)

J.Laformule tan (a — b) =



donnealors Y u, = Y (arctan (k +1) — arctan (k) ), d’ou par télescopage,
k=1 k=1

i u, = arctan (n + 1) — arctan (1).
k=1

+ oo

T
: Y u, converge, et Z wp =7
k=1

r_mTt_Tm
2 4 4

n—+w

Onen déduitque lim > u, =
k=1

Exercice 4

1. e Parhypothése, u , € ]O, A[ et pour tout x € ]O, A [, 0<f (x) < x.On montre alors facilement par
récurrence que pour tout 7 € N, u , est bien défini et appartienta |0, A .
e Ainsi la suite (u . ) N est bien définie, et a valeurs dans ]0, A [ . Elle est donc minorée, et de plus pour
n e
toutn e Nyu, ,, = f(u,) < u,,lasuite (un) , est donc décroissante. Le théoréme de la limite
ne
monotone assure alors qu’elle est bornée, notons ¢ sa limite ( [O, A[ et comme f est continue, ¢ est un point
fixe de f. Orpourtout x € |0, 4[,0 < f(x) < x.Onadonc ( = 0.
2. « Ona:v, = (f (un ))ﬁ - ug,et,comme (un) converge vers 0, on peut utiliser le
neN
développement
o _ k k .
limité : f(x) =x-ax" + o(x ) . On obtient
0
B
v, =(un - au,’f + o(un)k) —uE
B k-1 k-1\P
=u, | (1 - au, + o (u,) -1
:uf’l[(l —aBuf-t ¢ o(un)k_l) - 1}
= —apulbr il 4 o(un)B+k_1.
On en déduit que (v ,,) . admet une limite finie et non nulle si et seulementsi B + & — 1 = 0,iesiet
ne
seulementsi B = 1 — k. Dans ce cas, cette limite estégalea —a f = a (k - 1).
e Le lemme de Cesaro (hors programme, mais que 1’on peut utiliser ici puisque 1’énoncé 1’autorise), assure alors
1 "< 1 1 "< 1 1 "< 1 5 5
ue I’on a également lim — v, =a(k —1).0r — v, = — u —uj |,et
q € n%+wnk§0 k ( ) nkZ:lo k nkZZZO(/m k)
n —1 b 5
ar télescopage — vy = —\u, —u
p pgnk;) K n( f)
.1 .1 1
A1ns1—(u§ - ug') ~a(k -1); hm—ug = 0, donc on a également — u P ~ 4 (k —1),don
n n n
1L 1
u, -~ (a(k - l))ﬁ nb = ((k—l)an)lfk .
S . . . T T . 1
3. L’application x > sin (x ) est continue sur |— P ,onasin x = x — P
0

x? o+ 0(x3)etpourtoutx € }0,

o a



0 < sin x < x.u, =1 appartient a }O, g[.On peut donc appliquer ce qui précéde (avec a = % et k = 3),etl’on

. 3
obtient u , ~ [ —
n

Exercice 5

n

1 k . 1 .
= — Z f (—j,oﬁf est la fonction 1 — —— . f est continue sur le segment [0, 1] ,le
n i n I +¢

1
11+k
n

I | =

1. Onaa, =

kzi:

résultat du cours concernant les sommes de Riemann s’applique donc, et assure que lima, = | f ( t ) dr , soit

[ S——

o

! =In2.

1+ ¢

+

1
lima, = J.
0

k+1
1 2 (-1 . .
2. Procédons par récurrence. Ona a, = 5 et S, = Z % = —% + 1= %, donc la propriété est vraie au rang 1 .
k=1

Si on la suppose vraieaunrang n € N : d’une part :

1 n+2 1 1 1 1 n+2
ay,og = 2, ————= 2, : + 2 ,

n+j

—_—

. 1 1 1 1 1 ,
cequidonne a, ., = - n = - + a, . D’autre part :
2n+2 2n+1 n+1 2n+1 2n+2
k+1
2o (1) 1 1 1 1
S = + - =8,, + - .
2(n+1) k; k 2n+l 2n+2 2T 2n+l 2n+2
Comme par hypothése de récurrence S,, = a,,on en conclut que S 2n+1) = @uiiset ceci acheve la récurrence.
3. D’aprés 2. et 1., ona lim S,, = lima, = In 2.1l estalors clair qu’également lim S,, ., = In 2,
puisque S,,,, — S,, = —— — 0. Les suites des termes d’indices pairs et impairs de la suite ( S, )

2n +1 no+w
convergeant vers une méme limite, ( S, ) converge elle aussi vers cette limite. Cela revient a dire que la série
+ o0

k+1 k+1
z i converge, et que z L =In(2).
k>1 k k=1 k

Exercice 6

n 2n 2n+1
1. Pourtout » € N,onpose §, = Z up,V, =8,, = Z up,etW, =8,,,, = Z Uy .
k=0 k=0 k=0
Montrons que les suites ( v, ) et ( W, ) sont adjacentes.
neN neN
e Pourtout n € N,
2n 42 2n rin _—
n+ n+
Visr =V = D g = D g =g, n tg, .,y =(-1) |”2n+2|+(_1) ”2n+1|
k=0 k=0
:|u2n+2|_|u2n+l|’

et la décroissance de la suite ( | u, | ) nenN assurealorsque V', ., — V, < 0 :lasuite ( v, ) st décroissante.
n e

7



e o De maniere analogue, pour tout n € N :

2n+3 2n+1

Z Up — Z Up =Upypp3 T U4

k=0 k=0

= (_1)2n+3|u2n+3| + (_1)2n+2|u2n+2| =~

w w

n+1 n
|”2n+3| + |”2n+2| ,

et, par décroissance de ( | u n| )n on »ilenrésulteque W, | — W, = 0 ,etainsi (Wn ) N est croissante.
ne

2n+1 2n

Iim u
n— +w

eee VneN, W, -V, =

" Uy, = u,, - Orparhypothése,

k=0 k=0

On a donc également  lim (Wn - Vn) =0.

n—+ow

Ceci achéve de prouver que les suites ( v, ) et ( w, ) N sont adjacentes. Ces deux suites convergent donc vers
ne

ne

la méme limite, et ce sont par ailleurs les suites extraites des termes d’ordre respectivement pair et impair de
S
( n ) neN

partielles ( S, ) N équivaut a celle de la série z u, .

; cette suite converge donc elle aussi vers cette limite commune, et la convergence de la suite des sommes

(="

e Par comparaison a une série de Riemann, Z Inf1+

(absolument).

ee D’aprés 2., Z

(="

2. Posonspourtout n € N, u, = .
n+1
° VneN,un:(—l)n|un|;
. 1 ..
e La suite ( | u, | ) neN = est décroissante.
n+1l)
. lim wu, = 0 estévident.
n— +o
: . (-1)" : : L
D’aprés 1., la série Z u, = Z ~——— est donc convergente, et on en conclut aprés un petit changement d’indice
nx0 1N +
. . (-n"!
que |la série harmonique alternée Z ——~—— converge|.
nzl1 n
Exercice 7
1. On utilise le théoréme spécial des séries alternées (point 3. rappelé en préambule de cette section) :
- 1 A (-1)"
la suite | ————= est décroissante et tend vers 0, donc Z ——=-—— converge.
n(n+1) Jn(n+1)
nx>1
-1)" -1)" -1)" -1)"
2. In| 1+ ( ) = ( ) + O ( ) ( ) +0[%J,donc:
\/n(n—i-l) \/n(n+1) n(n+1) n(n+1) n

(="

\/n(n +1)

converge. On en déduit que Z Inf1+

converge

_\/n(n+1)

(="

converge.
n ( n+1 )



