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Exercice 1
n 2n 2n +1
1. Pourtout » € N,onpose §, = Z u,, vV, =5,, = Z u,,etWw, =S8, ., = Z u, .
k=0 k=0 k=0
Montrons que les suites ( V,,) y (Wn) ., sont adjacentes.
n € N n € N
e Pourtoutn € N,
2n + 2 2n
Voo =V, = Z U, — Z Uy S Uy, oy T U5,y
k= k=
2n + 2 2n +1
:(_1) |”2n+2|+(_1) ”2n+1|
=|”2n+2|_|“2n+1 ’
et la décroissance de la suite ( | un| )nE y assure alorsque V., — V< 0 :lasuite (Vn) , estdécroissante.
n e
e o De manicre analogue, pour tout n € N :
2n +3 2n+1
W, -WwW,= z U, — Z Uy = Uy, 3 Tt U,
k=0 k=0
2n +3 2n + 2
:(_1) |u2n+3|+(_1) |”2n+2|:_|”2n+3|+|”2n+2|’

et, par décroissance de ( | u, | ) acn »ilenrésulteque W, ., — W, > 0, etainsi (Wn ) , est croissante.

ne

2n +1 2n
eee VneN W -V, = Z u, — Z u, =u,,,, .Orparhypothése, nl_i)n+1 u, =0.

n
k=0 k=0

(w, -7,)=0.

0

On a donc également lim
n— +

Ceci acheéve de prouver que les suites ( v, ) . et ( w, ) ., sont adjacentes. Ces deux suites convergent donc vers la

méme limite, et ce sont par ailleurs les suites extraites des termes d’ordre respectivement pair et impair de ( S, ) . 5 cette

n e

suite converge donc elle aussi vers cette limite commune, et la convergence de la suite des sommes partielles ( S, ) .
n e

équivaut a celle de la série 2 u, .

(=1)°

2. Posonspourtout n € N, u, = .
n+ 1

u

n >

. VneN,unz(—l)"




. 1 L.
e Lasuite (|u,|), .y = est décroissante.
n+1
neN
e lim wu, = 0 estévident.
n — +©

(-1)"

D’apres 1., la série z u, = Z est donc convergente, et on en conclut apres un petit changement d’indice

nxo0 N +
. . ) ( ~1 ) n-1
que |la série harmonique alternée z ~———~—— converge|.
nzl n

Exercice 2

. Pourtoutn e N, I, = (sint)"”sintdt.Lesfonctionsu:tl—)(sint)"”,v:tl—)—cost

+ 2

SR L]

sontde classe C' ;ona: V¢, u’(t) = (n + 1)(sin t)ncost, v’(t) =sint ;

3
I,., = j u(t)v>(r)dr,intégration par parties est donc licite, et donne
0
. 2
L., =[u(t)v(e)]? —ju(t)v’(t)dz
0
1 x 3 i
_ . n+ P . n .
—[ (sint) cost}0 +(n+1).(|).(smt) (sinz)” dr
3
= O+(n+l)j(sint)"(1 —sinzt)dt
0
3 5 2
= (n+l)j(sint)"dt—(n+1)J(sint)”+ de
0 0
=(n+1)I, - (n+1)1,,,.
\ n+1
Onadonc (n + 2)I,, , =(n+1)I,,dou| I, , = L
2 - 2 ]
e Onal, = J dt = —,et1, = Isintdt =[-cost]2 =1.
0 2 0 ’

e ¢ On en déduit la valeur des intégrales [ ,, en distinguant les cas n pair et n impair :

o D’aprés 1., pour tout »:

1
I, =510
3
I, :ZIZ
5
I =g[4
2k -1
I,, = 2k Iy, s
2n —1
I,, = 7 I, ,



3.

En multipliant membre & membre ces égalités, il vient :

_L3s(2n-1)
- L=

1.3.5....(2n - 1)

2n

2.4.6....(2n) 2.4.6.....(2

T
n)2'

On pourrait en rester 13, toutefois la méthode de transformation de cette expression est tout a fait classique :

On intercale au numérateur les termes d’indice pair, en les ajoutant bien sir en méme temps au dénominateur, on

obtient
1.2.3.4.5....(2n-1).(2n) 1
> (2.4.6...(2n)) 2
|
On en déduit que 7,, = (21)! ZE,puis:
2.4.6....(2n)) 2

!
et finalement | 7,, = (2_71)2 ki
22”(n!) 2

N

_ p-2n 2n
= E

Les mémes techniques permettent d’établir, a partir des égalités

[ele]

I, 2211
I, =%13
17=%15
2
S T I T
que /,,,, = 2.4.6....2n ,puisque | 7,,,, = 27

3.5.7..(2n + 1)
n

(2n +1)[

2nj

e Pourtoutn e N, 71,  , =

+ 1 n

S IR
ot

(sinz)"sinzdr < | (sinz)"dt =1

lasuite(ln)neN

est décroissante

. . . . 1
ee Ondéduitdececique /,,,< 1, ,, <1, ,soitd’apres 1., 21ﬂ$1n+1 <I,
n+1 g
Comme ~ 1, on en déduit, par encadrement,que | /,,, ~ [,
n+ 2 n-o+w n - +o
n+ 1
Pourtout n e N, w, ., = (n+2)1,,,1,,, = (n/v/f) I, 1,.,=w,,

donc | la suite (wn )n i

N est constante




o . . . T
5. On déduit du résultat de la question 4. quepourtout n € N, w, = wy,soit (n + 1)1, , I, =11, = 3
Commen +1 ~ metl,,, ~ I, ,onentiren.l] ~ —.Ilneresteplusqu’apasser a laracine carrée
n — +w n — +© n — +w
. .. . T
(I, estclairement positive), pour obtenir | /,  ~ —
n—> +© 2 n
Exercice 3
1. Lafonction f, estcontinue, strictement croissante sur R, avec lim f, = —oo et lim f, = + . D’aprés le
—® + o

théoréme des valeurs intermédiaires strict, il existe donc un unique réel u , tel que f, ( u, ) =0.
De plus, puisque f, ( 0 ) < 0, la croissance de f, assureque u, > 0.

> 0.

n+ 1

1 . .
2. Pourtout n e N,fn(unH) - fn+1(”n+1) —emnet (D est strictement négatif, car u
Mais an(unH) = 0 ;onadonc fn(u“l) < 0, soit fn(uH]) < fn(u”),et,parcroissancede f.,on

en déduit que u

n+1 n

< u, :lasuite (u ) est (strictement) décroissante.

n

3. On a montré que ( u ) est décroissante, a valeurs positives, elle est donc convergente. Notons ¢ sa limite. Si I’on suppose

( > 0, on obtient par passage a la limite dans I’égalité ¢ "“” + u, — 2 = 0 une contradiction immédiate. Par

n

n

conséquent, (u ) converge vers 0 .

4. Légalité """ + u, — 2 = 0 donnebien nu, = 1n(2 - un) (1).
. . s In 2
4.a. Comme limu, = O,onentire: nu, = 1n(2 + o(l)),dou u, ~ —.
n
. . h2 v, . o
4.b. On sait maintenant que u,, = —— + —-, avec lim v, = 0. En remplagant dans (1), il vient :
n n

2+ v, —ln(Z—m—2+o(ljj=1n[2(l —£+0(l\])},d’oﬁ
n n 2n n
In2 + ln(l —1;—2+o(lj]=ln2 —ln—2+0(lj,etvn :—£+o(l].0nadonc
n

bien = M(2) _In(2) (ij
(

In2 +v,

2
n 2n

w
4.c. Onrecommence: u, = - + —;’ ,avec lim v, = 0, et ’on remplace dans (1 ) , ce qui donne :
n

7
1n2—1n—2+—”:1n 2 1_111_2+ 1n22+o(izj .
n n 2n 2n n
Il en résulte que

n2 w, n2 In2 1 n2 In2 1{ m2) 1
- —= =ln|l-—+_—S+o| 5 ||=]|-—+ — -z - +°| |
n n 2n 2n n 2n 2n 2 2n n

o 42 -I?2 . . In(2) In(2) 4In2-In?2 1
puis en simplifiant, w, = ———————— ,etainsi u, = - — + S +ol — |-
8n n 2n 8n n

Exercice 4

On est censé reconnaitre une somme de Riemann, en transformant un peu. On a :



/CZO(an2 + kz)(bn2 + kz) - k

ou f estla fonction x >

. On reconnait donc bien une somme de Riemann. Comme f* est continue

(a + xz)(b +x2)

| ., i 2 | 1 2
sur [0, 1], lecoursassurequen En}fwkgo(anz " kf)(bnz " kz) :£ f(t)d = .([ (a - tzt)(b +12) dr.

Il ne reste plus qu’a calculer cette intégrale. Pour cela, on utilise une décomposition en éléments simples de

X : on trouve X = a ! + b ! ; on en déduit que
(a+ x)(b+X) (a+X)(b+X) a-ba+X b-ab+ X’ 1
.1[ t? G- @ j- d b j- d
0 (a + t2)<b +t2) a—-bya+t®> b —ayb+t?

[ ()] - e ()]

= |- i ; [ﬁarctan[%} - ﬁarctan[

Exercice 5

7))

Sol 1.

Remarquons tout d’abord que ( T, ) ., estcroissante et divergente, car une limite éventuelle vérifierait { = £ + —, ce qui est
n e (/

impossible. On en déduit que x, — + 0.

n — +w

n 2
T

n

2
1 2 1
Onaalors: z,,,° — 2,2 =1} (1+—J -1 = 1z} 1+—2+0(—J—1 =2+0(1).

2 s 2 2
— 2,c%est-a-dire x,” —x, ~ 2n.

n—>+00 Nn—>+0

1 n—1

1 L 2

On en déduit avec le théoréme de Cesaro : — E T, —x
N k=0

Etdonc z, ~ «2n.

n—>+0

Sol 2.

.~ ) 1
neNverlﬁe:(l).VneN,anr1 =0, +v_+2_

n

Posons pour tout 7 € N, v, = z *. Alors la suite ( v, )

On en déduit dans un premier temps que pour tout n € N, v, > v+ 2, d’ou par une récurrence immédiate,

v, 2V, +2n.

n

. . . . 1
L’¢égaliteé (1) permet ensuite d’en déduireque: Vn e N ;v <v +2+ ——— <0, +2+ —,



n—1

. 1 . . -
puisquepourtout n = 2 : v, < v, + 2 ( n — 1) + E 2—.Par comparaison somme/intégrale, il vient
k=141

n

v Sv1+2(n—1)+

n

®dt
+ —_—
t

= Sy |

:ful+2n—g+%ln(n—2).

N | —
N | —

. 1
Finalement, pourtout n > 2,2n < v, < v, +2n + Elnn,d’oﬁ

n

J2n <u, S\/u12 +2n+%lnn =42n 1+O(ln—n) .

n

In 1
Comme +/2n |1+ O(—nj =42n + O[%J,onabien T, ~ 12 mn ,etplus précisément
n n

z, =21 + OL%J.

Exercice 6

n+1

Lasuite(un) Nestdutypeu =f(un),oflfestlafonctionf: xl—>sin(coszx).
ne

Détermination d’un intervalle f— stable adapté
f(]R) = sin([O, 1]) C sin({o,g}J = [0,1],donc (un ) est a valeurs dans [O, 1] a partir durang 1, et

[0, l] est f— stable.

Variations de la sut'te( u, ) N
ne

La fonction f est dérivable, et pour tout x € R,
fo(x) = —ZCos(x)sin(x)cos(cos2 x) = —sin(2x)cos(cos2 x).
Alors pour tout x € [ 0, 1] , f ( X ) < — 0 :il en résulte que ( u, ) . n’est ni croissante ni décroissante (sauf si elle
n =z

est constante), mais que ses suites extraites des termes d’indices pair et impairs sont monotones, de monotonies contraires.

Recherche des points fixes

(p(x) = f(x) -Xx; (p’(x) =-1 —2cos(x)sin(x)cos(cos2 x) <0,et (p’(x) ne s’annule qu’en des
points isolés, la fonction ¢ est donc strictement décroissante ; elle est de plus continue, et ¢ ( 0 ) = sin ( 1 ) >0,

0} ( 0 ) = sin( cos’ 1 ) — 1 < 0 ; d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires strict, il existe un unique réel

a € [0,1] tel que (p(OL) = a,et o estdonc I'unique point fixe de f dans [0,1].

Comme [ est continue, 0L est I’unique limite finie possible de la suite ( u, )

neN

Limite de la suite ( u, )

neN



Pour tout n € N*,‘un+1 - oc‘ = ‘f(un) - f(ot)‘.Commefestdeclasse C' sur[O,l],avec

1[13’211>]<|f’| = max ‘sin(2x)c0s(coszx)‘ = sin(2).c0s(cosz(1)) = M < 1, Iinégalité des

accroissements finis donne |u el —

On en déduit, par une récurrence stupide, que pour tout 7 € N ™, |un - OL| <M |u1 - a |

Il en résulte que | la suite ( u, ) , converge vers O
n e

Exercice 7

Idée 1

Posons pourtout n € N, o, = min(un,unH) etP, = max(u”,unH).Montrerquelessuites ((xn ) et

( B, ) sont adjacentes est facile (dans le détail, prouver d’abord que ( a, ) est croissante et ( B, ) décroissante ; comme

o, <PB,etoa, <P, estassez évident, cela prouve qu’elles sont monotones et bornées, donc convergentes ; en notant

{ et £’ leurs limites respectives, prouver ensuite que { = ().

Evidemment, cela ne donne pas la valeur de cette limite commune.

Idée 2

Il est clair que ( u, ) . est & valeurs strictement positives, on peut donc poser pour tout n € N, v = In ( u, )
n e

Alors, la suite ( v, ) . satisfait la relation de récurrence linéaire d’ordre 2 :
n e

VneN, v,  , 2%(””” + un).

n

1
On en déduit qu’il existe deux réels A, | telsque pourtout n € N, v = A + ( 5 ] .En

osant Yy = e*etd = e " onapourtout n e N, u =738 . Les conditions initiales donnent
p Y p n =Y

2
yf5=(leti=b;0nendéduitquey=3 ab® ety =34
J5 s
Ainsi :
3(,1)”
3 2
VneN,un=3ab2.(%j cet| lim u, =3/ab’
Exercice 8
o ; [-1,+o[ > R
n note f: .
t — A1+t
U, =

La suite ( u, ) . est donc la suite récurrente définie par ; comme
n e

VneNu,, =f(z)

f([— 1,+00[) < [-1,+o[, u, estbien défini pour tout n € N.Enfin f est continue, donc si (u" )“N



converge, sa limite est point fixe de f . Le seul point fixe de f est { = , et on remarque que si ¢t < £, alors

1+\/€
2

t < f(t)<l,etsit>L,alors (< f(t)<t

(]

On en déduit facilement :

({)sil <z < (,lasuite (u " ) . est croissante et majorée par ¢, elle converge vers ¢ .

n e

(i) si x = (, la suite (un ) ., est constante elle converge vers £ .

(@ii) si x > £, la suite (u N ) . ost décroissante et minorée par ¢, elle converge vers (.
n €

Exercice 9

Onapourtout n > 1 :

X

n+ 1 n -1 n n

:xoxxlx--'xzn+2:(a:0><:c1><--~><x +2)><a: +2:(mn—2)><a: + 2.
\ . 2
Cest-a-dire: z,,, — 1= (a:n - 1) .
. gn -t n-1 n-1
On en déduit pour tout n > 1 : z —1:(131 —1) =2> ,etdonc z, =2> +1.

n

n -1
Douz, ~ 2° .



