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Séance de prérentrée 1

Corrigés (sauf ’exercice 5)

2025- 2026

Exercice 1

1. Ona

<l

2. Solution 1

On commence par se ramener au voisinage de 0 , puis on met en facteur le terme dominant :

1
g(3+t):w/4+t:2/1+£:2(1+£j2

1
On peut dés lors utiliser le développement limité au voisinage de 0 de la fonction u ( 1+ u ) 2 ; il vient

jﬁ(i_l)(gjz ) ;(;1)@2)@ o)

2! 4 3!

d’ou : g(x) = 1+ —

Solution 2

Les dérivées successives de la fonction g sont simples et on demande un DL a un petit ordre, pour une fois il est envisageable
d’utiliser la formule de Taylor — Young :

g estbien de classe C° sur |~ 1, + o[ ;pour x dans ce domaine :

1 -1
x)=41+x, (x) = —/—, > = — (3) =

La formule de Taylor — Young donne :

et on retrouve| g (x) = 2+%(x—3)——(x—3)2++(x—3)3+0(x—3)3




3. e Commengons par déterminer le développement limité au voisinage de 0 de la fonction tangente : on a

X X 5
. x——+—+0(x)
tan x = LA 6 120
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e On en déduit le développement limit¢ demandé¢ :

h(x) s

I

S
o
VN
=
+
w|=,
+
[\
—_

W | =
+
S

—_
=

S—
~

|
—
+
7\
=
+
+
\S]
—_
W | =
N—
N | —
VY
=
+
W],
N——
N
+
N =
7\
=
+
wl|®,
N——
+
[\
=~
=
~
+
—
N |
S
=
+
Q
—_
=
N—

=l
[\S}
)
o
)
e}

Exercice 2

1+ — +1+
e " _ n n

nj { In 12
=1+ —+

"3 a4\ In 3 1n4+0(1

=
N |+

Y
0 ( - j J , puis I’on passe sous forme
n n

exponentielle : w, exp{nln[l + 1312 + o(lj]J = exp(%lnn + o(l)j,d’oﬁ w, ~ exp[ln;zj = J12
n n

2. Ona
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3. Laformule de Taylor avec reste intégral, appliquée a ’ordre n + 1 a la fonction exponentielle entre 0 et 1, est correcte,

puisque exp est de classe C” ** sur [0,1]. Ladite formule de Taylor donne :



avec 0 < u,
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On en déduit que :

1 1

n+1 n

)
dou| v, ~ -

Exercice 3

1. Posons u, =In(n)+aln(n+1)+bln(n+2).0na

u,,:ln(n)mm[n(u_ jmm( j
:(l+a+b)ln(n)+aln( %jmm(u%j

:1+a+blnn+L2b+0
( ) () 2
n n

et alors :

o Sil+a+b=#0,u, ~ (1 + a + b)ln (n) et donc ne tend pas vers 0 : la série Z u , diverge grossierement.

a+2b . . L. . .
Oeta+2b=#0,u, ~———, et, par comparaison a une série de Riemann, Z u , diverge encore.

n

e Sil+a+b

. 1 L - .
e Sil+a+b=0eta+2b=0,u, = Q(—j.AnouveauparcomparalsonauneserledeRlemann, Z u,
n

converge.

a+b=-1 . a=-2
a+2b=0

Ainsi, z u, converge si et seulement si { , soit si et seulement si

2. Maintenant, Y u, estlaséric D (In(n) —2mn(n + 1)+ In(n + 2)), que ’on peut espérer fortement télescopique.

nz1

Pourtout N > 1 :



nil (ln(n)—ZIn(n +1)+In(n+ 2)) 2 ﬁ:} In(n+1)+ ﬁ:} In(n+2)

N +1 N +2
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= Zl n)—zz In(n) + Z In(n
n=1 n=2 n=3
=-2In(N+1)+In(N+2)+In(N+1)-In2
:—Zln[N+2j—ln2.
N +1
I1 en résulte que nil u, = Nlin}w(—ZIn(]]\\[[:T] - ln2j = .

Exercice 4

lim a, = A s’écrit:

n—+wo

Va>0,EINeN,VneN,n2N:|a —x|s8.

n

. . . . €
. D’aprés 1., on peut choisir N, € N tel que pour tout entier £ > N, on ait |ak - X| < 5

Pour untel entier k¥ = N ,etpour n > N, on a par inégalité triangulaire :

a, — < |a—k| |a—7x| |a—7»|.
n+1; Z , n+1 Z , n+1;/ z , ,
< €
Dans la somme Z |ak—7\ |,tous les termes sont inférieurs ou égaux a 5,0nadonc:
k=N,
Ny -1 N, -1
1 ' n—-— N, +1¢ 1 ! €
Zak— < Z|ak—?u|+ 1 — < Z|ak—k|+—
n+lk,0 n+l o n+1 2 n+ 1,
N, -1 N, -1

. Lasomme Z |ak—k|est indépendante de n, onadonc lim . Z |ak—7»| = 0. Par suite :
n4>+00n+ k=0

AN, eN,Vn2=2N,,

€
a,— A | < E .
Par suite, pour tout € > 0, avec les notations ci — dessus et en posant N, = max ( N,,N, ) :

VneN,nz2N, _s,soitn2N33|bn—K|S8.

Z“k_

k=0

Ceci assure que | la suite (b ) converge vers A

n

Exercice 6

e Parhypothése, u, € |0, A[ etpourtout x € |0, 4[, 0 < f(x) < x.On montre alors facilement par
récurrence que pour tout n € N, u , est bien défini et appartienta |0, A .

e Ainsi la suite ( u, ) N est bien définie, et a valeurs dans ] 0, 4 [ . Elle est donc minorée, et de plus pour
ne

toutn € Nyu, ., = f(u,) < u,,lasuite (un ) , estdonc décroissante. Le théoréme de la limite
ne

monotone assure alors qu’elle est bornée, notons ¢ sa limite ( [O, A[ et comme f est continue, ( est un point

fixe de f. Orpourtout x € |0, 4[,0 < f(x) < x.Onadonc ( = 0.



2. ® Ona:v, = ( f ( u, ) ) P u ,E’ , et, comme (u . ) \ converge vers 0, on peut utiliser le développement
n e

xk ) . On obtient

<

limité:f(x)ﬁx—axk+o(
B
v :( n—auf+o(un)k) - u
us{(l—aui‘l+o(un)k1)ﬁ—l}
ug’[(l—aﬁuff"+0(un)k71)—1}

— k —
= —apubt 1+0(un)BJr b
On en déduit que (v n ) N admet une limite finie et non nulle si et seulementsi B + & — 1 = 0,iesiet
ne
seulementsi B = 1 — k. Dans ce cas, cette limite est égalea —a B = a (k — 1) .

e Le lemme de Cesaro (hors programme, mais que 1’on peut utiliser ici puisque 1’énoncé ’autorise), assure alors

n — n -1 n -

1 1 1 1
Z v =a(k —1).0r— z VvV, = — z (MEJrl —u,E'),etpar
k=0 ng-o

que I’on a également  lim
k=0

1

n—> +9on
n — 1

télescopage — z Vo
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Ainsil(uB —ug') ~a(k - 1);1imlu§ = O,donconaégalementluf ~a(k - 1),dou
n n n

wy = (a (k= 1))l = (k= 1)an)i 7

5 .. . . T T . 1 3 3 e
3. L’application x > Sln(x) est continue sur | — E, E ,onasin x = x — g X + o0 (x ) etpourtout x € |0, E s
0

. N b . ., 1 , .

0 < sin x < x.u, =1 appartient a }O, 5 [ . On peut donc appliquer ce qui précéde (avec a = P et k = 3),et1’on obtient

3
u, -~ -

n

Exercice 7
1. Lafonction f, estcontinue, strictement croissante sur R, avec lim f, = —oo et lim f, = + . D’aprés le théoreme des
—® + 0

valeurs intermédiaires strict, il existe donc un unique réel u , tel que f, ( u, ) =0.

De plus, puisque f, (0) < 0, la croissance de f, assure que u, > 0.

2. Pourtout n € N, fn(uﬁl) - fn+l(un+l) ="' — ¢!t et strictement négatif, car u, ,, > 0.
Mais fﬂl(uml) = 0 ; onadonc fn(unﬂ) < 0, soit fn(qu) < fn(u”),et,parcroissancede f,»on en déduit

que u,,, < u, :lasuite ( u, ) est (strictement) décroissante.

3. On a montré que ( u, ) est décroissante, a valeurs positives, elle est donc convergente. Notons ¢ sa limite. Si I’on suppose

u

¢ > 0, on obtient par passage a la limite dans I’égalité ¢"“" + u, — 2 = 0 une contradiction immédiate. Par conséquent,

( u, ) converge vers 0 .



4. Légalité """ + u, — 2 =0 donnebien nu, =In(2 - u,) (1).

n

4.a. Comme limu, = 0,onentire: nu, =In(2+o(1)),dovu, ~ In2
n
. . n2 v, . o
4.b. On sait maintenant que v, = — + —, avec lim v, = 0. En remplagant dans (1), il vient :
n n

In2+ v, :ln[Z—ln—z+o(ljjzln(2(l—m—2+o(ljj}d’oﬁ
n n 2n n

n2+v, =In2+1In 1—1n—2+o 1 :lr12—ln—2+o 1 ,etvn:—ln—2+0 1 . On a donc bien
2n n 2n n 2n n

_l(2) m(2) +0(}%)

- 2
! n 2n

4.c. Onrecommence: u, = + —;’ ,avec lim v, = 0, et ’on remplace dans ( 1 ) , ce qui donne :

2
2n n

1n2—M+W"=ln 2 1—E+—ln22+o(izj .
n n 2n 2n n

, m2 w, n2 In2 1 n2 In2 1( m2) 1
Il en résulte que — — + =In{1-—+ > tol — =| -—— + |-z = +o| —
n n 2n 2n n 2n 2n 2 2n n

. In(2) In(2) 4m2-1Imn’2 ( 1 j
,etamst u, = - + + 0 .
8n ! n 2n’ 8n’

ln(2)_ln(2) w

puis en simplifiant, w

Exercice 8

lim wu, = A s’écrit:
n—+o

Vg>0,EINeN,VneN,n2N:>|u —k|£8 (*)

n

D’aprés ( *) , on peutchoisir N, € N tel que pour tout entier k& > N, on ait |ak - k| <

Pour un tel entier £ > N ,,etpour n > N, on a par inégalité triangulaire :

21" kznlo[lt]uk_}”‘ B 21” Z(Zj(m - )

1 n
<L Z(,’Z]luk Y

k=0 k=0
N LAY E S o 1 [T
2 e k) 2" e k)
Dans la somme Zn: (”j|uk - k|,tous 1es|uk - ?»| sont inférieurs ou égauxa‘t%,onadonc:
k=N,




)

1 nt . . ,
quand 7 tend vers + oo (car X ~ T1a% puis croissances comparées), on a donc
n > + o
Nt
lim Z |uk - k|:0.Parsuite:
n—+o QN P k

N -1
IN,eN,Vn>N,, lim — Z(nj|uk—k|ﬁ

&
n—)+002nk=0 k 2.

Par suite, pour tout € > 0, avec les notations ci — dessus et en posant N, = max ( N,,N, ) :

VneN,n>2N, =|—
3 2’1k:0k

! Zn:(n]uk—K Sa,soitn2N3:|bn—k|£8.

Ceci assure que | la suite (bn ) converge vers A




