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II.B.3.   On peut par exemple écrire la fonction suivante : 

 

 

Partie III. – Séries factorielles 

 

III.A.   Sur la continuité d’une série de fonctions. 

 

III.A.1.   On a pour tout 1n  , ( )1 0nf = , donc ( ) ( )01 1 1f f= =  . 

Pour tout  0, 1x  , la série géométrique ( )1 1nx x− −  est convergente, puisque 1x  . La 

fonction  f  est donc bien définie en  x  (ce que l’énoncé admet  d’ailleurs, mais tant qu’à faire), et l’on a : 

 ( )
1

, 1 0
1

x
x I f x

x

−
  = + =

−
 . 

On constate que  f  n’est pas continue sur  I ,  car elle n’est pas continue en  1 . 

Remarque 

On obtenait le même résultat en remarquant que ( ) ( )1 11n n nx x x x− −− = −   est une série 

télescopique. 

 

III.A.2.    
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III.A.2.a.  Les séries ( )0nf x  et ( )nf x  étant absolument convergentes, il est correct d’écrire  

que  ( ) ( ) ( ) ( )0 0

1 1 1 1

k k k k

k n k n k n k n

f x f x f x f x
+  +  +  + 

= + = + = + = +

−  +    , 

puis que  ( ) ( ) ( ) ( )0 0

1 1 1 1

k k k k

k n k n k n k n

f x f x f x f x
+  +  +  + 

= + = + = + = +

−  +      . 

Les fonctions kf  sont décroissantes, on a 0a x , a x  et la série ( )kf a  converge, on a 

donc bien ( ) ( ) ( )0

1 1 1

2k k k

k n k n k n

f x f x f a
+  +  + 

= + = + = +

−     . 

Par propriété des restes d’une série convergente, ( )
1

lim 0k
n

k n

f a
+ 

→ + 
= +

= , donc : 

( )
1

, ,
4

k

k n

p n n p f a
+ 

= +


       . 

On prend par exemple n p= , et l’on a ( ) ( )0

1 1 2
k k

k n k n

f x f x
+  + 

= + = +


−    . 

 

III.A.2.b.   On note encore  n  un entier tel que ( ) ( )0

1 1 2
k k

k n k n

f x f x
+  + 

= + = +


−   . 

Par une nouvelle inégalité triangulaire :  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

0 0 0

0 0 1 1

0 0

0 0 1 1

,

n n

k k k k

k k k n k n

n n

k k k k

k k k n k n

f x f x f x f x f x f x

f x f x f x f x

+  + 

= = = + = +

+  + 

= = = + = +

   
− = − + −   

   

 − + −

   

   

 

d’où ( ) ( ) ( ) ( )0 0

0 0 2

n n

k k

k k

f x f x f x f x
= =


−  − +   . 

La fonction ( )
0

n

k

k

f x
=

  est continue comme somme (finie !) de fonctions l’étant, donc 

( ) ( )
0

0

0 0

lim
n n

k k
x x

k k

f x f x
→

= =

=  , et par suite : 

( ) ( )0 0

0 0

0 , ,
2

n n

k k

k k

x a x x f x f x
= =


     −    −   . 

On choisit un tel  , et l’on a pour 0x   tel que 0x x−    : ( ) ( )0f x f x−    . 

 

Première conclusion : 
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( ) ( )0 00 , 0 , ,
2

x a x x f x f x


        −    −   : 

f  est continue en 0x . 

Deuxième conclusion : 

Ceci étant vrai pour tout 0x a  quel que soit 0a  , la fonction  f  est continue sur 

+  

 

III.B.1.    

 

III.B.2.    

 

 

III.C.    

 

 

III.D.    

III.D.1.    
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III.D.2.   Donner un exemple de suite  a  n’appartenant pas à A . 

 

III.E.1.   Soit ( )n
n

a a


=  A . Pour tout *x + , ( )
0

n n

n

a u x


 , et pour tout n  , la  

fonction ( )n nx a u x  est décroissante sur *
+ . On peut donc appliquer le résultat prouvé  

En  III.A. : af  est continue sur *
+  . 

 

III.E.2. 

III.E.2.a.   Pour tout *x +  et pour tout n   : 

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

!
1

1 2 ... 1

!

1 1 2 ...

1 1

n

n n

n
u x

x x x n

x n

x n x x x x n

x x
u x u x

x n x

+ =
+ + + +

=
+ + + + +

= 
+ + +

 

 

III.E.2.b.   D’après ce qui précède, pour tout *k   et pour tout  , 1x k k + ,  

( ) ( )0 1
1

n n

x
u x u x

x
 + 

+
. On peut sommer et écrire que 

( ) ( )
0 0

1
1

n n n n

n n

x
a u x a u x

x

+  + 

= =

+ 
+

  , car il y a absolue convergence. 

On a donc ( ) ( )1
1

a a

x
g x g x

x
+ 

+
 ; la fonction 

1

x
x

x +
 étant croissante sur 

 , 1k k +  : ( ) ( )
1

1
2

a a

k
g x g x

k

+
+ 

+
. Alors ( )

1
1

2
a k

k
g x M

k

+
+ 

+
, et ce pour tout 

 , 1x k k + , d’où 1

1

2
k k

k
M M

k
+

+


+
. 

Les inégalités 1

2

1
kM M

k


+
, *k  , s’en déduisent par une récurrence facile. 

 

III.E.2.c.   On a a af g  , d’où, d’après ce qui précède : 
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   
1

, ,

2 2
, sup sup sup

1 1
a a

k k p k

k f g M
p k



+  +  

    =
+ +

. 

2
lim 0

1k k→ + 
=

+
 entraîne donc ( )lim 0a

x
f x

→ + 
= . 

 

III.F.    

III.F.1.    

 

 

 

 

III.F.2.   D’après  III.C. , la série de terme général ( )
1

ln 1n n

n
a u x

x x

  
+ +  

  
 est de même  

nature que la série de terme général 
( )

1
ln 1

1
n x

n

x x
a

n

 
+ + 

 

+
. Or par croissances comparées, 

( )
( ) ( )

2

2

1 1
ln 1 ln 1

1
1 1

x

x x n

n n

x x x x
n

n n
→ + 

   
+ + + +   

   
+ = →

+ +

, et donc 

( ) ( ) 2

1
ln 1

1 1

n

n x xn

n
ax x

a o
n n

→ + 

 
 + + 
   →
 

+  + 

. A nouveau d’après  III.C. ,  la série de terme 

général 

( ) 21

n

x

a

n +

 est de même nature que la série de terme général 
2

n n

x
a u

 
 
 

, elle est donc 
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convergente puisque a  A . On en déduit que la série 
( )

1
ln 1

1
n x

n

x x
a

n

 
+ + 

 

+
  converge, puis que 

la série ( )’n na u x  est absolument convergente. 

 

Partie IV – Représentation intégrale 

 

IV.A.1.    

 

 

 

IV.A.2.    

 

 

 

 

IV.B.   Soit a  A . Par définition de A  et d’après  III.C. ,  la série de terme général 
( )1

n

x

a

n +
  

converge, pour tout 0x  . En particulier,  donc en particulier 
1

na

n +
  converge, et donc  
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lim 0
1

n

n

a

n→ + 
=

+
, ce qui revient à dire que ( )1na o n= + . On a donc 

( )( )1n n
na y o n y= +  ; or puisque 1y  , la série géométrique dérivée ( )1 nn y+  est 

absolument convergente. Par suite, la série 
0

n
n

n

a y


  converge absolument. 

 

IV.C.1.   Ici les fonctions sont continues sur  0, 1 . On se ramène immédiatement au cas de fonctions  

continues sur  0, 1 par le changement de variables 1z y= − , on pose donc quand c’est possible :  

( ) ( )
11

0
0 0

d lim dh y y h y y

− 

 →
=  .  

On a donc ( ) ( )
11

1 1

0
0 0

1 d lim 1 d
x k x k

y y y y

− 
− + − +

 →
− = −  , ce qui donne : 

( )
( )

1
1

1

0
0 0

1 1
1 d lim

x k
x k y

y y
x k x k

− 
+

− +

 →

 −
 − = − =

+ +  
  . 

 

IV.C.2.    

 

 

 

IV.D.   D’après le résultat admis en question précédente :  

( ) ( ) ( ) ( )
1 1

1 1

00 0

0 , 1 d 1 d
x xn

a n a

n

x f x a y y y y y y
+ 

− −

=

  = − = −   . 


