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Partie I - Préliminaires

1A -
1.A.1) Soit p € N*. Pour n € I*,
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Puisque la série de terme général — converge, il en est de méme de la série de terme général uln,pl.
n

Wp € N*, la série de terme général uln,p), n € N* est convergente.

1.A.2)
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a(1)=1.

I.A.3) Soit p = 2. Pour n € N¥,

1 1 m+pl—m
—1)— Tp—1= — = — )
wnp =1 —und b = = e T T ] nmg 1) ey PP
e . ul,p—1) 1
I.A.4) En sommant ces égalités, on obtient o(p—1)—(olp—1)—u({1,p—1)) = polp) et donc olp) = - = Xl

1

VpEN*,G(p]:pxp!.

I.B - Soit g = 2. Pour N € N*,

= g om0 teo g 1
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1

¥(N,q) € (N*)2, 0 < R(N,q) < q—TNi—T"

Partie Il - Un exemple d’accélération de la convergence

IT.A -
II.A.1) Montrons par récurrence que ¥p > 2, il existe des entlers naturels az,..., ag, ba,.., by, 2,00, ¢p, tels que
1 L2 ag b.x+c
¥x >0, == + P P .
%3 Zx(x+1)...(x—|—k) WK+ Dx+2)...(x+7p)

k=2




ePourp=2et x>0

T (x+1)x+2) %7 In+2 B 1 Ix+2

¥ RNkt Rt Nx+d L )x+2) xxtDx12) Rt NxL2)

et on peut prendre az =1, ba =3 et 5 =2.

* Soit p = 2. Supposons qu’il existe des entiers naturels az,..., dp, ba,..., by, c2,..., cp, tels que
1 & a bpx +¢
x> 0, — + ? P .
x? kZz (x+ T ...(x+k) **x+Dx+2)...(x+7p)

Alors, pour x > 0,

bpx +cp _ (bpxtcp)lx+p+1)
Xix+x+2). . x+pl Fx+DE+2) .. x+pix+p+)
_ box? ((p+1by +epx+(p+Tle,
TR DEFD . xplxtp+ ) B+ x4+ xFp)xtp+T)
by (lp+ bp +eplx+(p+1T)cp

xfx+Nx+2)...(x+plx+p+1) **x+N(x+2)...(x+plx+p+1)

et on peut prendre ap 1 =by, byy1 = (p+1)by + ¢y et ey = (p+ 1)e, (par hypothése de récurrence, apy1, by et
Cpt1 sont effectivement des entiers).

Le résultat est démontré par récurrence.

ILA.2)

a;=1,b:=3etcr=2et¥p =2 apy1 =bp, bpp1 =(p+1)bp +cp et copr =(p+ 1ep

I1.A.3) Montrons par récurrence que ¥p = 2, by 2 ¢y = Q.
¢ Puisque by =3 et ¢z =2, est vral pour p = 2.
# Soit p = 2. Supposons que by, = ¢, 2 0. Alors, cpyy = (p4+1)cp, 2 0puis by = (p+1)by 4oy = (p+1]c, +0=¢cp 1.

On = montré par récurrence que

¥p =2, by e, =0

II.A.4) Cy :2, Ca :3C2:6€t Cyq :4C3 =24, b2:3, b3 :3b2+C2:]1,b4 :4b3+C3 =50. CI.ZZ], Cl_g:bz:?) et
(14:b3:”.

@ =1,a3=3 as=11,b2=3, b3 =11, by =50, c; =2, ¢ = 6 et cs = 24.

IL.B -
II.B.1) Soit N € N*, D’aprés la question LB,

II.B.2) Soit N € N*. Toujours d’aprés la question [.B,

+o0

+ oo

b 50n 4 50n &1 100
Z 2 4]TL—'—C4 4 < Z n+7 =100 Z 76‘<‘5N5’

n="nN+1 n (T‘L+ ] (TL+ ] n=MN41 mn n=N+1 n

puls, d’aprés les questions ILA.1) et [1.A4)
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17 & ban + cq
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puis, pour N € IN*,
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et done

I1.B.3. On peut par exemple écrire la fonction suivante :

def approx_dzeta():
for:. n in range(1,15):

i (somnedy e
for k in range(1,5):
u/=(n+k)

retu

Partie II1. — Séries factorielles

HI.A. Sur la continuité d’une série de fonctions.

ILA.1. Onapourtoutn > 1, f, (1) = 0,donc f (1) = f,(1)=1.

Pour tout x € [0, 1[, la série géométrique » x" ' (x — 1) est convergente, puisque | x| < 1.La

fonction f est donc bien définie en x (ce que I’énoncé admet d’ailleurs, mais tant qu’a faire), et 'on a :
-1

X

X

0.

Vxe],f(x):l+

On constate que f n’est pas continue sur /, car elle n’est pas continue en 1.

Remarque

n—-1

-

n

On obtenait le méme résultat en remarquant que » x" ' (x — 1) = > ( x ) est une série

télescopique.

IT1.A.2.



III.A.2.a. Les séries Z S ( X, ) et Z /., (x) étant absolument convergentes, il est correct d’écrire

que ji fk(xo)— jﬁ fi(x)] < ﬁ fk(x0)+ 5200 fo(x)],
puis que +Zw fk(xo)_ +Zw fk(x) = +ZOO ‘fk(xo)“" +Zw ‘fk(x)‘

Les fonctions ‘ /4 ‘ sont décroissantes,ona a < x,, a < x et la série Z ‘ /i (a )‘ converge, on a

donc bien | fk(xo)— > filx)<2 > ‘fk(a)‘.
k=n+1 k=n+1 k=n+1
Par propriété des restes d’une série convergente, lim i ‘ 1 (a)‘ = 0, donc:
n—>+ook=n+l
idpeN,VneN,n2>p= iﬁ ‘fk(a)‘ﬁg.
k=n+1
On prend par exemple n = p,etl’ona i fk<x0)— i fk(x) Sg.
k=n+1 k=n+1
III.A.2.b. On note encore n un entier tel que Zw fk(xo) - Zw i (x)] < g
k=n+1 k=n+1

Par une nouvelle inégalité triangulaire :

Y EC N BRATNES SABI (S IRACA R At
IACIE AR

IN

+ - fk(xo)_ Z fk(x)’

do | f(x,) = f(x)] <

kZi‘,O fk(xo)_kio fk(x) +§'

La fonction Z fa ( X ) est continue comme somme (finie !) de fonctions 1’étant, donc
k=0

lim i fi(x) = i fk(xo),etparsuite:

R I ) k=0

Ain>0,Vx>a,

xo—x‘én: Zn:fk(xo)—ifk(x) <

_
Il
(=]
N m

m

On choisit un tel n, et ’on a pour x > Otelque‘xo — x‘ <n: ‘f(xo) - f(x)‘ <

Premiere conclusion :



Ve>0,In>0,Vx>a, xo—x‘én:‘f(xo)—f(x)‘ég:

S estcontinue en x,.

Deuxieme conclusion :

Ceci étant vrai pour tout x, > a quel que soit a > 0, la fonction f est continue sur R,

I11.B.1.

wn(x) Y Un (%) valx] Y\ noN nx
tn (Wn—l KXJ> =l (%4(%)) - (vn_l(ﬂ) =l (x+n> ln ( nt 1)*)
X

On en déduit que

Wn (X] )
_— converge,
W1 (%) .

¥x > 0, la série numérique de terme général In (

II1.B.2.
Soit x > 0. La série de terme général In{w, (%)) — In(wna_1(x)) converge. On sait qu’il en est de méme de la suite

de terme général In(w, (x)), n € N, (sér_ies télescdpiqﬁes). Sion note.a.(.x) la limite de cette _suite, alors wy (x) = elnlwn ()]
tend vers 1[x) = ¢*™) > 0 quand n tend vers +oo.

W >0, 3Ux) €0, fool/ Tm )
00 \)n('X,)

II1.C.
Soit x > 0. D’aprés ce qui précéde (et puisque Lx) # 0), un(x] ~ Ll[xJvn(x]). Par suite, il existe un rang no
tel que
Lix)
n = ng, T\ﬂn\\’n(x)l(ﬂ < lan/un(x) < 2Ux] |anlva(x).

Puisque 1(x) #£ 0, cecl montre que la série numérique de terme |, [un (%) converge si et seulement si la série numeérique de
terme général |an|va(x) converge.

x>0, V(an ) ney € T, Z nln(x) est AC si et seulement si Z anlUn(x) est AC.

H1.D.
ITL.D.1.

1
Pour n € N, posons a, = ——. Soit x > Q.
n+1

D’aprés la question IILB -, la série numeérique de terme général |a,|Ju,.(x) est de méme nature que la série numérique
1

(n+ 1)1 (n—+ 1)+
convergente. On en déduit que la série numérique de terme général a,un(x) converge absolument.

1
— c .
(n+])n€N

de terme général |anfva(x) = . Puisque x +1 > 1, est le terme général d'une série de RIEMANN




ITIL.D.2. Donner un exemple de suite a n’appartenant pasa 4.

1
Pour n € N, posons an = 1. La série de terme général |ap|/va(x) = diverge quand x = 1 et done

(4 1)

(Nnen & &7

IILE.1. Soit a = (an) € A.Pourtout x € R, z a,u,(x), etpourtout n € N, la

n>0

neN

fonction x ‘ a,u, ( X )‘ est décroissante sur R : . On peut donc appliquer le résultat prouvé

En IILA.: f, est continue sur R , .

ITIL.E.2.

IILLE.2.a. Pour tout x € Ri etpourtout n € N :

| n!
+ =
) s T G ) (e e D)
_ X n!
x+n+1x(x+l)(x+2)...(x+n)
X X
" () sgn) e

IILE.2.b. D’aprés ce qui précéde, pour tout £ € N ™ et pour tout x € [k, k + 1],

0<u,(x+1)< xlun(x).Onpeutsommeretécrireque
X +
+ 00 X +®
> ‘an u, (x +1)< > ‘an u, (x),carily aabsolue convergence.
n=0 x+1n=0
Onadonc g, (x + 1) < al g, (x) ;lafonction x étant croissante sur
x +1 x + 1
k +1 k+1
k,k +1]: x+1)< x ). Alors x+1)< M . , et ce pour tout
[k 1] g, (x4 1) 5 A0 g (o) Ators g, (x4 1) < 2250 0retce
k +1
xelk,k+1]|,dou M < M, .
[ ] k+1 k+ 2 k
. . 2 * : .
Les inégalités M ; < 1 M |, k € N, s’en déduisent par une récurrence facile.
+
IILLE.2.c. Ona ‘ fal < ‘ g .| ,dou, d’aprés ce qui précede :




< sup

VkeN", sup ‘fa < sup ‘ga .
[ p2k D+ 1 k+1

[k,+oo[ [k,+oo

lim = 0 entraine donc lim f, (x) = 0.
k—>+0o k + 1 X =+

IIL.F.
IIL.F.1.
Soit n € N. La fonction u,, est de classe C! sur ]0, +oo[ en tant que quotient de fonctions de classe C! sur 10, 400

dont le dénominateur ne s’annule pas sur ]0,+ool. De plus, la fonction u, est strictement positive sur ]0,+ool et pour
x>0

Infun (%)) =In(nl) — i In(x + kJ.
k=0

ul (x LA
En dérivant cette derniére égalité (dérivée logarithmique), on obtient pour x > 0 n X — Z . Par suite,
(%) = xt k

=
[u! (%)] = un(x) 1+Z ! < Un(x) l+ir LN
e X - x+k s X 1 x+t

1
Y E N, un € C'10, foo, ) et ¥ e N, ¥x > 0, [u, (x)] < un(x) (; +n (1 n %))

IIL.F.2. D’apres III.C., la série de terme général ‘ a,

u, (x)[l + ln(l + Ejj est de méme

X X
1+1n(1+nj
X X

nature que la série de terme général ‘ a,

. Or par croissances comparées,

(n—i-l)x
x1+ln[1+nj 1+ln(1+”)
(n+1)5x YJ _ X ad — ,etdonc
(n+1)x (l’l+1)% n— +w
1+ln(1+nj ‘a
X X n 5 N , o
. p L.,
‘an 0| ————— |. Anouveau d’apres IIL.C., la série de terme
(I’l+1) n—> +w (n+1)g
a
général ‘ ”‘ — est de méme nature que la série de terme général ‘an u, (%j,elle est donc
(n+1)2



l+ln(1+n)
X X

(n+1)"

converge, puis que

convergente puisque a € _4.On en déduit que la série Z ‘ a,

lasérie Y a, u,’ (x) estabsolument convergente.

Partie IV — Représentation intégrale

IV.A.1.

Chaque Py, k € [0,n], est de degré n et donc dans R, [X]. De plus, card(Pilogken =n+ 1 =dim (R [X]) < 4o
et pour montrer que la famille (Py]ogksn est une base de R, [X], il suffit de vérifier que cette famille est libre.

Soit (A)ogign € RM.

> APi=0=vke[0n], > APi(—k)=0= vk € [0,n], APy(—k) =0
1=0 i=0
=Yk € [0,n], A = 0 [car Vk € [0,n], Pi(—k] #£0].

La famille (Py)ogkgn est une base de R [X].

IV.A.2.

Le polynéme P = n! est de degré 0 et donc est dans R, [X]. Par suite, il existe (o1 )ogien € R tel que

nl = Z o Pr. On divise les deux membres de cette égalité par X(X +1]... (X +n) et on obtient

k=0
n! B oo
X(X+1)...(X+n)_kZOX—|—k'
Soit k € [0,n]. On sait que
. nl n!
“k:xlirilk(”k)xx(x+1)...(x+n): (K (—k+1)... (—k+ (k=11 (—k+ (k+1)]... [k +n)

a
IV.B. Soit a € A.Par définitionde 4 et d’aprés IIL.C., la série de terme général ‘ . -
(n + 1)
. e
converge, pour tout x > 0. En particulier, donc en particulier Z " converge, et donc
n +



\ a
. n
lim

= 0, ce qui revient a dire que ‘a
n—>+0on + 1

=o(n +1).0nadonc

a,y" = o((n + l)y");orpuisque | | < 1, la série géométrique dérivée Z (n+1)py" est

absolument convergente. Par suite, la série Z a, y" converge absolument.

n>0

IV.C.1. Ici les fonctions sont continues sur [ 0,1 [ On se raméne immédiatement au cas de fonctions

continues sur ] 0,1 ]par le changement de variables z = 1 — y, on pose donc quand c’est possible :

1 1-¢
[r(y)dy = tim [ h(y)dy.
0 e—>0 0
] 1+ k e 1+ k
X — + . X — + . .
Onadonc_([(l—y) dy=811_r)n0 _([ (1-y) dy , ce qui donne :
1 _ x + k I-e
0 g0 x + k . x + k

IV.C.2.

Solent x > 0 et m £ W*. Soit A £]0, 1[.Les deux fonctions x ,@ et y — y"™ sont de classe C! sur le

segment [0, A]. On peut donc effectuer une intégration par parties et on obtient

A A A A
x— 1'1 (]7:9]94 n n X M— (liA)X n n X, TL—
J Oy yhdy= |y b Oy dy=— AN | Oyt dy
0 X o X Ja x X Jo
Quand A tend vers 1, on obtient
1 !
¥x >0, ¥n € MY J (1—y)* Ty dy = xJ (1—y)y™" dy.
o Q
En appliquant plusieurs fois la formule précédente, on obtient pour x > 0 et n € N*
1 1
n—1 1 nl
1— x—]nd 72 J 1— x+n—]0d _
JO[ u) Y 1 N g n— 0[ vl v x(x+ 1. (x+n)’

cette derniére expression restant valable quand n = 0.

! 1 nl
¥x > 0, ¥n € N, J (T—y)* " 'y™dy =
0

n! e 1
Par suite, pour a € & et x > 0, fg Qp = anJ T—yP—Ty™ dy.
, D Z Sy T;) L=yt ay

IV.D. D’apres le résultat admis en question précédente :

+ oo

Z a,(1-y)" " 'y" dy—j(l —y) o, (v)dy.

Vx>0f j.
0

n



