Liste d’exercices

Suites numériques : révisions de premiére année

2025 - 2026

PC

0 — Préliminaires sommatoires

Exercice 12

Calcul du noyau de Dirichlet

1 m
Montrer que pour tout m € N et pour tout ¢ € |0, n[ : o+ D> cos(nt) = ,
n=1 2 sin —

Exercice 13

% 1
Calculer la somme S = .
! ,le k(k+1)

. Chercher a et b tels que N =4 .
k(k+1) k k+1

Exercice 14

Calculer les sommes suivantes :

n _ k n n _ n+13
A= Gl lk) : B=Y ik c=7> —k(kk o D= 3 12.3%fF2sn-3k
k=2 3 k=23 k=1 3 k=14

Exercice 15

Calculer les sommes :

la. S, = ilk[ZJ 1.b, Tnzki::lk(k—l)(]ij.

. U, R
EOT A kzzoE”j’Y": kzzo(3k+1)’znz k:0(3k+2].

1 — Suites numériques : généralités

Exercice 16

Un exercice epsilonesque

. o I - (7
Soit (u ,,) une suite réelle convergeant vers £ . Pour n € N ,onpose: v, = Z Uy .
neN 27" o0

Montrer que la suite ( v ) converge vers (.
"JneN




Exercice 17
Lo . e 1
On considere la suite (un )HEN définiepar uy =0 et Vne N, u,,, = —(u,, + cosu, ) .
1. Montrer que I’équation x = cos x admet une unique solution réelle, que 1’on notera o .

2. Montrer que la suite (u N ) \ converge.
n e

3. Montrer que les suites (u u ) N et (cosu n ) . sont adjacentes.
ne ne

Exercice 18

Soient ¢ un réel, et a un réel strictement positif. On définit deux suites (u " ) N et (vn ) y par:
ne n e

e vy =a, uy, =vycho;

un+ n
e VneN, u, | =—— et

1. Montrer quepourtout n € N, u, =v, ch(ij.

n n
2. Montrer que les suites ( u, ) et ( v, ) N sont adjacentes.
ne

Donner une expression de v, en fonctionde n, a et ¢, utilisant le signe produit.

Simplifier ’expression obtenue en 2. On pourra multiplier le produit écrit précédemment par sh( % ) .

5. Déterminer la limite des suites (vn ) y et (u " ) .
ne ne

Exercice 19

R — R

Soit [ : (ml_i)nloo(COS(i’l!TEX))zm).

X B lim
n—+©

Montrer que [ est bien définie sur R, mais qu’elle n’est continue en aucun point de R.

Indication : distinguer le cas x rationnel, et x irrationnel.

2 — Comparaison de suites numériques

Exercice 20

Donner un équivalent lorsque n tend vers + o de:

BN

1. u =sin(\/n4 +4n3n+2n*n? )

. o1 .
2. v, =n!sn {e - Z —'J n |. Indication : al’ordre n + 1, la formule de Taylor...
k=1 1"



3 — Suites usuelles

Exercice 21

1. Soit ( u, ) une suite arithmético — géomeétrique. Montrer que la suite ( Uy, — U, ) y st géométrique.
ne

ne
On considere désormais un réel o # 1, et une suite ( u, ) N On suppose que la suite ( v, ) définie par :

ne €
VneN,v,=u - u

est géométrique de raison o .

2.a. Montrer qu’il existe un unique réel  telque u; = awu, + PB.
2.b. Exprimer v, en fonctionde o, B, u, et n.
2.c. En déduire une expression de u,, en fonctionde o, B, u, et n.

2.d. Vérifier que pourtout n € N, v, ., = au, + B.Conclure.

3. Montrer qu’une suite ( u, ) N est arithmético — géométrique si et seulement si il existe ¢ # 1
n e

et a, b non nuls tels que : VneN,u,=q"a+b.

On considérera ici qu 'une suite arithmétique ou géométrique n’est pas arithmético — géomeétrique.

Exercice 22

Une suite homographique

Su, -9
On considere la suite (un ) définie par u, = 5,etpourtout n € N 1w, , | = ———.
neN u, — 1
. . 5X -9 . L .
1. Montrer que I’équation X = ~ 1 admet une unique solution réelle. On note o cette solution.
2. Pourtout n > 0,onpose: v, = ———. Montrer que la suite ( v, ) N est bien définie, et qu’elle est arithmétique.
u, — o ne

n

3. Endéduire v, en fonctionde n, puis u, en fonctionde n .

4 — Suites du type u | = f(un)

Exercice 23

Etudierlasuite(u,,) N définiepar uy, >0 et Vne N, u, |, =arctanu, .
ne

Exercice 24

eX

x+ 2

On consideére la fonction numérique f définie par  f ( x ) =

1. Prouver que / posséde un unique point fixe dans I’intervalle [ 0, 1], que I’on notera o.

oy . e 1 .
2. On considere la suite (u " ) définie par u, = 5 et VneN, u,,, =71 (u " ).Prouver que cette suite converge vers o.

3. Borner /"’ sur [0,1] etendéduire: VneN, 0<a—u, <

n

3

N | =



4.a. En déduire la valeur de n a partir de laquelle u, est une valeur approchée de o a 10~ prés,

4.b. Donner cette valeur approchée. On écrira une fonction adaptée, en Python.

Exercice 25
Soit la suite (un) N définie par u, = 0 etpourtout n € N, u, .| = 12 —u, .
ne

1. Montrer que la suite (u ) ) , estbien définie, et que pourtout n € N, u, € [0,4].
n e

2. Montrer que ( u, ) N admet une unique finie possible ¢, que ’on déterminera.
n e

3. Prouverque pourtout n € N, |u

n+1

—t] = Lfu, — ¢ puisque [, - ] <

4n"

4. Conclure.

Exercice 26
Soit la suite (un )neN définie par u, = 0 etpourtout n € N, u, .| = 12 —u, .
1. Montrer que la suite (un ) N est bien définie, et que pourtout » € N, u, [O, 4 ]
ne
2. Montrer que la suite ( Uy, ) est croissante, et que la suite ( Uy 4 ) est décroissante.
nelN neN

3. Soit /1 x > /12 — x . Déterminer les points fixes de I’application f o f sur [0, 4].

4. Prouver que les suites ( Uy, ) - et ( Uy, o1 ) en sont adjacentes, et conclure.

Exercice 27
Méthode de Newton

Soient a et b deux réels tels que a < b ,etsoit f e C 2 ( [a,b], ]R) . On suppose que :

f(a)>0, f(b)<0, <0 et f7>0 sur[a,b].

1. Montrer qu’il existe un unique ¢ € | a,b [ telque f (¢) =0 .

2. Onconsidérelasuite(un)nEN définieparu y =a,etVvneN, u,,  =u, -

Montrer que la suite ( Uy, ) n e N estbien définie, et converge vers c.

3. On note respectivement m et M le minimum de | /° | etle maximumde | £ > | sur [a,b] .

IA

. M 2
a. Montrer que pour toutentier n : 0 < ¢ — u, 4 m (c —u n) .
m

b. Montrer qu’il existe deux constantes 4 et g telles que pour toutentier n : 0 < ¢ —u, . <

b=

5 — D’autres types de suites

q 2" Conclure.

Exercice 28

Soit n € N .

1. Montrer que ’équation x ¢e* = n admet une unique solution x, € R.



2. Déterminer lim x, etprouverque x, ~ Inn.
n— +o

3. Donner un équivalentde u, — Inn.

Exercice 29

x ¥ = 1 admet une unique racine dans [0, 1].

1

M=

1. Montrer que I’équation ( E) :
k

n
On posera f, ( X ) = Z X k|- 1, et on notera x, cette racine unique.
k=1

2. Montrer que la suite ( X, ) 4o+ Estmonotone, et en déduire sa convergence.

eN

hint On considérera, pour tout entier n € N *, la quantité f _— (x n )

3. Déterminer la limite de la suite ( X, ) peN®

Exercice 30

Pour tout entier n > 2, on note (En) I’équation (En): x" —x=n.

1. Montrer que, pour tout n > 2, | E admet une unique solution # , sur R *, et prouverque u, € [1, + of .
que, p n q n p q n

2
2. Montrer que quel que soit # > 2, n " < n.En déduire la limite de (u " ) Ly
nz
- o Inn
3. Onpose v, = u, — 1. Vérifier que n ln(vnﬂ) = ln(vn +n - 1).Endedu1reque v, ~ —.
n — +ow n
Exercice 31
Intégrales de Wallis
s
- [ 2 (s n
Pour n € N ,onpose I, = JO (sin )" dt .
N 10 N . . . + 1
1. Montrer, a I’aide d’une intégration par parties,que: Vne N , 1, , = 2 I, .
n +
2. Calculer 7, et [, .Endéduirelavaleurde I , pour tout entier naturel n .
3. Montrer que la suite (I n ) . eN estdécroissante. En déduireque 7, ,, ~ [,
n— 4o
4. Pour tout entier naturel n, onpose w, = (n + 1) I, .1, . Montrerque la suite (w n ) N est constante.
n e
5. Déduire des deux questions précédentes que 7 , ~ I
n—+o 2n

Exercice 32
Soit f: [0,1] - R une fonction de classe C* et telle que f (0) = 1.

n
Onconsidérelasuite(un) N*déﬁniepar VneN', u, = Z f(izj
ne P n

Montrer que la suite ( u, ) ¢ converge vers - . On pourra utiliser une formule de Taylor.
ne

°(0)
2



6 — et deux de plus...

Exercice 33

Une source inépuisable d’exercices

1. Etudier la suite ( u, ) N définie par la donnée de son premier terme u, = > et par les relations de
ne

récurrence: V n e N, u, | =

(l+un2)2.

o

2. Pourn e Netoa € R,onpose: v, =u,

—u ,”. Montrer qu’il existe un unique réel a , que I’on déterminera, tel
ue (v converge vers un réel { non nul, réel que I’on déterminera également.
" N
ne

1 < .
3. Pour n € N,onpose w, = Z v, . Montrer que lim w, = (.
n+1 ;= n— +ow

4. En déduire un équivalent de u , lorsque »n tend vers + oo.

Exercice 34

)

. . e 1
Soit (zn ) une suite de nombres complexes vérifiant: V.n e N, z, . | = = ( z, +| z,
neN 2

1. Montrer que la suite (| z,

) converge. On notera p sa limite.
neN

2. Prouver alors que la suite ( z, ) . converge, et déterminer sa limite.
ne




