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Ce sujet est composé d’un exercice et d’un probléme, indépendants

Exercice : critére de condensation de Cauchy

On considére une série Z an avec (ay) réelle déeroissante positive. On se propose de démontrer le critére dit de
nzl
condensation de Cauchy :
La série numérique Z an, converge si et seulement si la série numérique Z 2" agn !
nz1 nz0
convergence, en notant S et T les sommes respectives, Uencadrement S < T < 2S5.

converge et on a, dans le cas de

On note Sy, et T, les somines partielles d’ordre n des séries E a, et E 2™ agn respectivement.
nz0 nz0

1. (*) Montrer que
S',- é 11 + 2(1-2 + 40,-4 = Tg 284 2 3] + 2(1-2 —+ 4&-4 = Tg

2. (**) En généralisant la méthode ci-dessus, montrer que

Son_1 €T, ; 289 2 T,

3. (***) En déduire le critére de condensation.

=

1
(**) Application : on consideére la série de Riemann E — pour a >0 (on ne suppose pas connu ici la nature
n
nzl
de cette série de cours).

Vérifier les hypotheéses du critére de condensation et montrer que la série de Riemann converge si et seulement
si la série
1—aym
> (277
n=20
est convergente. En déduire la nature de la série de Riemann selon les valeurs de .

5. (**) Etudier de méme la nature de la série dite de Bertrand

1
Z nln®n

nz=1

1. bien lire « 2 puissance n »




Probléme

.

Dans la premiére partie, on établit des résultats généraux, qui pourront étre utilisés dans la seconde
partie, mémes s’ils n'ont pas été démontrés. On n’oubliera pas, & chaque fois que I'on utilise un résultat,
d’en vérifier les hypotheses.

PREMIERE PARTIE

On considere deux séries Y uy, et Y v, a valeurs réelles, la série ) v, étant a termes positifs.

On suppose dans cette question que la série Y vy, est convergente et que u, € o(vy,).
a) Justifier que la série > u, est convergente.

On peut done parler, pour tout entier n, des restes de ces séries convergentes, notés R, = >~ 4wk et
1 _ oo y

Tn - Ek=n+1 Uk

b) Démontrer que Ry, € o(T},).

Indication : a € > 0 fizé, on pourra commencer par justifier Uezvistence d’un entier ng tel que, pour tout

n = ng, on ait |u,| < vy,

. Dans cette question, on suppose encore que la série v, est convergente. On suppose aussi que u,, ~ v,.
1 T (=] (s n

Aprés avoir justifié que la série > u, est convergente, démontrer que R, ~ T, (avec les notations de la
question précédente). On pourra pour cela remarquer que la relation u, ~ v, s'écrit aussi u, —v, € o(vy,).

. On suppose dans cette question que la série > v, est divergente et que u,, € o(v,,). On note U,, et V,, les

.

sommes partielles d’ordre n des séries > u,, et > v,, respectivement.
a) Quelle est la limite de Vj, lorsque n tend vers oc ? Peut-on dire quelque chose & propos de Uy, 7
b) Soit £ > 0. Démontrer l'existence d'un entier ng tel que, pour tout n = ng, on ait

n n
E Uy QEE V.

k=ng k=nqp

c) En déduire que U, € o(V},).

On suppose enfin que la série > v, diverge et que wu,, ~ v,. Démontrer que U, ~ V},.

. Exemple : série harmonique

En remarquant que In (1 + %) ~ ?—11 retrouver que H, = > _, % ~ Inn.

. Un deuziéme exemple

Pour tout entier n, on pose z,, = ul]
a) Déterminer un équivalent de xy — &py1.
b) En déduire un équivalent de

=1

. Un troisiéme exemple

a) Démontrer que la série >, -, = diverge.
b) Vérifier que, pour tout n =2, on a

1 n+1 1 1 2
2 Wk Tan +§k[7ln(k_1)—m]—m

(pour n = 2, la somme Y ;_,--- ne contient aucun terme; sa valeur est nulle).

c¢) Démontrer que
T 1 1 ™ 1
Dk [F(k_l) —m] €o (Em)

k=3

en déduire un équivalent de ") _, 1.




DEUXIEME PARTIE

Dans cette partie, on considére une suite (u, ), a valeurs strictement positives et on suppose 'existence

d’'un réel a tel que
u 1
Unt1 _ 1_g+0(_) ‘

—a. On pourra traiter séparément les cas a # 0 et a = 0.

Ny,

1
. Démontrer que
Inn n—oo

. On suppose dans cette question que a > 1.
a) Soit § un réel appartenant a U'intervalle |1, o[. Démontrer que

In(nu )
7( n) — -
Inn n— oo

b) En déduire la nature de la série ) u,.
¢) Montrer que, lorsque n tend vers 'infini, on a I’équivalent

>0
2 —
Up ~ .
a—1
k=n+1

Niln

Indication : on pourra s’intéresser a la série de terme général vy, — Vpiq, 0U vy = 5%,

d) Soit 7 > 1. Déterminer un équivalent de 37 ., = lorsque n — oco.
e) Démontrer que, pour tout entier k > 2, on a
1 1 1 1 1
T TS ST—T 1
k k+1 k2 k-1 &k
Retrouver, grace a cet encadrement, le résultat de la question précédente dans le cas particulier v = 2.

. On suppose dans cette question que a < 1.
a) Démontrer que la série }_ u,, est divergente.
b) Démontrer que, lorsque n tend vers 'infini, on a I"équivalent

n
Ntln
E U ~ 1 .
—
k=0

c) Déterminer un équivalent de Y ) _, k% pour vy < 1.
d) Démontrer que, pour tout & > 2, on a

Q(JW—\/E)S%QQ(\/E—\/H)

et retrouver ’équivalent précédent dans le cas particulier v = 1

3 -

. On suppose dans cette derniere question que le développement asymptotique s’écrit en fait

Ups1 o 1
L1240 — |-
Uy, n i
On pose v, = n%u,,.

a) Démontrer que l'on a le développement asymptotique

v 1
n+1 :1+O(2).
Uy n
b) Démontrer que la série 3 (Inwv, 1 —Inwvy,) est convergente.
¢) En déduire 'existence d'un réel A > 0 tel que u, ~ nia Quelle est la nature de la série ) u, ?




