Série numériques :

PC

k=2

d’indice dans les deux premiéres d’entre elles.

n-1 n+1 n—1 n+1
S, = Ink+ ka—zi Ink =Y Ink+ ka—zi Ink,
k=1 k=3 k=2 k=2 k=3 k=2

Etdonc: S, :[i lnk—ln(n)J+(—ln(2)+ i 1nk+1n(n+1)J—2 i In k.

k=2 k=2 k=2

Corrigés
2025- 2026
Exercice 1
Exercice 2
Exercice 3
* < 1 . .
o Posons pourtout n € N*, § = . On décompose la fraction rationnelle
- P " kglk(k+1)(k+3) P
! en éléments simples, et 1’on cherche donc o, f, v tels que :
X(X+1)(Xx +3) e T e
! -2y B + Y On obtient :
X(X+1)(X+3) X X+1 X+3
1 1/3 1/2 1/6
= — - + .
X(X+1)(X+3) X X+1 X+3
. Z 11 1 1 1 1 o . e 1
Par suite, §, = —-—— - = + — . Apres séparation des sommes, et changements d’indices :
i \3k 2k+1 6k +3
n n+1 n+3 n
Sn:l 1.1 l+l l,soitennotantHn: Z l:
30Tk 2k 6, Tk i-1 k
1 1 1 1 1 1 1 1 1
S, == -—| -1+ + + - -1-=-=4+ + + + , Ou encore :
§ " 2[ " n+1J 6( 2 % n+1 n+2 n+3j
S = z + O(l) Finalement, lim S,6 = A ce qui revient a dire que la série Zu converge, et que +Zw u, = 7z
18 n) ETT R " ’ N
n
B_ Posons, pourtout n = 2, §, = Z u,.Ona
k=2

n 2 n
S, = ln(k lj: > (ln(k—1)+ln(k+1)—2ln(k)).Anouveau,onséparelessommes,etl’onchange




k=2 k=2 k=2

Finalement, S, =[Z 1nk—1n(n)J+[—1n(2)+ > lnk+ln(n+1)J—2 > Ink,soit:

s, :—ln(2)+ln(n+l].

n
+ o0
Par passage a la limite : la série Zun converge, et Z u, = —1n(2) .
n=2
ya Posons pour tout » > 0, S, = Z u;.Ona
k=0
S A o
S, = Z — = — terme d’indice 1 nul
Koo kKU T k!
2
o k? '« (kK +1 o
= > = > ( ) changement d’indice
k=1 (k_l)! k=0 k!
'S k(k-1)+ 3k + 1 , e .
= 1 arrangement du numérateur en vue de simplifications ultérieures
k=0 :
n—-1 k(k -1 n—-1 n—-1 1
-y k(k-1) 3 LI > L
k=0 k! Koo k! T k!
n—1 k(k =1 n—1 k n—1 1
= Z (—) + 3 — + Z — supression de termes nuls
k! ! k!
k=2 k=1 k=0
n—1 1 n—1 1 n—1 1 n—-3 1 n—2 1 n—1 1
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L . 1 s .
La série exponentielle Z — converge, et sa somme vaut e. On en déduit que lim §', = Se :
k>0

+ o0

z u, converge, et Z u, =5e.
n=0

n n 1 _ B
o_ Pourtout n € N *, Z u; = z arctan —(k - ) k . La formule tan(a —b) = tan(a) tan(b)
L+ k(k+1) 1 + tan (a)tan (b)

n

donnealors Y u, = > (arctan (k + 1) — arctan (k)), d’ou par télescopage, D, u, = arctan (n + 1) — arctan (1).

k=1 k=1 k=1

! A T - n

On en déduit que lim z U, =—— —=—1: Zun converge, et Z u, = —.
n =+ S 2 4 4 Pt 4

Exercice 4

Exercice 5

n-—1 e, . .
— 1, donc, par continuité de la fonction arccos, la suite (u . ) converge vers arccos ( 1 ) =0.
n n — + oo

u

—— 4+ o(unz).

On peut dés lors, en utilisant le développement limité & I’ordre 2 de cos, écrire que : cos ( u, ) =1- >

-1 -1
D’autre part, cos ( u, ) = Cos ( arccos ( " j] = .
n n




2

u 1 . 2 .. . . .
Onadonc 1 — % + 0 (u " 2 ) =1-—,do0:u, 2 ~ 2 Comme u » st positif (c’est un arccosinus) ; il en résulte que
n n

=

u, ~ ——=.Par comparaison a une série de Riemann (divergente) : la série Z u, diverge.

n=1

S

Exercice 6

(_1)n+1
Onposepourtout n» 2 1, u, = ———cetv,k =

n \/; n \/7+(_1)n+1‘

e On vérifie immédiatement avec le théoréme spécial des séries alternées que Z u, converge.

n21

(_1)n+l (_1)n+l 1

e Ensuite: v, = = d’ou:

\/7+(_1)n+1 \/7

~ (_l)n+1 _(_1)n+1 _(_l)n+1+ L ., _l+ l
V'I_\/;+(_1)n+1_ \/; 1 \/; 0( J = O(nj.

. 1 .. . o . .
Autrement dit, v, — v, ~ e z - diverge et est a terme général positif, donc Z (u =V ) diverge. La convergence de
n=1 nzx1
Z u , permet d’en conclure que z v, diverge.
nx1 n=1
Exercice 7
. 1+ 1+ 1
Onposepourtout n € N, u, = a n
. , s 1 1 \ )
On sait (et I’on sait démontrer !) que : 1 + 5 +..+ — = Ihn+y+o ( 1 ) ,ou y estla constante d’Euler.
n n—>+w

ll‘l(n)+y+o(l) ll’l(n)

Y a =a

v, In(a)

On en déduitque u, = a ,soit u, ~ a n

. \ o . In(a . . g .
Par comparaison a la série de Riemann Z pin(a) Z u, converge si et seulement si In ( a) < —1, c’est-a-dire si et seulement

sia<e !

Exercice 8

Exercice 9

Exercice 10

Exercice 11

ug €0, 7]

1. Montrer que la suite ( u, ) N donnée par : converge vers 0 .
ne

VneN,u, =1- cos(un)
2. Déterminer la nature de la série de terme général u , .

1. Soit /@ x > 1 — cos(x).



Exercice 12

Exercice 15

™
. . . 1 1
1. Montrer que pour tout n entier strictement positif : I (— t? - t] cosntdt = —

2
0 2r n

On a par intégrations par parties :

1 1(1 11
I(—ﬂ—tjcosntdf —(—tz—t)sinnt ——I[—t—l}sinntdf
0 2n n \ 2n 0 ny\n
lj(l——tjsinntdt

no

. (2m + 1)1,‘
. m 1 sin ~————
2. Montrer que pour tout m € N etpourtoutte]O,Tc[: Z cos(nt):—5+—2

.t
n=1 sin —
2

3.a. Soit f une application de classe C ! sur [O, I ] , a valeurs dans R. Montrer que :  lim J f s1n Atdr = 0.

Ao+
%tz —1
b. Montrerque f: x n—l peut étre prolongée en une fonction de classe C' sur [0, T ] .
sin —
+ 0 1 2
4. En déduire que Z —2 =
+ 00 1 + 0 1
5. En déduire enfin Z > et VSRmmm—
n=1(2n) n=0(2n+1)
Exercice 16
z 1 1
1. Onaa, = — — Z ,ou f estlafonction # = —— . f est continue sur le segment [O, 1] ,le
M= 1480 M= 1+ ¢

n

résultat du cours concernant les sommes de Riemann s’applique donc, et assure que lim a, =

S (t)de,soit

S —_— —

1
. dr
hman:_[ =n2.
o 1 +1
1 (-1)! 1 1 . .
2. Procédons par récurrence. Ona a, = > et S, = — = — 5 + 1 = 5 donc la propriété est vraie au rang 1 .
k=1

Si on la suppose vraie aunrang n € N : d’une part :



n+1 1 n+?2 1 1 1 1 n+2

herm Y > >

—_—_— = = + —
— n+1+k =, n+j 2n + 2 2n+1 n+1 n+j
k=1 j=2 J

[

. 1 1 1 1 1 ,
cequidonne a, ,, = + - +a, = - + a,.D’autre part :
2n+ 2 2n +1 n+1 2n+1 2n+2
k+1
(-1) 1 1 1 1
S = + - =8,, + - .
2(n+1) ,le k 2n+1 2n+2 " 2n+41 2n+2
Comme par hypothese de récurrence S,, = @, ,on en conclut que So(n+1) = dnsrset ceci achéve la récurrence.

. D’aprés 2. et 1., ona lim S,, = lima, = In 2.1l est alors clair qu’également lim S,, ., = In 2,

puisque S,,,; — S,, = — 0. Les suites des termes d’indices pairs et impairs de la suite ( S, ) convergeant
2n +1 n>+w
( _ 1 ) k+1
vers une méme limite, ( S, ) converge elle aussi vers cette limite. Cela revient a dire que la série Z Y converge, et
k>1
k+1

+ o0 _ 1
que Z % =In(2).

k=1 k

Exercice 17
e On s’inspire du critére de comparaison série/intégrale, méme si on I’applique ici a une fonction qui n’est pas décroissante :
g:t > (Inr)? estcroissante sur [ 1, + o[, donc pour tout entier k > 2 :
pour tout ¢ € [k -1, k] , (ln t) 2 < (ln k) *, etpourtout ¢ € [k,k + 1], (ln k) 2 < (1n t) *. On en déduit par

k k k+1 k+1
croissance de 1’opérateur intégral que I (1n t) 2dt < J (ln k) >dt et I (ln t) *dt < I (1n t) > dt,dou:
k k

k-1 k-1

1
(In¢)? dr, puis, en utilisant la relation de

> —

K=2 K=2
n n n+1
Chasles : J.(lnt)zdt < > (lnk)? < ‘[ (In¢)?dr.
1 k=2 2
2 b b
ee Pour(a,b)e (R“) , on peut calculer I’intégrale j(ln 1) dr = jl.(ln t)? dr alaide d’une intégration par
parties : les fonctions u : ¢ +> (Int)?, v: ¢ > sin¢ sontdeclasse C',etpourtoutréel 1 € R*": u’ () = 21tnt,

b b
v’ (1) = 1.Comme I (In¢)?de = J. v’ (¢) u(t)drdr,Pintégration par parties est légale, et il vient

_T(lnt)zdt =[v()u(e)]) = [ v(e)u(e)de =[e(me)’ ] -zjf In ¢ dt

:[t(lnl)z —2¢tlnt +2¢ T

a

n n ) 2 n+1 .
< Y (k) <[e(ne)’ —20me+ 21 | soit:

Ainsi, [ £(Int)" = 2¢Int + 21 |
! k=2



n

n(lnn)’ =2nln+2n-2< Y (Ink)?
k=2

<(n+1)(In(n+1))" =2(n+1)In(n+1)+2n-2(In2)" +4m2.

Enﬁn,n(lnn)2 - 2nlnn+2n -2 ~ n(lnn)z,et
(n+ 1)(ln(n + 1))2 -2(n+1)In(n+1)+2n- 2(1n2)2 +4mlm2 ~ (n+ 1)(1n(n + 1))2
~ n(lnn)z,
(idiot mais vital : veérifiez que vous savez prouver (n + 1)(ln(n + 1))2 ~ n (ln n)2 proprement...)
n
donc par encadrement : Z (nk)* -~ n(lnn)2
k=2 n —> + o
. 1 1
llenrésulteque | u, = —(——— ~ 5
S (mk)? "7 a(inn)
K=2
2. Comme Z u, estaterme général positif, I’équivalence v, ~ ﬁ assure que Z u , estde méme nature
nxz2 no e g nn nx2

que la série (de Bertrand) Z !

. On sait que cette dernicre série converge, mais il faut le redémontrer : ¢’est donc
iz2n(lnn

2

parti pour une nouvelle louche de comparaison série / intégrale :

2+ 1Int

La fonction f: t = ———— est dérivable sur ]1, + © [ ,de dérivée f’: ¢t > — T, elle est donc décroissante

t(Inr) t?(Int)

sur cet intervalle. D’aprés le critére de comparaison séries / intégrales, Z

est donc de méme nature que I’intégrale
iz2n(lnn

2

X X
[ or tim [—%  — tm {_1} _ L
3 t(lnt) X%*’wzl(h’ll) X >+ In 2

i de .
j ——— converge, et z u, itou.

2 t ( In t) n>2
Exercice 18 bis
e Lasuite | — est décroissante et tend vers 0, donc, d’aprés le théoréme spécial des séries alternées,
N n n21
Z u, = v, converge.
n>1 n>1

e e Soit Z w, la série produit de Cauchy de Z u, et Z v, .Onapourtout n > 2,

n>2 n 21 nx1
w, = niz UV g = niz G =(-1)" niz 1 Lcmaximum de la fonction ¢ > t(n—1t)sur
i = Jk(n - k) = Jk(n - k)
lesegment[O,n]estatteintengetilestégalé %,donc:|wn 2n22%:¥~2.Lasuite(wn)netendpas
k=2

vers 0, le produit de Cauchy de Z u, et Z v, estdonc grossierement divergent.
n>1 n=>1



Exercice 36

1. Pourtout n € N, (n + 1) Z 377 =3 3743 ~("=%) _On reconnait 14 le terme général de la série de Cauchy
k=0 k=0

de la série Z 37" avec elle — méme. Comme la série géométrique Z 3" converge absolument, on sait que

n=0 n=0
2
+ 00
Z (n + 1)3_” converge aussi (toujours absolument), et que I’on a Z n + 1 [ Z 3”’} ,d’ou:
n=>0 n=0 n=20

2

+ o0 L 1 9
ZO (I’l + 1)3 = —1 = Z .
n= ) [—
3
- 2 (n+1)(n+2)
2. Onrecommence. En utilisant la formule Z (k + 1) = 5 , on trouve que pour tout n € N,
k=0

(n+1)(n+2)37"=2> ((k + 1)3_1‘)37(”7“. > (n+1)(n+ 2)37" estdonc le produit de Cauchy des
k=0

séries 2 Z ( n+1 ) 37" et Z 37", qui sont toutes deux absolument convergentes. De ce fait Z ( n+1 ) ( n+ 2 ) 3-

+ oo + o
converge absolument, et 'ona . (n +1)(n +2)37" =2 > (n+1)3 z 37" :—7
n=0 n=20 n=0 4
Exercice 22
1. On a pour tout » e N
Zb Zn: ! iia—iiai ! —niaznl(l—lj
k=1 k(e ) k(e ) e kL)
. . Sl 1 1 1 < .
d’ou par télescopage, B, = > ia;|-—-—|= > a; - =Y Ainsi, B, = 4, —(n +1)b,
i=1 Loon i=1 i1
2. Supposons la série z a , convergente, notons S sa somme. Les a, étant positifs, larelation B, = 4, — (n +1)b,
n=x1

assureque B, < A4, < §.Lasérie z b , estaterme général positif et la suite de ses sommes partielles est majorée,
n>1

donc cette série converge.

Supposons réciproquement que la série Z b, converge. Alors par propriété des restes d’une série convergente,
nzxl

+ oo

lim > b, =0.Pourk >n

n—>+w
k

1 g 1
on en déduit que k;ﬂ % b, converge pour tout n , et que k;,, ;zg:—ilg b, o



+ 0 1 +x
Par un nouveau télescopage, k;ﬂ %bn =n(n+1)b, k;ﬂ (% 7 i 1] = (n+1)b,,donc

lim (n+1)b, =

n— +©

0 ; il ne reste alors plus qu’a passer a la limite lorsque n tend vers + oo pour en déduire que Z a

n
+ o0

converge, et que Z

n=1

nx1

+ o0
a, = Z b,.
n=1

Finalement, les séries z b, et z a ,, sont de méme nature, et, en cas de convergence, leurs sommes sont égales.
n=1 n=1

Exercice 23

n +®© n n +®© n n

Ry =2 w,= YD w e Y w =YY w,+R, | dou
k=0 k=0j=k+1 k=0\j=k+1 j=n+1 k=0\j=k+1
n n n nj—1 n
Zszz u]+(n+1)Rn= u]+(n+1)Rn=z]uj+(n+l)Rn
K=0 K=0j=F+1 =1 k=0 =1

Ainsi, iRk_ ikuk:(n—i-l)Rn.
k=0 k=1

2. Supposons la série Z R, convergente, notons R sa somme. Les u , étant positifs, on a pour tout n € N,
n=0

n

n n n
. OR . < R, etlégalite kzo R, - kzl ku, =(n+1)R, permet d’en déduire que I’on a aussi kzl ku, <R

Z nu , estaterme général positif et la suite de ses sommes partielles est majorée, donc Z nu , converge.
n=0

nx0

+ oo
3. Supposons que Z nu , converge. Alors par propriété des restes d’une série convergente, Erriw Z ku, =0.
n>0 n

k=n+1
+ 0 +®©
Or0< (n+1)R, > (n+1)u, < > kuy.Onendéduit, par encadrement, que lim (n + 1)R, =0
k=n+l k=n+1 neo e

4. On a montré que si Z R, converge, Z nu ,.Réciproquement, si Z nu,,ona lim ( n + 1) R
n=>0 n=0

, = 0.En
n=0 n— +x
n n
passant 4 la limite dans I’égalit¢ > R, — > ku, =(n+1)R,  onendéduitque » R, converge, et que
k=0 k=

+ o0

n>0
+ o0
R, = Z k u , . Finalement, les séries Z R, et Z nu , sont de méme nature, et, en cas de convergence, elles ont la
k=0 k=1 n=0 n>0
méme somme.

Exercice 24

1. Lasuite ( In [ 1+ — Jj est décroissante et tend vers 0, donc, d’apres le théoréme spécial des séries
n
n>1

alternées, z (-1)"In (1 + lj converge.

n>1 n

2. Le CSSA ne permet évidemment pas d’obtenir la somme de la série considérée. Pour 1’avoir, on passe comme d’habitude



par des sommes partielles, en espérant peut-étre, vue la situation, qu’elles seront télescopiques. En tous cas, on peut toujours

essayer. On le fait et I’on obtient la chose suivante, en considérant par exemple les sommes partielles d’ordre pair :

2n n n
. 1 : 1 - 1
VneN',S,, =k§=1(—1)kln(1+zj= > (—1)2’1n(1+7j+ > (-1)* 11n(1+2_ J

J j=1 J —

j=1 j=1 21_1

- 27 -1
+ In ,
2 ( )

Jj=1

g

Il
5
—
)
-
+
—_
N

t mince ¢a ne se télescope pas. Pas grave, on va s’en tirer autrement. En réunissant tous les In en un seul, on obtient :
2
1.32.5% .(2n-1)".(2n +1)

(2.4..(2n))°

VneN", S, =

, que I’on arrange suivant une méthode classique pour

faire apparaitre des factorielles :

S0 o 127324257 (20 - 1)*(2n) (20 + 1) | ((2n)1)%(2n +1)

’ (2.4..(2n))" 247 (n1)*
2 4n  —4n

2n)! 2 1

Maintenant, la formule de Stirling donne : (( n) ) ( Iz+ )~ (2n) © 47”1(2” -; 1),puis en

24" (nt) 2% n*e " (2nn)
2
2n)! 2 1

simpliﬁant:(( n) )( Z+ )~4nn(2n—2i-1)~g.
24"(11!) (2mn) T

On en déduit que lim S, , = ln(z].COmme Soner —S,, = —ln(l + ! ] — 0, onaaussi

T 2n+1)n-+wo

2 < 1 2
limS,, ., = ln(;j,etainsi Z (-1)" ln(l + ;j = ln(;j.

n=1

Exercice 26

. Lafonction f étant continue sur le segment [ 0,1 ] , elle y est bornée ; en notant M un majorant de | f| , on a pour

n

1 1
tout n € N, J. M dr < I = ,etl’onen déduitque lim u, = 0.
0 0

+ 1 n—> +o

. Bien entendu, la majoration précédente n’est pas suffisante pour déterminer la nature de Z u , . D’autre part, I’hypothéese

«fest C' »de I’énoncé laisse penser qu’il serait judicieux d’intégrer par parties, en dérivant . Le probléme est qu’il faudrait

n n -1

alors intégrer ¢t > , ce qui est pénible. On contourne cette difficulté en remarquant que la fonction ¢ +—

n -1

1
elle, facile a intégrer. On écrit donc que u , = I - ( tf ( t ) ) dz , et on 'y va pour I’IPP (tout le monde est C ).
0

1+ ¢

) ln 2 Il
On obtient u , = I
0

)(f(t) + 1 f(1))de
Ensuite :

1)In2
e Lasérie Z & est divergente, sauf bien sir si f (1) =0.
n



e Ennotant K un majorant de la fonction continue ¢ > |f (1) +1t1°( t)| sur le segment [ 0,1] :

1ln(1+t”) 1ln(1+t")
7 ’ dt| < K| ——dr,
! p (f(e)y+er(t))de ! . t
Puis en utilisant la majoration classique (et facile a démontrer) : In ( 1+ X ) < X ,ilvient:
lln(l+t") q Kltnd K K
R S —a ’ < —dt=— < — .
'([ n (f(t)—i_tf (t)) || = ;[ n : n(n-i—l)_ n’

ln(1+t")

(£ (t)+¢tf>(t))dt| converge (absolument).
n

1
Ainsi, par comparaison a une série de Riemann, Z J.
0

On conclut enfin de tout ce qui précéde que z u, converge si et seulement si f ( 1 ) =0

Exercice 27

R
On va plutot poser S s = z u, (légérement plus pratique que ce que propose 1’énoncé, mais ne changeant strictement rien au
n=107
raisonnement).
.., . L.
L. ., s, — si’écriture de n en base décimale ne comprend pas de 7
Précisons I’énoncé : il s’agit de poser pourtout n > 1, u, = < n ,

0 sinon

et de déterminer la nature de la série Z u, .

n

n
Pour tout # > 1,notons 7, = » u, .Lasuite ( T ) étant croissante, elle converge si et seulement sa suite extraite

k=1
107 -1 n-1(107*"_1 n—1
>1 - - _ _ .
(T 0 1 )n>1 est convergente. Orpourtout n 2 1 : 7, kzl u, ZO Z u, ZO S, (avec la notation
- = p= n=107 p=

de I’énoncé) ; il en résulte que u =~ converge si et seulement si S converge.
s n P

wr+ 1
o U
Dans S p = Z u , , chacun des termes est inférieur ou égal a —.en notant 4 , le nombre de termes non nuls dans la
n=107 +1 10
A P k) : + 1 : .
somme Sp , on a donc Sp < — ; d’autre part, tous les entiers de {10 ro. 107 - 1} comportent p + 1 chiffres. Soit &
0
I’un de ces entiers, €crit sous forme décimale kK = a , , | a , ...a ; (avec nécessairement a , , | non nul puisque k£ > 10 7Y uy est
nonnulssi @y, ay,...,a ,, sonttous différentsde 7, onadonc 9x9x...x9x8 = 9”8 termes non nuls dans S ,.

j2 P
Ainsi, 0 < S » <8 ( % j ; la série géométrique 8 Z ( % j (de raison strictement inférieure & 1 en valeur absolue) est

convergente ; on en déduit, par comparaison, que Z § , converge. Finalement, [la série Z u , est convergente|.

10



Exercice 29

1. En posant A = (. on a, pour tout entier naturel n, a, = A, — A, 1. On en dédnit,
crace 4 un changement d'indice dans la deuxieme somme,

n ) n n—1
Z agby, = Z'i Ap — Ap—1 )b = Z Arbr — Z Ajebp 11
k=0 k=0 k=0 k=—1
n—1
= Z -"-11.' ':'J’].!.' - 'J’]J':+1 :' + -"-1;'1 "l"n .
k=0

2. La suite (b, )pen est done a termes positifs. On note M un majorant de (| A, |lnen. On

alors
n—1 n—1 n—1
Z A — b )| = Z Apl(be — b)) < M Z':flfk — b))
k=0 k=0 =0

< M{by — b < Mbyg.

La série a terme positils E Aplby —bpir)

convercente, La série E An by — byg1) est done absolument convergente. On en déduit que

a ses sommes partielles majorées. Elle est done

n—1

E Ap(by — b 1) a une limite finie quand n tend vers +oc. Comme par aillenrs la suite
k=0

T
{Anby ) apour limite 0, E apby aune limite finie quand n tend vers +o0c0 et la série de terme
k=0
général ay, b, converge.
. | P .. X
3. On pose a,, = sinn et b, = —. La suite (b, ), - est décroissante et converge vers . Pour
- c

1
montrer la convergence la série de terme général w,, = a,b,. il suffit de montrer que la suite

( Ay inen est bornée. Pour n = 1. on a

n n . n K | — Irlq',[;lz+] |
A, = E sinf =3 E el =3 E (r'i}l = f—
’ 1 — et
i =} k=0
Comme, pour tout nombre complexe =, [3z| < [2], on en déduit

Ant1) )

—
< .
<7

|
|-’Iln | S‘: ‘

S111 71

— converge.

e

La suite (A, ) e est bornée et done E

Exercice 31

Corrigé sommaire :

1. Lafonction f: x — — vérifie les hypotheses du théoréme de comparaison série-intégrale ; il en résulte que la série

x
n+1
de terme général f (n) — I f(t)dt converge. Ainsi, H , =In(n+1)+y+o(l)=Inn+7y+o(1).

2.a. Ona:

11



p=1gq
& n c n = n n
D~
po1 b+ ST n+gq poaptn 2
1 "yt n-n
=n|=+2 =n|2n->-2n(H,, , - H,)
2 p=1 P ton
2
2b. 5, ~ 2n (1-(Ha2 Hn))Hmz (1-n2)
" 2(1-m2)n’
On en déduit par sommationque S, ~ 2(1-m2) Y k° ~ M
n— +o k=1 n—+o 3
1 1 e . )
3. Onaffine: H,, = Inn+vy+ — + O| — | (justifié ensuite), d’ou :
n— +ow 2n n?

§,=2n" —En—an(ln(
2 n

2n 2(211—1) n
S 2 2 n’ 2 2
Parsommatlon:Snn_):+oo(1—ln2) 2k2::1k +0(n ) n_):+w(1—ln2)(T+n +0(n )J
o , 1 1 1 7t a
Justification du développement # , = hn+y+ — + O| — | :enposantu , = — — I —,ona
n— +o 2n }’12 P p 5 t
1 ¢ dt 1 ¢ tdt 1 ¢ tdt 1
up:——‘[ :—j ,d’oil:—j _—J , et donc :
p ypP+tt pyptt pypr+1 Py P -
+ o0
l[l— ! ]SupSL(L—lJ.Ensommant,onobtient;S Z upél,soit
2\p p +1 2{p -1 p 2(n+1) ponl 2n
; Z — Onendedultque Zu —y—L+ (0] L
2(n+1) " - g’ 2n n?)

D’un autre coté :

n
du,=H,-In(n+1)=H, —In(n) - 1y 0(%)D’oﬁlerésultat.
1 n n

2n—1j_L+;+0(%JJ:2n2(1—ln2)+o(n).
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