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Exercice

1l.a. Comme |q| < 1, le cours assure que les séries géométrique et géométrique dérivées Z a, et z na,

+ o
convergent, et que I’on a Z a, = ]L N Z na, = L
n=1 - n=1

+ oo

q

(1-49)°

S| =

n n(n+1) 1 n+1
b. Onabnz[qu] :Eq 2 Jn:qZ’et
k=1

¢ = n B n na 1 -g¢
n n s 1 l_qfn q l_qn
Z q > -1
= q1-gq
+ o q
Alors, la série géométrique z b, converge, et b, =——F—
n=1 1 - \/;

Onac, ~ngq” (1 - q) et la convergence de z n q" estabsolue, donc z ¢, converge

absolument.

2. 11

s’agit ici de prouver les inégalités de convexité .

2.a. Soit (a,b)e[0,1] * . considérons la fonction g définie sur [0,1] par

Viel[01],g(t)=t.f(a)+(1=t).f(b)-f(t.a+(1-t).b).
La fonction f* étant deux fois dérivable, g 1’est aussi, et 'on a pour tout ¢ € [0,1] :
g'(t)=f(a)-f(b)-(a—-b)f"(t.a+(1-1).b),
puis : g"(t)y=—(a-b) f"(t.a+(1-1).b).
La positivité de f " assure que g " est a valeurs négatives ou nulles, g ' est donc décroissante.

D’autre part,ona g (0) = g (1) = 0 ;la fonction g étant continue sur [ 0, 1], dérivable

1




sur |0, 1[, on en conclut grace au théoréme de Rolle qu’il existe ¢ € |0, 1[ telque g '(¢) = 0.
Par décroissance de g ', on en déduit que g ' est positive sur [ 0, ¢ |, négative sur [ ¢, 1].
La fonction g est donc croissante sur [ 0,c ], et comme g ( 0 ) = 0, il s’ensuit que pour
tout# € [0,¢], g(¢) = 0.deméme, g estdécroissante sur [c,1] et g (1) = 0, donc pour

tout # € [¢,1], g () = 0. Ainsi, g esta valeurs positives sur [0, 1] :

Vie[0,1],¢.f(a)+(1=¢).f(b)=f(t.a+(1-1).b)

. r \ r 14 . A *
2.b. On raisonne par récurrence sur n, 1’hypothese de récurrence étant bien sir, pour tout » € N :

V(e ), el V() e(R) wlque Y, =1,

z":zk.f(a,()zf[;fk-akJ |

H(n):

k=1

Initialisation

Prouver % (1) se résume a constater que, pourtout a € I, f(a) > f(a).

Heérédite
Soit n € N ; supposons H (n).
n+1

€ (R*)Hl tel que Z t, =1.

k=1

Considérons alors ( a, ) e l"" et (tk )

ke Ln+1 ke ILLn+1

Ona




n tk

J=1

. o, appartient a ’intervalle 7, car c’est le barycentre des points « ,..., &, de I,

t
affect¢ des coefficients positifs — S . On peut donc appliquer le résultat de 1.a. , et

I’on obtient :

Iy

:(it/jf Zn: n .y +t”+l'f(a"+])'
/ot DIy

Jj=1

Z)

2 Xt

Jj=1 Jj=1

Maintenant, « ,,..., &, sont des points de /, des réels positifs tels

n

= 1. On peut donc utiliser # (7 ), et en conclure que :
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dou H (n +1).

Le principe du raisonnement par récurrence assure alors que |+ ( n ) est vérifiée pour tout n € N |,




3. Soitdonc(ak)ke{l’n} € (Ri)".
n l 1 n

ln[[Hak]”J:— Zln(ak).
k=1 nop=i

., * . . . O
La convexité sur R , del’application x > — In x est incontestable : sa dérivée seconde,
1 . \ . s
X > —5 ,ayant une certaine tendance a rester positive... et cela assure, d’aprés 1.b., que :
X

En: n(a,) = kZ: l1n(o¢k) < ln(kil %akJ = ln[% kznzllak].

n 1 n
Par suite, In H o, | < In 1 z o, |-
k=1 nop=q

Par croissance de la fonction exponentielle, on en déduit finalement que :

n 1
(ak)ke{l,n} € (Ri)n ) (Hak]n < %kilak

S

k=1

4.a. Soit n € N . On a, par croissance de la fonction In :

=3
—_
=
B
N—
Il
I |~
M=
=3
Pl
Il
| —
=3
Pl
Vv
S |~
=
||M=
—_—
;o=
[
=3
~
3
@
o
=-

4.b. La méthode du cours consiste a étudier ¢ : x +— In ( 1+ x) — x (on pourrait aussi raisonner

par convexité...). C’est sans difficulté, on obtient bien en fin de compte :

VueN,, h(l+u)<u

n

4.c. Parsuite,pour n € N, ona LIS 1n(1+ l) =In(n+1)-Inn,dou:
n

ln('i/n!) > lnn—1+l > Inn —1+In(n+1)—-Inn ,soit
n



In ( on! ) > In ( n + 1) — 1. La croissance de la fonction exponentielle donne alors :

+ 1 * 1 c
Yn! = n , et finalement: [V n e N | <
e "\/n! n+1

5.a. Eine grosse astuce ! Soit n € N ™. On écrit subtilement :

On applique alors naturellement la question précédente, et il vient :

On applique alors encore plus naturellement la question 2. avec o, = k a, .

n

On en déduit brillammentque : b, < - Z ka,;
n (n + 1) i

P2 e
= Z Z —— ka, (interversion de sommes)

k=1 n=k ”(”"‘1)
1 1
k=1 nek \_N n+1
= e i k a 1 (télescopage)
k=1 Lk p+1
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On a donc bien prouvé que : |V p € N", S, e Z a,
k=1

p
S.c. Lasuite ( S, )p 5] = [ Z b, ]p -1 des sommes partielles de la série Z b, estdonc

n=1 n>1

majorée. Comme il s’agit d’une série a termes positifs, le théoréme fondamental pour ce type de

séries assure alors la convergence de la série Z b, .
nx1

On peut aussi dire que le fait que la série Z b

n>1

, Soit a termes positifs entraine la croissance de

p
la suite ( S, ) P21 = ( nz_ll b, } des sommes partielles de la série nz>:l b, . Le théoréme
= . >

de limite monotone assure alors la convergence de ladite suite, ce qui signifie, par définition, la

convergence de ladite série. Toujours est — il que, quel que soit I’argument invoqué :

la série b~ converge
n

n>1

p + oo
On avu ala question précédente que : V p € N | z b, < e Z a, .
k=1

n=1

Maintenant qu’on sait que tutti il mundi converge, on peut passer a la limite lorsque p

+ o

+ o
tend vers + oo , et il vient finalement que : Z b, <e a,
=1

n=1

N

6. On applique a nouveau la comparaison des moyennes... Il s’agit en fait ici de comparer les

moyennes harmonique et géométrique . On a vu a la deuxieme question que :

n 1
v(ak)ke L € (Ni)n’ [kl:[lakJn < %kzn‘,lak :



Si on a I’idée d’appliquer cette inégalité aux inverses | — , on obtient :

a
k ke Lin
. o1 )L 1 &1
V(ak) € (R+)”, [T — |" £ = > — ,soitencore
ke Ln k=1 ak n j- ak

En appliquant ceci aux ( a, ) ke tn € ( R i ) ", on obtient bien que :

VneN, ¢ <b

n - n

Le théoréeme de comparaison pour les séries a termes positifs assure alors la convergence de

+ oo 0 + 00

la série Z c,, etlefait que: c, < b, < e a,
n=l1

=1

+

N

=1

N

=1

N

Probléme

Préliminaires

1.a. C’est du cours : la fonction f: x

0 est continue, a valeurs positives, décroissante sur [ 2, + [ ; la série
xIn x
+ o0 + o0 dt
Z et I'intégrale I sont donc de méme nature. Or I’intégrale I —— diverge, car
ninn 5 1 In ¢ 5 tint
X

. dr . X . In X

lim J. = lim [ln(lnt)] = lim In = +o00.
X—>+w2tlnt X > +o 2 X > +o In 2

Il en résulte que la série Z est divergente.

nlnn

1.b. Enoncé :

Soit u . une série numérique réelle. On suppose que :
n

n>0
i— La suite ( u, ) est décroissante.
neN
ii — lim wu, =0.

n -+

Alors, Y (=1)" u, converge.



Je ne refais pas la démonstration, qui est dans le cours.

Si > (—1)" u, estune série alternée (donc a , = (—1)" u,),onapourtout n > 1,

bn = (_1)n<un - un—l)’dn = (_1)’l(un+l - zun + un—l)'

Pour des exemples de suites vérifiant le TSSA et qui sont a variation bornée, quasi convexe ou convexe, on peut
bien sir prendre la suite nulle. J’écarte cet exemple trivial, ainsi que les suites nulles a partir d’un certain rang.

Pour des exemples plus consistants :

Silonprend u , = T la suite (u , ) estbien décroissante, positive et de limite nulle. On a alors
n o+
., _1 n + 1
b, = (—1) ( ! - lj = L,|bn| ~ Lzdoncparcomparaisonéunesériede
n+1 n n(n+1) n

Riemann, Z b, est absolument convergente : une suite ( a, ) N vérifiant les hypothéses du théoréme des
ne

séries alternées peut étre a variation bornée.

_1 n+12
Deplus,dn:(—l)"+l( ! _ 2 +lj: (=1 ,|ndn|~L,
n+ 2 n + 1 n n(n+1)(n+2) n?

donc z d , estabsolument convergente : une suite ( a, ) vérifiant les hypothéses du théoréme des séries
neN

alternées peut étre quasi convexe.
Trouver une suite ( a, ) . qui vérifie les hypothéses du TSSA et qui est convexe est plus difficile. Prendre
ne
1 . .
— S1 n estpair

n
Uy =94 , et vérifier que ¢ca marche. ..
2 ( j )

1 1 1 . . .
+ S1 n est impair
n—1 n+1 2 nt2

Si ( a, ) . est a variation bornée, alors la série Z b, est absolument convergente, elle est donc convergente :
ne

z ( a,_, —a, ) converge. D’apres un résultat du cours (qui se redémontre a I’aide d’un télescopage sans difficulté),

cela revient a dire que la suite ( a, ) \ converge.
n e

On remarque que pourtout n € N*, d, = (an_l - an) - (an - anH) =b, — b, .. Onadoncpour

tout n > 1 :



n=1 n=1
N N +1
= Z nb, - Z (n—1)b, séparation des sommes, et changement d’indice
n=1 n=2
N N +1 N N
= > nb, - (n=1)b, = > nb, = > (n-1)b, = Nby,,
n=1 n=1 n=1 n=1

N N
doulégalite: > nd, = > b, — Nby_,.

n=1 n=1

Partie I
4. Onad, =b, — b, ,,donc d, estpositif pour tout n > 1 si et seulement si la suite (bn ) est décroissante :

autrement dit, la suite ( a, ) \ esteonvexe si et seulement si la suite ( b, ) est décroissante.
ne

*

5. Onaicipourtout n > 1 :
d(n)=f(n=1)+f(n+1)=27(n)=(7(n+1)=7(n))=(f(n) =1 (n=1)).
On utilise le théoréme des accroissements finis : la fonction f est continue sur [ 7, n + 1], de classe ¢ ' sur
Jn,n + 1] ; d’aprés le théoréme des accroissements finis, il existe unréel y, € Jn, n + 1[ tel que
fn+1)y=f(n)y=((n+1)=n)f>(y,).ief(n+1)=f(n)=s"(r,). Delameme fagon, il existe
x, eln—1n[telque f(n) - f(n—-1)=s"(x,).Onaalorsd (n)=r"(y,)~f(x,);comme
f 7 estpositivesur R ,, f y est croissante. Et, comme y, > n > x,,onendéduitque d (7 ) est positif ou nul : la

suite (a " ) est convexe.

6. Dire que ( a, ) et ( a’, ) sont toutes deux convexes, c’est dire que les suites ( b, ) et ( -b, ) sont toutes deux
décroissantes, ce qui revient encore a dire que ( b, ) est constante. Mais, par définition, la suite

( b, ) = ( a,_, —a, ) est constante si et seulement si ( a, ) est une suite arithmétique. Ainsi, les suites ( a, )

convexes telles que la suite ( a’, ) définie par la relation a’, = — a, soit également convexe sont les suites

arithmétiques.

7. Lafonction f : x > x ® estcontinuesur R , declasse C* sur R * . D’aprés Q5:
e Sia > 1,comme f estconvexe, la suite (a,, ) = (n ¢ ) est convexe.

e Sioa < 1,alors f eststrictement concave donc d , < 0 pour tout 7.

9



Conclusion : la suite ( n? ) est convexe si et seulementsi oo > 1.

8. a. On trouve que pour o = %,laliste[all,olz,...,a’lo]es‘clalis’[e[O,Z,O,O,O,l,O,l,—l,l].d9 <0,

donc la suite (a,, ) = (Ln ¢ J) n’est pas convexe pour o = % .

b. e« Ona f(1)=2% -4 > 0,car o > 2.Deplus, f estdérivable sur [ 1, + oo [ et pour tout x appartenant

a cet intervalle, /> (x) = oc[(x + 1)(1_1 + (x - I)OL_l - 2xe! J qui est positif car la fonction

x = x “~ ! est convexe. Donc f estcroissante et f ( 1) > 0, f esta valeurs positives sur [1, + [

e Ona
(n+ 1) =1 <|(n+1)"]
(n -1 =1 <[(n-1)"]

—2n® —1<-2|n"|
En additionnant ces inégalités, ontrouve d , > (n + 1) + (n = 1)% = 22% -2 = f(n) 20,

doncsi oo > 2 alors la suite ( a, ) = ( Ln ¢ J ) est convexe.

Partie I1
9.

(b,) >, et b, = —2A donc (b,) converge. Si lim b, = [ # 0 alors (a,) n’est pas bornée

n——++o0
: . 1, ..
(en supposant lim b, = b > O—par exemple—alors Jng | Yn > ng, b, = =b d'on
n——+oo 2
1 n — Ny
Ay, < Qp_1 — 56 < Ay, — Tb — —00).

Conclusion : | lim b, = 0 et, comme (b,) >, 0 alors b, > 0

n——+oo ‘

10.

N

On a ) b, = ay — ay et comme (a,) est bornée, que b, > 0, on en déduit que la série
n=1

> b, converge et done |la suite (a,) est convergente |

11.

10



On écrit

done |0 < nb, < 2(ap — ay)

On prend p = [n/2] d'oi1 0 < nb, < 2(aj, 2 — an) — 0.

Ensuite, comme 0 < nb,.; < (n+ 1)b,yy alors | lim nb,.; =0

N— 400
+
12. On utilise I’égalit¢ de Q3 etcomme Ilim N b, ,,; = O,ona z nd,
N — + o no 1
par passage a la limite.
Partie I11
13.
Question difficile, en fait, on veut prouver que
N N N—-1
Z |bn| < Z bn + 2Z n"bn o Ibn—l—1|'
n=1 n=1 n=1
et pour cela, on utilise les inégalités
N-1 N-1
D nld = nlby — by
n=1 n=1
N-1 N
> n(|bn] — [busa| =Y |ba| — Nby
n=0 n=1
puis
N—-1 N-1 N-1
Y nldal > D7 by —baga)| > | ba — Nby
n=1 n=1 n=>0
N
> — | ba|+ Nlby
n=1

11




N N-1
et on fait la somme d'olt | ) |by| < |ao — an| +2 > n|d,|
N
On a donc I'inégalité demandée, on en déduit que ) |b,| est majorée donc la série » b,
n=1

est absolument convergente, | (a, ) est a variation bornée| (donc convergente)

14.

La premiére inégalité est évidente car la série D b, est convergente. La deuxiéme est tout
N

aussi évidente car ayp —ay = Y _ b, et en passant a la limite dans l'inégalité précédente,

n=1

on peut conclure.

15.

En utilisant 'égalité O.2, on a

N N-1
—'F\rbN+l = E bn - E n'dn
n=1 n=1

donc Nby,, a une limite car )b, et ) nd,, convergent. Cette limite ne peut etre que 0
(sinon > b, divergerait) d’ou1, quand N — 400

+oo +oo
> nda =3 b
n=1 n=1
Partie IV
16.

T n
On sait (question O.2) que > m(a,, — @pey) = >, Gy — na,., (en remplacant b par a
m=1 m=1

et N par n). Or

n n+1 n
n(n + 1)(Cn - Cn+1) = ('TI- + 1) Z Am — RZ Ay = Z Ay — NApyy
m=1 m=1 m=1

d’on

mn

1 1
Cn — Cpyl1 = (E - n+ 1) Z 'm(am - am+l:}

m=1

1 1 1
en divisant par n(n + 1) et en remarquant que —— = — — )
nn+1) n n+1

12



N N 1 1 n
3 len—enitl €30 (5= g ) Dl — o

n=1 n=1 m=1
N N 1
< Z M|y — Qs Z (— — ) en permutant les sommes
n n+1
m=1 n=m ,
11 _1
“m N+1 m
N
< Z |am — mi1l-
m=1
17.
On écrit
n n—1
n(n+1)(cper —cn) = — Z m(am — ame1) = —n(ay — A1) — Z m(am — @mi1)
m=1 m=1
= _n(an - an+l) + R(R - 1)(':?1 - C“—l)
d’ou, en écrivant que ¢, 1 + ¢, — 2¢, = — (¢, — €n_y) + (Cpy1 — Cn)s
1
Cpn—1+ Cns1 — 2cp, = R——I—]_[(an+1 — an} + 2(Cn—] - Cn)] .
On a alors
N N
n
Z nlen_1 + cny1 — 2¢n| < Z (lant1 — an| + 2|cn—1 — cnl)
n—+1
n=2 n=2
N N -1
< Z |anJrl - an| + Z |anJrl - an| (relation de Q16)
n =2 n =2
N
< 32 |an+1 - an|
n=1

done, la série > nle, 1 + ¢ — 2¢,| converge, (c,,) est quasi-convexe et, par passage a la
limite, on a

+o0 +oo
E nlcn_1+ cnp1 — 2cn| <3 E |ans1 — an
n="2 n=1

18.

Comme (a,) est bornée, (¢,) est bornée, or, au III, on a vu qu'une suite quasi-convexe
et bornée était a variation bornée donc (e,) est a variation bornée. On utilise ensuite la

relation de Q17

(n + 1)[cn—1 + cns1 — 2] + 2(cn — Cn1) = Gny1 — Gn

13



d’olt |an 1 — an| < (n+ 1)|A%c,| + 2|Ac,|, par conséquent

(a,) est a variation bornée et convergente |.

A 1 o 1 1
19. Onab, >0, Z b, peut étre considérée comme la somme de deux séries — Z o7
nz2p I

qui convergent. ( a, ) est donc a variation bornée. D’aprés Q17 , ( c, ) est quasi-convexe.

On utilise a nouveau I’égalité de Q3 , or, comme N b , ., n’a pas de limite, Z n d, diverge,

|on ne peut donc pas avoir 1’égalité proposéel.

20.

Ona(n+1)eey = ay +as+ -+ +a, +apy; d'on, en divisant par n + 1, on obtient
=ncp=(n+1)cp —cp

n41 Cn Cn n41
= Cpt1 — Cp T et = + Cn — Cnat |

n+1 n+1 n-+1 n+1

Comme (a,) est a variation bornée, la série > c¢,11 — ¢, est absolument convergente.
_ +
. Cﬂ. IR - ., s aﬂ-—l Cﬂ-
e Si) est absolument convergente alors I'inégalité < leper —cn |+
- n+1 n+1
. . . Api1 I I
permet d’affirmer, par domination, que > n est absolument convergente.
n
] (1P| T <y s Cn Apy1
® Si) est absolument convergente alors I'inégalité < +|en—cniy
- n+1 n—+1
C I I I
- g . T
prouve de méme que la série > n est absolument convergente.
n
9 . . s . Upn41 . Cn 4
Conclusion : on a bien 'équivalence | I AC. &> 1 AC.
n T+ T

Partie V
21.

Pour la premiere relation, on procede par récurrence, 1 < 14+In 1 puis, a 'aide de I'inégalité

In(l+2z)<zona
L é—ln(l—L) :111&1
+1 p

14



ce qui permet de passer de la propriété a l'ordre p a 'ordre p + 1 donc

m

1
Z—%l-l—lnp.

m=1

Remargue : on peut aussi utiliser la comparaison série-intégrale...

Ensuite, grace a ‘|a| — |b]| < |a —b| on a

1 a
||apln-p —apr1In(p+1)| — |ap — aps1| lnp‘ < |apyr| In (1 + E) < ﬂ%ﬂ.

22.

s oom a
e Supposons que les séries Y — et Y (a, Inn —a,; In(n+ 1)) sont absolument conver-
n

gentes alors, en utilisant la deuxieme inégalité ci-dessus, on a

|'11p+l|

|ap o I5“*1r:~—|—l| lnp < + |ap lllp — Qp1 ln(p + l)'
donc ) (a, — a,,1) Inp est absolument convergente.
Puis, la convergence de » (a,Inp — ap+y In(p + 1) entraine la convergence de la suite

[

ninn

a
(a, Inn). Si cette limite [ est non nulle alors 3~ —= diverge (a,, ~ ), ce qui est

impossible.

Conclusion : | Y (ap — ap+1) Inp est absolument convergente et a,, lnn — 0.

e La suite (a, Inn) converge vers 0 et la série Y (an41 — @ny2) In(n + 1) est absolument
convergente. On a alors

N N N-1
D DR DB
n=1 n=1 p=n
N—-1 p 1 N 1
S SURN) SERUAG o
p=1 n=1 n=1
N-1
< Z ap — ap+1|(1+Inp) + |an|(1 +In N)
p=1

|an+1|

. . an . - g
ce qui permet de dire que > —— converge, il en est de méme de > . On utilise

n
alors la deuxieme relation du V qui donne

a
aplnp —ap In(p+1)[ < lap —ap|Inp+ | };1|

et on peut conclure que | > a,Inp — a,q In(p + 1) converge|.

15



Remarque -

1
on peut aussi utiliser I'inégalité — < —In(1 — 2) =Inn — In(n — 1) d’on

N

D

n=2

n

|(I. | N N-1
< Z lan|Inn — Z apy1|Inn
n n=2 n=1

N-1
< lay|In N + Z(|an| — |ant1|) Inn
—_—

n=1
Zlan—ansi]

N—-1
< lay|In N + E \ap — apy|Inn
e’
—0 N
—
converge

a’n
donc »_ — est absolument convergente.
n
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