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Exercice 12

Calcul du noyau de Dirichlet

1. Montrer que pour tout m € N et pourtout 7 € |0, m[ :

2. En profiter pour revoir vos formules de trigo, si elles ne sont pas impeccables.

Pour tout? € ] 0, n [ et pour tout m € N, on a grace aux formules d’Euler :

1 U 1 1 & int —-int
E+ZCos(nt)=E+EZ(e +e ),

n=1 n=1
soit :
1 m 1 . m m 1 . m -1
—+ D cos(nt) ==+ D e+ Dy e = e+ D e+ e’ "’
2 n=1 2 n=1 n=1 2 n=1 n=-m
1 < int 1 < it )"
IR W
n=-m n=-m
, L. un it n . NP , .
Comme ¢ € ]0, T [ , la somme géométrique Z ( e ) est de raison différente de 1. On en déduit que
n=-m
1 — raison ™ determes
—
m n l_ei(2m+1)t
it —imt . k) .
e = e ——— . On arrange classiquement 1’expression obtenue en mettant en facteur, au
Z — 1 _ it b
n=-m premier terme €
[ —

1 — raison

numérateur et au dénominateur, les « demies exponentielles », ie. en écrivant que

2m + 1 2m+ 1 2m + 1
I —t —l—t P—t

m 2 2 2
it \" _ —imt © C - ¢
Z (e ) =¢ 1 1 )
n=-m i—t —Izt i

1
e ? e —e 2

.. 2m + 1
m ) —ZZSln(ztj

Il ne reste plus qu’a simplifier ; on obtient Z ( e’ ) =

n=om —2isin(1tj
2

2m + 1
1 m | o o m(z tj
et I’on a donc E+ Z:: cos(nt) = 5 Z (e ) - & 7




Exercice 13

n
Calculer la somme S, = z _t . Chercher a et b tels que S + .
=1 k(k+1) k(k+1) ko k+1

C’est immédiat. Pour tout n € N°,

changement d’indice dans la deuxiéme somme

Exercice 20

Donner un équivalent lorsque » tend vers + o de :

1. u, =sin(J7t4 +4n*n+2n’n’ )

3 n 1 .
2. v, = n!sm((e - z —'jnj Indication : a l'ordre n + 1, la formule de Taylor...
k=1 1:
1 1\
304+ 4r
R
1 nz 7l
4. xn:(nsin—J =e 9
n

2. La formule de Taylor avec reste intégral, appliquée a I’ordre n + 1 a la fonction exponentielle entre 0 et 1, est correcte,

puisque exp est de classe C " ** sur [O, 1] . Ladite formule de Taylor donne :

n+1 1 _ n+1 n+1
e:Z ! +J‘&e’dtzzi+u

Skl (n+ 1) e A
1 1 - n+1 1 1 - n+1
avecOSunz‘[%e’dtSeJ‘( ) dt = ! ,d’oﬁun:o;.
e (n+1)! o (n+1)! (n+2)! (n+1)!

On en déduit que :

<
|

. —n!sin[(:f;%_;“l %+ o{ﬁnﬂ]
n!sin£n+ (n+11)1 +0((n+11)!]]
:—n!sin[ﬁ-’-o(ﬁ]]

1




. 1 1
dou| v, ~ - ~ ==
n+1 n
n In In 4 1 !
3 4 FRLE AV L A 0
e" +en" n n n In 12 1 .
3. 0w, = = =11+ +o0| — , puis I’on passe sous forme
2 2 2n n

4. Ona
n? 1 72 nsinl 1 n2h|1- 2+71 4+0(L4) 1
_ . 6 _ n 6 _ 6n 120 n n 6
x, =| nsin— - =e - =e -
n
’12[7612+1201477214+0(%JJ 4
=e n n n n —_e 6
1 1 1 1 1
- - +o| — 1 1 - +o| — !
6 2 [ 2] - - 2 2 -
= e 180 n n —e 6 —¢ 6] ¢ 180 n n —e 6
1
. _1
"% 1 1 " e ¢ 1
=e — 3 + o — — € = - 2 + o —
180 n n 180 n n
Exercice 21
1. Soit (u . ) une suite arithmético — géométrique.
n e N
Montrer que la suite (un Lo —u, ) . est géométrique.
n e

On considére désormais un réel o # 1, et une suite ( u, ) v On suppose que la suite ( v, ) " définie par :
n e N n e

VneN,v, =u,,, —u,

est géométrique de raison o .

2.a. Montrer qu’il existe un unique réel f telque u, = acu, + B.
2.b. Exprimer v, en fonctionde o, B, u, et n.
2.c. En déduire une expression de u , en fonctionde a, B, u, et n.

2.d. Vérifierque pourtout n € N, v, ., = au, +f.Conclure.

+1

3. Montrer qu’une suite ( u, ) . et arithmético — géométrique si et seulement si il existe ¢ # 1 et a, b non nuls tels que :

VneN,u =qg"a+b.

n

On considérera ici qu 'une suite arithmétique ou géométrique n’est pas arithmético — géométrique.

1. (u ; ) . étant arithmético — géométrique, il existe (a, [3) e R*tel quepourtout n € N, u =au, +p;

n+1




Onaalors: V neN, u -u,,,=0ou,, , +p-ou, —[3>=oc(u,Hl —un),donc

n+ 2

la suite ( w,,, —u, ) .., estgéométrique (de raison o)

2.a. Ben, B = au, — u, estévidemment I'unique réel convenable...

2.b. La suite (vn) . est géométrique de raison o, onadoncpourtout n € N, v, =v,-a”,
n e
soit: v, = (ul - uo)-a”,etcomme u, =au, + p,onobtient | v, = ((a - 1u, + B)-oc"
2.c. Ondéduitdelarelation Vn e N, v, =u, ,, —u,6 que:
n—1 n—1
VnelN, Zvnz Z”k+1_”k=“n_”o
k=0 k=0

(somme télescopique....).

n—1

Par ailleurs, la somme Z v, est géométrique (de raison différente de 1), et il résulte de b. que
k=0

kz_:ovn=((a—1)u0+B)~%.L’égalité un:u0+((a—1)u0+B)-% s’ensuit.

2.d. e Onad’apres la question précédente :

u,,, —ou, —B=u, +((a - 1)u, +B)i—a(uo +((0L - 1)u, +[3))—[3

+ 1

(l—a)uo+((a—l)u0+B)-[1_an —al_“"J—B

1 - a

1 - a 1 -a
=(1-a)u, + ((a—-1)u, +B) B,

donc | u ,—aun—B:0|.

n +

e o [l résulte de ce qui précede qu’une suite ( u, ) . est arithmético — géométrique si et seulement si la suite

( u,. , —u, ) . est géométrique (de raison différente de 1, sil’on considére qu’une suite arithmétique n’est pas
n e

arithmético — géométrique).

3. o S’ilexiste ¢ # l et a, b nonnulstelsque: V ne N, u, =q"a + b,alorsonapourtout n € N,
u, . :q"”a+b:q(q”a+b)+(1—q)b=qun +(1-¢g)b,
avec g #1 et (1 - q)b # 0, et ainsi la suite (un )n _, est arithmético — géométrique.
e ¢ Réciproquement, si (un )”N est arithmético — géométrique, alors la suite (u,,+1 -u, )n

g # 1,etd’aprés 2.c., il existe unréel B tel que pourtout n € N,

=

1-q¢" —-(¢g-1Nu,-p
un:u0+((q—l)u0+['3)~1_qq= ( 1—)q0 q" +

._.
|
S

. est géométrique de raison



(q—l)uo +PB B . .
Alors, en posant a = " etbh = T | u, =aq" + b |,etenoutre a # 0 (sinon la suite (un) Ny
q_ —C] ne

serait constante, donc arithmétique, donc non arithmético — géométrique), et b # 0 (sans quoi ( u, ) . serait géométrique).

Ceci achéve de prouver I’équivalence demandée.

Exercice 22

Une suite homographique

On considere la suite (un) , définie par u, = 5, etpourtout n € Nz, = o o

5X -9

1. Montrer que I’équation X = admet une unique solution réelle. On note o cette solution.
1
u, —a

n

2. Pourtout » = O,onpose: v, =

Montrer que la suite ( v, ) . ost bien définie, et que ( v, ) , estune suite arithmétique.

3. Endéduire v, en fonction de n, puis u , en fonctionde 7 .

5X -9 X #1 X #1
—_ = 5 &S| X =3
X(Xx-1)=5Xx-9 X -6X+9=0

On poseradonc o = 3.

u,onseconvaincrapidementque f(]3,+00[) = ]3,+00[ : ]3,+00[

2. En étudiant la fonction f: x
X —

est stable par f, et, comme u , appartient a cetintervalle: V. n € N, u, ]3, +oo[ .

En particulier, pour tout » € N, u, # 3, et par conséquent la suite (vn ) " donnée par v, = — est bien définie.
n e un a—
De plus, on a pour tout entier » :
y N 1 1 _ 1 1
" ! un+l_3 un_3 Su"_g 3 un_3
u, —1
u, — 1 1 u, —3 1
2u, -6 u,-3 2u, -6 2’
donc| la suite (v,,) , estarithmétique |, de raison 5
n 1+ n L. . . 1
3. Onaalorspourtout n € N, v =v, + 5= ; on déduit ensuite de la relation v, = 3
u, —
1 , \ 2
que u, = — + 3,etl’onadonc | VneN, u, =3+
v, 1+ n




Exercice 24

X

e
x + 2

On considére la fonction numérique f* définiepar  f (x) =
1. Prouver que f posseéde un unique point fixe dans I’intervalle [ 0,1 ] , que I’on notera o .

. . . 1
2. Onconmdérelasulte(un) définie par u , = E,et VvneN, u,, = f(un).

Prouver que cette suite converge vers o.

3. Borner f’ sur[0,1] etendéduire: VneN, 0<a—u, S%(%j .

4.a. En déduire la valeur de n a partir de laquelle u , est une valeur approchée de o a 10 = prés,

4.b. Donner cette valeur approchée. On écrira une fonction adaptée, en Python.

X
1. L’idée est, comme d’habitude, d’étudier la fonction associée g: x

x + 2

cependant, on constate rapidement que 1’étude du signe de sa dérivée est assez laide, il est donc utile d’améliorer un peu les

choses: g (0) # 0, et, pour tout x € ]0,1], g (x) améme signe que ¢ — x (x + 2), puis, par croissance de la
fonction In, g (x) a méme signe que ln(ex) - ln(x(x + 2)) =x-Inx-In(x+2).
On étudie donc sur ]O, 1] lafonction A: x > x —Inx — In (x + 2).Cette fonction est dérivable, et pour tout

1 1 x? -
xe]O,l],h’(x)zl———

= . On en déduit aisément les variations de 7 :
X x + 2 X ( x + 2

1 —1n3

La fonction / est continue, strictement décroissante sur 1’intervalle ] 0,1 ] , elle réalise donc une bijection de ] 0,1 ] vers
h(]0,1]),etl'ona A (]0,1]) = [h(x), lignh[ =[1-m3, +of.

Comme 1 —In3 <0,0¢€ [1 - In3, +00[,etl’onendéduitqu’ilexisteununiqueréel o € ]0,1] tel que h(a) =0.
Par conséquent, il existe également un unique réel o € [O, 1 ] tel que g ( a ) =0:

la fonction f admet un unique point fixe o dans [0, 1] .

Observons de plus, cela servira par la suite, que 4 (%J = % +In4-In3>0=n (oc ) . La décroissance de /4 permet d’en




. 1
déduire que 5 <a.

. . e’ (x+2)—-e" e’ (x+1)
2. Lafonction f estdérivablesur [0,1],et: V x € [0,1], f’(x) = ( )2 = ( )2 ,
x +2 x + 2

f est donc strictement croissante sur [0, 1] ; on en déduit que f ([0, a]) = [f(O), f(a)] = [%,a]

Il en résulte que / ([0, 0]) = [0, a] : Vintervalle [0, o] est stable par f.

1 . . . . .
Comme u, = 5 € [0, a ], ceci entraine que la suite (un ) est bien définie, et que pourtout n € N, u, € [0, a].

ne

La fonction f est croissante sur [ 0, a ] , on sait alors que ( u, ) , estmonotone ; comme elle est de plus bornée (car a
n e NN

valeurs dans [ 0,a ] ), le théoréme de la limite monotone assure que ( u, ) , converge. Enfin, puisque f est continue, la
n e

limite de f est un point fixe de f, appartenant a [O, o ] ; la question 1. a prouvé que a est le seul point fixe de f dans cet

intervalle, donc| la suite (u N ) \ converge vers o
ne

On pourra remarquer que, dans ces conditions, ( u, ) N est nécessairement croissante.
ne

3. e Lafonction f est deux fois dérivable, et :

Vxel[0l], f7(x)= = > 0.

On en déduit que pour tout x € [0 1], | /7(0) = %

e o Remarquons tout d’abord que pourtout n € N, u, < a (justifier ce point est facile : u, € [O, oc[ , et [0, OL[ est lui

n

aussi stable par f...). Pour tout n € N, la fonction f est continue sur [u ns O J , dérivable sur J u,,o [ ; d’apres le

théoréme des accroissements finis, il existe unréel ¢, € ]un,a[ tel que f(un) - f(a)= f’(cn)-(un - oc).
> ) 2e .
L’encadrement obtenu en e permet d’en conclure que 0 < f (o) — f (un) < e (u,, - (x),smt:
2e
0S0L—un+1£7~(un—(x)
, 1(2e\" | , ., .. o , . , .
eee [’encadrement: | Vne N, 0 <o —u, < ey s’en déduit au prix d’une récurrence sans difficulté, que je

passe.

n

_ 1(2e)" _
4. D’aprés 3. onestassuréque 0 < o — u, <10 3déslorsque E(?ej <10°? (*)



ln2—31n(10)_

2¢

Ona (*) = ln(%(—j ]s n(107) < nln§ <2 -3In(10),dou(*) = n>
In

Sy 2e o
changement de sens de 1’inégalité, car In 5 est négatif...

La calculatrice permet d’en tirer (*) < n > 13 :

V n 213, u, estune valeur approchée de o a 10 =3 prés

Elle prétend ensuite que 0,789 < u, < 0,790, et ’on en déduit que

0,790 est une valeur approchée de o a 10 ~° prés

Exercice 25

Soit la suite (un) définie par u, = 0 etpourtout n e N, u, ., = J12 —u, .

n e

1. Montrer que la suite (un ) , est bien définie, et que pourtout n € N, u, €[0,4].

n e

2. Montrer que ( u, ) . admet une unique finie possible ¢, que 1’on déterminera.

n e

3

,puisque|un - ,€| < 2

1
3. Prouverquepourtout n e N, |u, ,, — ,€| < Z|u" -/

4. Conclure.

1. Une bréve étude de la fonction f: x + /12 — x prouve qu’elle est définie sur ]— 0,12 ], et qu’elle outre est

décroissante ; on a donc f([0,4]) c [f(4),f(0)],d’oi1: f([0,4]) c [2\/7,2\/?J < [0,4].

Ainsi, f est bien définie sur [ 0,4 ] , et cet intervalle est stable par f. On peut donc bien définir une suite ( u, ) par

neN

pourtout n € N, u, € [0,4]

u, =0
et I’on sait de plus que
{VneN,qu:qHZ—un P

2. Supposons que la suite (u” ) ., converge, et notons { sa limite. L’application f étant continue, { est un point fixe de f.

>0
Onadonc ( = /12 — [ ,soit { 02 13— 4 On en tire sans difficulté ¢ = 3, et I’on en conclut que

limite finie possible de / |.

3. e Pourtout n € N, lafonction f est continue sur [3, u, ] , dérivable sur :|3, u, [(car elle est dérivable sur [O, 4 ] ).

D’apres le théoréeme des valeurs intermédiaires, il existe donc ¢, € J 3,u, [ tel que

f(u,,)—f(3) =f’(c”)-(uﬂ —3),d’01‘1:|u"+l —3| :—‘|“n _3|‘

Comme ¢, € ]3,un[ c[1,4],0ona

1 1
212 -¢, S2\/12—4 a2 4




1
—3| SZ|M" _3|

|un +1
e 3 , g . NPT
ee Linégalit¢ | VnelN, | lu - 3| < n s’en déduit par une récurrence immédiate.
3 . 3 .
4. Onapourtout n € N, |un - 3| < —,et lim — = 0, donc par encadrement, lim wu, = 3 :
4" n—>+o 4" n— +o
la suite (u,, ) , converge vers 3
Exercice 26
Soit la suite (un )“N définie par u, = O etpourtout n € N, u,  , = 12 —u, .

1. Montrer que la suite (un ) . est bien définie, et que pourtout n € N, u, € [0, 4] .
2. Montrer que la suite ( u,, ) . ost croissante, et que la suite ( Uy, oy ) . est décroissante.

3. Soit f: x > /12 — x . Déterminer les points fixes de I’application f o f .

4. Prouver que les suites ( u, ) et ( Uy, ) sont adjacentes, et conclure.
"JneN n+ neN

€

1. On va pas recommencer... cf. I’exercice 25. .

2. Lafonction f: x > /12 — x ¢étant monotone (décroissante), f o f est croissante. Il en résulte que les suites (u”)

neN

et (u2 o ) , sont monotones, et de monotonies contraires.
n e

Le calcul donne u, = /12 ,puis u, = {12 = /12 > 0 = u, ; on en déduit que (u“) . ost croissante, et la

décroissance de (u S ) s’ensuit.
n+ neN

3. fo f estlafonction x > 412 — /12 — x ,etl’ona:

0<x<12

Jof(x)=xex=12-12-x Q{xz_lzahz—x
@{(\/ES)CSIZ @{ JI2 <x<12
X

x* =24 x? + 144 =12 — x

d’ou :




Comme — 4, > e > n’appartiennent pas a [ 0,412 J , on en déduit finalement que | 3 est I’unique point]
fixede f o f |
4. e On amontré que les suites ( u,, ) et ( Uy, 4 ) sont monotones, de monotonies contraires.
neN neN

On a de plus prouvé qu’elles sont bornées, elles sont donc, d’apres le théoréme de la limite monotone, convergentes. Comme

enoutre f o f estcontinue, leurs limites respectives sont des points fixes de cette application ; orona vuque f o f

admet 3 pour unique point fixe ; on en conclut que lim ( u,, ) W= lim (u2 Wl ) = 3, et ceci achéve de démontrer

e N

que| les suites (uh ) . ot (u“ o ) , sont adjacentes

n e

e o [ es suites extraites des termes d’indices pairs et impaires de ( u, ) , convergent donc vers la méme limite, ce qui
n e

assure que | la suite (u,, ) , converge vers 3
n e

Exercice 27

Meéthode de Newton

Soient a et b deux réelstels que a < b , etsoit f € C? ( [a,b], R) . On suppose que :
f(a)>0, f(b)<0, f7<0 et />0 surfa,b].

1. Montrer qu’il existe un unique ¢ € | a,b [ telque f (¢) =0 .

2. Onconsidérelasuite(un)neNdéﬁnieparuo =a,etVneN, u, = u, -

+1

Montrer que la suite (u n ) 2N €stbien définie, et converge vers c.

3. On note respectivement m et M le minimum de | f° | et le maximum de | f

sur [a,b].

IA

: M
a. Montrer que pour toutentier n : 0 < ¢ —u , ., > (c —un)2 o
m

b. Montrer qu’il existe deux constantes A et g telles que pour tout entier n :

on

0<c—-u < —gq

n+1

0
)

Conclure.

Rappelons que la méthode de Newton, également appelée méthode des tangentes , permet de déterminer une approximation d’une

solution d’une équation du type f ( X ) = 0, en construisant une suite convergeant vers la solution de cette équation.

Naturellement, la fonction f doit vérifier certaines conditions pour que cette méthode aboutisse, conditions que 1’énoncé fournit

évidemment.

10



1. La fonction f est continue, strictement monotone sur intervalle [ a, b ], et f (a) f (b) < 0.D’apresle théoréme

des valeurs intermédiaires strict , (il existe donc un unique réel ¢ € ] a,b [ telque f (c¢) = 0.

x
2.a. et 2.b. e Lafonction g: x — x — /() est bien définie, de classe C ' sur [a, ¢ |, etpourtout x € [a, ¢ ] :

~
g
=
N—
SN—
[}
|
~
—_
=
N—
<
—~
=
N—
~
—_
=
N—
~
—_
=
N—

g’(x)=1—( = > 0.

Il en résulte que g est continue, strictement croissante sur 1’intervalle [ a,c ] ; elle réalise donc une bijection de [ a,c ]

Vers[g(a), g(c)]

/(<) /(a)
Deplus: g(¢c) = ¢ — =———~<=ccar f(c)=0,etg(a) =a - ——<>acar f(a) > 0,et
(¢) 7 0) (¢) (a) 77 (a) (a)
f’(a) > 0.0nadoncg([a,c])=[g(a),g(c)]c[a,c].
Maintenant :
e u, = a appartient a ’intervalle [a, c],sur lequel la fonction g est bien définie, et qui est stable

par g ; lasuite ( u, ) Lo est donc bien définie, et a valeurs dans [ a,c ] (on peut, si ’examinateur le demande, prouver

cela par une récurrence facile).

e Lafonction g étant croissante sur [ a, ¢ |, lasuite (u, ) . > o estmonotone. Elle est évidemment bornée (pour tout 7,

a < u, < c),donc (dapres le théoréme de la limite monotone) |(u , ) . >, estconvergente. Notons ( sa limite.

e Lafonction g étant continue sur [ a,c ] , { estun point fixede g: g ( L ) = [, ce qui revient a dire que

,_ (1)
L=t ol

, ou encore que f ( ( ) = 0.Or on sait que ¢ est le seul point de [a, b] en lequel f s’annule. Par

conséquent, | la suite (u )n ., converge vers ¢ |.

3.a. Les fonctions | f ’| et 7 sont continues sur le segment [ a,b ] , elles y admettent donc un maximum et
un minimum : m = [mi?]|f et M = max £ sont bien définis.
a, a,b

Pour tout n € N,

11



On retrouve ainsi le faitque ¢ — u,,, = O,etona: | ¢c —u,,, <

j(c—t)MdtSﬁ(c—un)z

u,

1
m

M . .
3.b. Posons ¢ = o Pour tout n € N, on définit la propriété 9 (n) par
m

}[(n)@OSc—un <

(4 (c=u))”

Initialisation

Ona0 < c¢c—-u, = (q(c—uo))zo,d’oﬁ?{(O).

Q| =

Herédité

Soit n € N, supposons H ( n ) .Alorsd’aprés a., 0 < c —u,,, < g (c -u, ) 2 d’ou par hypothése de récurrence,

soit: 0 < ¢ —u

Conclusion

Ona 7 (0) etlapropriété # est héréditaire, d’ou 9 (n ) pourtout n € N.

Cet encadrement assure que la convergence de ( u, ) ~ vers ¢ esttrés rapide : a partir d’un certain rang &, on a

n e

a=q (c —u, ) < 1, et alors la différence ¢ — u , tend vers 0 plus vite que K . a 2" (K constante).

Exercice 30

Pour tout entier n > 2, on note (En I’équation (En): x" —x=n.

1. Montrer que, pour tout n > 2, ( E ) admet une unique solution u , sur R ", et prouver que u , € [ 1, + o0 [ .

BN

2. Montrer que quel que soit n» > 2, n" < n.En déduire la limite de ( u, )

nz2"

3. Onpose v, = u, — 1.

Vériﬁerquenln(vnH)=ln(vn+n—1).Endéduirequevn ~ ln_n

n — +ow n

1. Pourtout n > 2,lafonction f,: x > x" — x — n estdérivablesur R “,et: V x e R, f>(x)=nx""" -1,

On en déduit que :

1
e [, estdécroissante sur {0 , n "7t } ,avec f,(0) = —n < 0.Par conséquent, f, est strictement négative sur

n—1

1
{0 , n "7 } , et ne s’annule donc pas.
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2.

1
n -1

ee f estensuite croissante sur | n

+ oo | . Elle est continue sur cet intervalle, on vient de voir que

1
I { n "' j < 0,etl’ona lim f, = + o ;le théoréme des valeurs intermédiaires strict assure donc que [, s’annule en un
+ o0

1

n—1

unique pointde | n , +®

Finalement, (E R ) admet une unique solution u , sur R * |, pour tout n > 2.

En outre, ce qui précede prouve que [, est positive sur [u L Tt oo[ (et négative sur [O, u, J). Comme f, ( 1 ) =-n<0,

on en conclut que m .

ENES)
IN
N

<1,donc | n

NN )

e Pourtout n > 2,

2
e o ]l est alors naturel, pour exploiter ce résultat, de chercher a déterminer le signe de f, { n" j .

2
n

2 2
Ona fn(n"J =n’ —n" — n,etdaprés ce qui précéde, fn[n"j =n®>-2n=n(n-2)20.

Or on a dit que f, estnégative sur [ 0,u, ], positive sur [ u,, +o [ . Par conséquent, n" > u .

BN}

2 In
n

On sait maintenantque 1 <, < n” ;comme n" = e " tend vers 0 par croissance comparée, on en conclut, par

encadrement, que | lim u, =1

n — +©

e Onapourtout n > 2, nln(v,, + l) = nln(u,,) = nln(uZ).Larelation u, = u, + n permet d’en déduire

. n+n—l)

+n): ln(v

quenln(vn +1):ln(u

v, =1 v, =1
oo Onadoncnln(vn+1):ln nfl+ ——||=hn+hn| 1+ —-—|.
n n

v, =1
Or lim v, = 0, ce qui entraine, d’une part que In (vn + 1) ~ v, etd’autre part que In {l +

J““ﬂ"%

n—+wo n

v, — 1 v, — 1
d’oflln(n(l+—jjzlnn+ln(l+—}~lnn.
n n

L’équivalence n v, ~ In n en découle, on a donc bien | v, ~ —
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Remarquons que ceci nous permet d’écrire un début de développement asymptotique pour la suite ( u, ) o puisque 1’on a

. Inn Inn
maintenant | ¥ =1+ — + o —
n

Exercice 32

Soit f: [0,1] - R une fonction de classe C* et telleque f (0) = 0.

On consideére la suite (un) - définiepar Vne N', u, Z f( )

k=1

. On pourra utiliser une formule de Taylor.

Montrer que la suite ( u, ) .- converge vers / 2( 0 )

. . k .
Pourtout n € N et pourtout k € { 1,...n } , la fonction f est de classe C 2 sur [0, — } La formule de Taylor avec reste intégral
n

donne:f(nizjzf(O)+ +£(L2— J ”(t)dt:nizf’(o)+’1()f(niz—tjf”(t)dt.

=
|~
S}

L
On en déduit que u , i iz 7(0) + i nJ‘ (iz—t]f”(t)dt=n+1f’(0)+ i J- (iz—l‘jf”(t)dt.
= k=1 o n k=1 o n

Or en notant M un majorant de la fonction continue | f ”| sur le segment [0, l] :

z .[(—2— j P(e)de| < M j(—z—t)dtzMZ —(—z—tj ,
k=1 0 n k=1 0 n k=1 n 0
ke
noon k nook 2 (n+1)(2n+1)
— -t C(t)dt| < M — =M
kzzll { (nz jf (1) kZ::1’Z4 6n’
ke
Onen déduitque _fim 3 nf S| (= 0 pu I =m0y = L)
n en dédui quen_lfriwk:l ) 2 S = ,pulsQuenirr:wun—nirr:w n S ( )— B

Exercice 33

Une source inépuisable d’exercices
1. Etudier la suite ( u n) ,, définie par la donnée de son premier terme u , = bk et par les relations de récurrence :
n e

VneN,u, =

o o

2. Pourn e Neta € R,onpose: v, =u,” —u,”.

Montrer qu’il existe un unique réel o, que I’on déterminera, tel que ( v, ) ., converge vers un réel [ non nul, réel que I’on
n e
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déterminera également.

1 z .
3. Pour n € N,onpose w, = Z v, .Montrer que lim w, = (.
n+1 P n— +o

4. En déduire un équivalent de u , lorsque n tend vers + .

1. Il est clair que la suite ( u, ) est bien définie, et qu’elle est a valeurs positives. En posant pour tout x,

f(x):;z,onapourtoutxzO,f(x)_x:x 1

(1+7) (1e27)7

Elle de plus minorée (par 0 ), le théoréme de la limite monotone assure qu’elle converge. En notant ¢ sa limite, on a par

— 1| < 0,lasuite (u . ) est donc décroissante.

continuit¢ de /= f () — (= 0. On en conclut, finalement, que la suite (u ., ) tend vers 0 en décroissant.

-2
2. Ona vn:un“((l-i-unz) - 1).C0mme limu, = 0,onen tire :
v, = un“(l —dou? -1+ o(uf"‘)): —doult? + o(un‘”z).
Ainsi, (v") admet une limite finie non nulle si et seulementsi oo = — 2, etdanscecas limv, = 8.

3. Il s’agit ici de prouver le trés classique lemme de Cesaro.

Soit € > 0. Soit N, tel que pourtout n > N, 8 — % <v, <8+

N m

1 No 1 n
Onapourtout n > N,, w, = ZV + — Z v, ,dou

" 1 ‘ 1
n+1,= n+1,"yio

1 % n—- N 1 & n—-N
Yo i g gy, < Loy, T fg 8
2 n+1 2

n+1 ;= n+1 n+1 ;=
L (RS n-N . 1 n-N :
Ensuite, lim Z:v,(+—0 8-S |=8-Set lim ka+—0 8+ = :8+E,11
no+e 41 T n+1 2 2 no+e 41 T n+1 2 2

. . 1 Mo n—NO e
existe donc un entier N, > N, tel que pourtout n =2 N, —— Z v, + —| 8 - 5 >8 —¢get
n+

Yo n— N
! ka+—°(8+§j£8+s.

n+1 ;= n+1

Alorspourtout n > N, 8 — ¢ < w, <8 + ¢, etl’onaprouvé que .

n—1
4. w, | :%kzo(u;il - u;Z) :%(u,jz - u(;z)partélescopage.Onendéduitque
u,” —uy;> = 8n+e(n),dou| u, ~ ,_1
n — + o 2 2n
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Exercice 34

Soit ( z, ) , une suite de nombres complexes vérifiant :
1
VneN,z, ., = —(zn+|zn )
2
1. Montrer que la suite (| z, |) , converge. On notera p sa limite.

2. Prouver alors que la suite ( z, ) , converge, et déterminer sa limite.
n e

.La

n

1. Onapourtout n € N, |z ‘zﬂ+| z, H,d’oﬁpar inégalité triangulaire, |zn . 1| < | z

1
2

n+1|

suite ( | z, | ) est décroissante et minorée (par 0 ), d’aprés le théoréme de la limite monotone elle converge.
neN

2. Posons z, = p,e'’,avec @ € [-7,m].Si 0 =0, z, estunréel positif, et I’on voit facilement que la suite (| z

n

Y '3 0 0
. . Po ; e’ +e i 0) 7
est constante. Supposons désormais 6 nonnul. Ona z, = — (e’ + 1) =p, ———e 2 =p,cos| — |e 2 ;on
1 2 0 2 0
n 0 ;0
r . 7 LY r r n
montre par une récurrence sans difficulté que de manicre générale : V. n € N, z, = p, | | cos (_"j e 2.
k=1

. )
On a donc pour tout 7 € N *, en notant que sin ( 2_” j est non nul :

BRI RN EIEI
COS| — [ cCOs 2 | CcoS o1 COS T S " ii
2 2 2 2 2 2"
n Po 0 €
sin( j
2}’!
0 0

z

2}1
cos(jcos(ej cos( 0 jsm( J
B 22 2n72 n—2 o
=Po 0
ZZSin(znj
. cos (0) i o . cos (0) .
en fin de compte, on obtient z , = p — 79\ °¢ 2" Parsuite, z, ~ p, —e,d’ou:
2nsin( j n — + o 2"
271 2/’!

0
lim z, :po—cos( )
n—+o 0




