Intégration
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PC

Dans tout ce chapitre, / désignera un intervalle de R, et K seraégala R oua C.

I Intégrale d’une fonction continue par morceaux sur un segment

1. Fonctions continues par morceaux

Définition 1 (fonctions continues par morceaux sur un segment)

Soient a et b deux réels tels que a < b, etsoit f: [a,b] > K.

On dit que f est continue par morceaux lorsqu’elle vérifie les conditions suivantes :
e f admet un nombre fini de points de discontinuité ;

e f admet une limite a gauche finie en tout point distinct de @, et une limite a droite finie en tout point différent de 5 .

Autrement dit,

Définition 2 (fonctions continues sur un segment, bis)

f:[a,b] > K est continue par morceaux ssi il existe une subdivision ( Ay, ayq,.,a, ) de[a,b],avec

a=a,<a, <..<a, = b,telleque,pourtout k € 0,n — 1 ,larestrictionde f a ]ak,akH[ est continue,

admet une limite finie a gauche en @, , | et une limite a droite en a , . Cela revient encore a dire que la restriction de f a

] A, ady . [ est prolongeable en une fonction continue sur [ ap,dy ] .

Définition 3 ( fonctions continues par morceaux sur un intervalle quelconque)

Soit 7 unintervalle de R, etsoit f: I — K.Ondit que f est continue par morceaux si et seulement f est continue par

morceaux sur tout segment de /.

2. Espace des fonctions continues par morceaux sur un intervalle

L’ensemble C,,, ( I, K ) des fonctions continues par morceaux sur /, estun sous — espace vectoriel de K I stable par produit.

3. Intégrale d’une fonction continue par morceaux sur un segment

a. Définition

° Soient a, b deux réels tels que a < b, etsoit f : ]a, b[ — K une fonction continue, admettant
une limite finie & droite en a, et une limite finie a gauche en b .
Alors, f se prolonge en une fonction continue sur [ a,b ] . On définit I’intégrale de f sur [ a,b ]

b
comme ¢étant 1’intégrale sur [ a,b ] de ce prolongement, et on la note encore J- f ( t ) dr.

a




ee Soientanouveau a, b deuxréelstels que a < b, etsoit [ : [a, b] — K une fonction continue,

admettant une limite finie a droite en a, et une limite finie a gauche en b .
Alors, f se prolonge en une fonction continue sur [ a, b |. On définit I'intégrale de f sur [a, b |

b

comme étant I'intégrale sur [ a, b | de ce prolongement, et on la note encore I f(t)de.
a

b. Propriétés

L’opérateur intégral sur C ( [ a,b ], K ) hérite naturellement des propriétés de 1’opérateur intégral sur C ° ( [ a,b ], K ) , et
en particulier :

Linéarité
V(f.g)e (me([a,b],K))z,v reK, i (L f +g)(t)dt = xf f(2)de + f g (t)d.

a

Positivité (isotonie)
b

Si f est continue par morceaux sur [ a, b] , a < b, etavaleurs positives : alors I f (t ) dt > 0,et
a

b
j f(t)dr =0 < (f estidentiquement nulle, sauf éventuellement en un nombre fini de points ).

Relation de Chasles :

b c b
Pour f continue par morceaux, j f(t)de = j f(t)dr + j f(t)de.

Inégalité de Cauchy — Schwarg

jf(t)g(t)dt

a

Pour f et g continues par morceaux :

sﬁlf(r)w?lg(t)lzdr -

En outre, si f et g sont continues : il y a égalité dans 1’inégalité si et seulement si f et g sont liées.

Rappelons que les | | sont nécessaires lorsque les fonctions mises en jeu sont a valeurs dans C . Si elles

sont a valeurs dans R, l'inégalité de Cauchy — Schwarz s’écrit plus simplement :

< JT (F() & (s(0))° w

j-f(t)g(t)dt

a

a a

II Intégrales généralisées ou impropres

1. Intégrale impropre
"Définition"

Considérons un intervalle / (non singulier) ; notons respectivement a et b la borne inférieure et la borne supérieure de 7,
avec —© < g < b < + .

Soit f une fonction d’une variable réelle a valeurs dans K , et soit o € { a, b} .



b
L’intégrale J- f ( t ) dr estdite généralisée en o lorsque I’un des problémes suivants survient :
a

. o =t ;
oo o est fini et f n’est pas définieen a ;

eee ( estfiniet f n’estpas continue par morceaux au voisinage de o .

Premiers exemples

1
o 1 e . 1 .
. L’intégrale I —— dx n’est généralisée qu’en 0, car la fonction x > —— est continue sur ]0, 1] .
0 A X Jx
+ 1
oo I — dx n’est généralisée qu’en 0 eten + oo, car la fonction intégrée est continue sur R .
X

0

+

ceoe I —— dx n’est généralisée qu’en + oo, car la fonction intégrée est continue.
x4+
0

2. Convergence d’une intégrale généralisée sur un intervalle semi-ouvert

a. Définition 1 : convergence d’une intégrale généralisée sur un intervalle [ a, + oo[
Soit a un réel, et soit f une fonction continue par morceaux sur 1’intervalle [ a,+ o [ , a valeurs dans K.

[a,+0] > K

+ o0
e On dit que I’intégrale J- f ( t ) dt est convergente lorsque la fonction x admet une limite finie
a

x b [ f(t)de

a

+ o0

lorsque x tend vers + oo . Lorsque tel est le cas, on note J f ( t) dt la valeur de cette limite :

a

X > 4o

Tof(t)dt: lim Tf(r)dt,

sous réserve que cette limite existe et soit finie.

+ oo
e Si J f ( t ) dr converge, on dit également que cette intégrale existe, ou a un sens. Dans le cas contraire, on dit qu’elle
a

diverge.
+ o0
Déterminer la nature de I’intégrale I f ( t ) dr, c’est dire si cette intégrale converge, ou si elle diverge.

a

b. Définition 2 : convergence d’une intégrale généralisée sur un intervalle [ a,b [

Définition 2

Soit (a.b) € R telque — < a < b < + 0.

Soit f une fonction continue ou continue par morceaux sur [ a,b [ .

b
L’intégrale .‘- f (t ) dt (impropre en b et seulement en ce point) est dite convergente si et
a




[a, b[ — R
seulement si la fonction F : X admet une limite finie lorsque x tend vers b~ .
x oo [ f(e)d
a
b X
o Lorsque tel est le cas, on pose J. f(t)dr = lim I f(t)de
x—>b
a xela,b| a
X b
oo Si lim j /() dt | n’existe pas, ou est infinie, on dit que I f(t)dr diverge (oun’apas de sens).
x > b~ " "
Premiers exemples
e  Considérons I'intégrale / = 1 4 La fonction ¢ +— 1 est continue sur [ 0,1 [ donc Il 4 est une
o1 -1 N Y o1 -1

X
. _ . dt x
tégral 1, et seulement t. O tout 0,1], |—m—==|-2J1-¢ =2-J1-x,
mtegrale impropre en €t seulement en ¢e poin n a pour tout x G[ [ J.m |: j|0 X
0

L ar
et lim +/1 — x = 0.Parconséquent,| I'intégrale / converge, et

X 1” 0 N1 -1

=2-0=2

Ldr
e o Soit maintenant I’intégrale J = I T De la méme fagon, J n’est généralisée qu’en 1, car la fonction intégrée
0 -t

est continue sur [ 0, 1[. Pourtout x € [0, 1], JX ld—ttz[—ln(l—t) ]())C =—In(1-x) ;comme
01—

lim ( —In(1-x) ) = + o, on en déduit que | I’intégrale J est divergente |.
x —>1"

b. Cas d’un intervalle |a, b |

Définition 3

Soit (a.b) € R telque —0 < a < b < + 0.

b
Soit f une fonction continue ou continue par morceaux sur ] a,b ] . L’intégrale j f ( t ) dt (impropre en a et seulement

]a,b]—) R

en ce point) est dite convergente si et seulement si la fonction F : admet une limite finie

x o [ f(t)ade

X

lorsque x tend vers a * .

b b
o Lorsque tel est le cas, on pose I f(t)dr = lim I f(t)de.
X —>a
a xela,b] *
b b
oo Si lim I f ( t ) d¢ | n’existe pas, ou est infinie, on dit que I f (t ) dt diverge (oun’a pas de sens).
x—at " g
Vocabulaire
. La nature d’une intégrale généralisée est son caractére convergent ou divergent.
oo Deux intégrales généralisées sont dites de méme nature lorsqu’elles convergent

ou divergent simultanément.




IIl Intégrales de référence

+ o0
Constat 1  (intégrales du type I e M dr)
0

Soit A un réel.

+ o0

L’intégrale I e "™ dr converge si et seulement si , et dans ce cas
0

I e Mdr = —

1
Constat 2 (convergence de J. Inzdr)
0

1 1
L’intégrale _[ In ¢ d¢ converge, et _[ Intdr = -1.
0 0

Constat 3  (intégrales de Riemann en

+ oo

dt . .
- a >1
_[ T converge si et seulement si .

1

Constat 4  (intégrales de Riemann en @ )

1

dt

— i i|la <1
I o converge si et seulement si - .
0

1V  Premiéres propriétés

1. Invariance de nature par '"changement de borne propre"
Proposition
—2
1. Soit (a,b) e R telque — < a < b < +o0,etsoit ¢ € ]a,b[.

Soit /" une fonction continue ou continue par morceaux sur [ a,b [ .

b b
Alors les intégrales f f(t)dr et j /() dr sontde méme nature.
c

a

De maniere analogue :
—2
2. Soit(a,b) e R telque —0 < a < b < +o0,etsoit c € ]a,b[.

Soit /" une fonction continue ou continue par morceaux sur ] a,b ] .

b c
Alors les intégrales f f(t)dr et j f (t)dr sontde méme nature.
a

a




2. Intégrales partielles, intégrales restes

Soit f une fonction continue par morceaux sur un intervalle [ a,b [ .

Définition

X b
. Les intégrales J. f(t)dt sontappelées intégrales partielles de Iintégrale I f(t)de.

a

b b
e e Les intégrales _[ f(t)dr sontappelées restes de I'intégrale I f(t)de.

a

Proposition
b b
Les intégrales restes I f ( t ) dr sont définies si et seulement si I’intégrale j f ( t ) dr est convergente, et, lorsque

X a

tel est le cas, on a limb f(t)dr=0
X =

[ Les définitions et la propriété s’adaptent naturellement au cas ou | f ( t ) dr est généralisée en a . %

QY —

3. Expression en termes de primitives

Considérons une fonction f* continue sur un intervalle [ a,b [ . Alors f y admet une primitive F', et 1’on peut écrire que pour tout

X

X
xela,b|, If(t)dt = F(x) - F(a).llenrésulte que lim J'f(t)dt existe dans R si et seulement si

x—>b"
a a

x—>b"

b
lim F (x) existe dans R. Par suite, I’intégrale j /() dr estconvergente si et seulement si F admet une limite finie en b |,
a

b
etdanscecasjf(t)dt: lim F(x)—- F(a).

x—>b"
a

b
[ Dans le cas ou b est réel, I f ( t ) dr est donc convergente ssi /' admet un prolongement par continuité en b H
a

De la méme fagon, lorsque f* est continue sur |a, b ] :

b
I’intégrale I f ( t) dt¢ converge si et seulement si une primitive F de f sur ]a, b] admet une limite finieen a, et
a

b
lorsquetelestlecasjf(t)dt:F(b)— lim F(x).

x—>a’
a

4. Relation de Chasles
a. Extension de la notion d’intégrale généralisée

Définition

. =2 .
801t(a,b) e R ,avec—o0 <a<b<+w,etl = |a,b | I’un des intervalles



d’extrémités a et b . Soient n € N ™, et (a k) une subdivision de 7/,

i.e. des élémentsde R telsque a = ay< a,< ..<a,_,<a,=b.
Notons ¢ ,..., ¢

donca=a,<c, <a;<.<a,_<c,<a,=b.
Soit f* une fonction continue par morceaux sur / \ { Ag,.., a4, } .

On dit que f admet une intégrale généralisée, ou impropre, sur /, ou encore que I’intégrale de f

ak
sur / converge, ou existe, lorsque les intégrales I f(t)de et I f(t)dt, pour k € {1,..,n — 1},

sont toutes convergentes. Dans ce cas, on définit J. f ( t ) dt¢ en validant la relation de Chasles :

ke 0,n

n

n réels tels que pourtout k € {1,..,n},a,_, <c, <a, ;ona

Ck

Ak -1 Ck

b

a

b n Ck aj
If(t)dtz > I f(t)dt+ff(t)dt
a k=1 1a, Ck
b. Remarques
Avec les notations ci — dessous :
C aj b
. Si I’'une au moins des intégrales j f(t)dt ou j f(t)dt diverge, I f(t)dr diverge.
a [ a

la nature de I’intégrale j —

|

En pratique, [ on sépare effectivement les problémes de convergence | . Par exemple, on étudiera

+ —t —t 1 —t
1 e

, . e e
dt en déterminant celles de

V2 )
. dr, 2
0 ﬁln(t) -([ \/7 In ¢ ! 17[2 ﬁ In ¢

dt,

1 —t
_e_dt

+ oo 1 e_
; In 7 et‘l. fmdf

Le programme écarte 1’étude d’intégrales qui seraient généralisées en un point intérieur de I’intervalle. On retiendra

b
donc surtout de ce qui précéde qu’en particulier, si J f ( t ) dr n’est généralisée qu’en a et b,etsic € ] a,b [ ,
a

QY C— > ]/ —

c b
/() dt converge si et seulement si .[ f(t)de et I /() dt sonttoutes deux convergentes, et dans ce cas :
c

a

f(1)de :J‘f(t)dt+.[ff(t)dt.

c¢. Conséquences de la définition

La relation de Chasles est toujours vérifiée pour les intégrales généralisées.

b
En particulier, si a > b etsi J. f (l) dr existe, on convient que :

j{f(t)dtz—]if(f)dt,et_Tf(t)dtzo.




5. Linéarité

Proposition

. -2 . . L.,
Soit (a,b) € R~ , etsoit / un intervalle d’extrémités a et b .

° L’ensemble E des fonctions (2 valeurs dans K ) dont I’intégrale

sur ’intervalle / converge estun K — espace vectoriel.

E - K

oo L’application @ : est une forme linéaire sur E .

foe [ r(n)a

a

Corollaire
b b
. PourkeK*,jf(t)dt et jkf(t)dt ont méme nature.
b
ee Si j f(t)de et j ) dr convergent, alors I (f + g)(¢)dr converge.
b b
eee Si I f (t)dt converge et si I g () dr diverge, alors I (f + g)(r)dr diverge.
a a
b b
cooo Par contre, si I f( dt et I dt divergent, on ne peut rien dire sur la nature de I (f + g ) (t) dr ...
a a

Proposition (cas des fonctions a valeurs dans C)

b
Soit f: I — C , I intervalle d’extrémités a et b . L’intégrale I f(t)dr converge si et

a

b b
seulement si j Re ( f(t))dt et J Im ( /(7)) ds convergent, et lorsque tel est le

a

cas:Re[jif(t) J=TR€ dtetIm(J.f sz).lm(f(t))dt.

6. Relation d’ordre

Proposition 1

—2 : o
Soit (a,b) € R™ ,avec —0 < a < b < + oo, [ unintervalle d’extrémités a et b . Soit f une application

telle que I f (t)dt converge. On suppose que f est positive sur [, i.e. a valeurs dans R

b
Alors I f (t) dt

a

\

0.




Corollaire

. =2 . L
Soit (a,b) € R™ ,avec —o0 < a < b < + o0, | unintervalle d’extrémités a et b .

b
Soient f et g deux applications a valeurs réelles telles que I f (t

a

b
) dr et I g () dr convergent. On suppose

que f < g.
b b
Alors [ f(t)de <[ g(t)de .

Remarque
C’est un premier pas vers les théoréemes de comparaison pour les fonctions positives...

Proposition 2

. -2 . L.,
Soit (a,b) e R™ ,avec — < a < b < + oo, [ unintervalle d’extrémités a et b .

b
Soit f une application a valeurs réelles telle que I f ( t ) dt converge. On suppose que :

a

° f=>0.
b
oo [ r(e)de=o0.

eee [ est|continue|sur /.

Alors £ est identiquement nulle sur ]a, b [ .

7. Intégrations par parties et changements de variables
a. Intégration par parties

Notation

Soit f une fonction continue par morceaux sur un intervalle d’extrémités a et b .

On dit que le crochet généralisé [ f ] z converge lorsque f admet une limite finieen b eten a.

Lorsque tel est le cas, on pose : [f ( t)][; = h;fn f — lim f.

Théoréme (intégration par parties)

Soient f, g deux fonctions de classe C ! sur un intervalle d’extrémités a et b .

On suppose que la fonction produit f x g admet une limite finieen a eten b.

b b
Alors les intégrales j Fo(t)g(r)dret j f(t)g’(t)dr sontde méme nature.

b

En cas de convergence : J‘f’(t)g(t)dtz[f(t)g(t”b —If(t)g’(t)dt.

a




b. Changements de variables

Théoréme (changements de variables)

Soit ¢ : Ja, B[ — ]a, b[ declasse C ', bijective et strictement croissante ; soit / une fonction

continue par morceaux sur /.

B b
Alors les intégrales j f(o(1) ) @’ (1)dr et I / (x)dx sont de méme nature, et, en cas de

o

convergence, elles sont égales.

Exemples
+ 0 1 + o0 ,
1= .([ 1+Cosztdt’J: ! cos(t )dt

V' Criteres de convergence

1. Théoréme fondamental
a. Théoréme de convergence par majoration pour les intégrales de fonctions positives

Théoréme 1
Soit f continue par morceaux sur un intervalle [ a,b [ , a valeurs réelles positives sur cet intervalle.

[a,b[—) R

b
Alors ’intégrale ¢t ) dt converge si et seulement si la fonction F :
g . g
a

est majorée sur [a, b .

Théoréme 2
Soient f, g continues par morceaux sur un intervalle [ a,b [ , a valeurs réelles, telles que :
Vxe[a,b[, OSf(x)

Alors,

b b
. si ’intégrale j g () dr converge, j f(t)dt converge;

a a

b b
si J‘ f(t)dr diverge, I g (1) dt diverge.

a a

Remarques

o Naturellement, ces deux résultats restent valables dans le cas de fonctions positives, continues

par morceaux sur un intervalle ] a,b ] .

oo Si/ =[a,b[|,ilsuffitdesupposerque: I cel /Vie[c,b[,0< f(t)<g(t).

Si I =]a,b]|,itouavec t € |a,c]...

10



Preuve du théoréme 1
La fonction f étant positive, F : x d est une fonction croissante. Le théoréme de la limite monotone
t)ar

assure donc que F admet une limite finie en b~ si et seulement si elle est majorée. Par définition de la convergence d’une

b
intégrale impropre, ceci revient a dire que J'f ( t ) dr converge si et seulement si F est majorée

a

Preuve du théoréeme 2

b b
e Supposons que ’intégrale J g(t) dt converge, posons alors M = j g(t)de.

Comme 0 < f < g,x € [a,b[,if(t)dt

a

IA

X
I g(t)dt < M . Ainsi, f esta valeurs positives, et la fonction
a

[a, b[ - R
F: x est croissante. Le théoréme de convergence par majoration pour les intégrales de fonctions
x o [ f(t)de

a

b
positives (sous sa premiére version) assure que | 1’intégrale J'f ( t ) dt converge
a

b b
e ¢ On en déduit, par contraposition, que | si I f(t)dr diverge, alors .[ g(t)dt diverge

b. Exemples

1
Exemple 1:  déterminons la nature de / = j In(z)e™"dr.
0

La fonction intégrée étant continue sur ] 0,1 ] , cette intégrale n’est généralisée qu’en 0 . On note de plus que

1
t — In ( t ) e ' est a valeurs négatives sur ] 0,1 ] , on s’intéresse donc a I’intégrale I —In ( t ) e ' dr. On apour tout
0
1
te]0,1]: 0<—-In(sr)e " =—In(r)e ® =—1In(t),eton sait que 'intégrale .[ —In () ds converge.
0
1
Le théoréme de convergence par majoration pour les intégrales de fonctions positives assure alors que I —In ( t ) e 'dr
0

converge, et ainsi | I’intégrale / est convergente |

Exemples 2, et 3,et...

Exercice 1
Etudier la nature des intégrales suivantes :

1 + 7\/; + 0 dx
e
1 I:Icos[—jdx, 2 J:I dx ; 3 K:J‘ ;
b 2Jx ) o
+ o0 cosx + oo
4L=J'ezdx SM:je‘ﬁdx
o 0

11



Théoréme de comparaison (bis) (versions o et O)

. -2 . L.,
Soit (a,b) e R™ ,avec —0 < a < b < + oo, [ unintervalle d’extrémités a et b,

2
( f,g ) € ( C,x ( 1, ) ) continues par morceaux et positives sur I’intervalle /.

. Si I =[a,b] Onsupposequef=0b,(g)(resp.f=0b,(g)).

oo [Si I=]a,b] On suppose que f =0 . (g) (resp. [ =0 . (g)).

b
Alors, dans tous les cas, f g (t)dt converge = | f(¢)dt converge.
a

[ — >

Théoréme de comparaison (ter) (régle des équivalents)

. =2 . L.,
Soit (a,b) e R™ ,avec —0 < a < b < + oo, [ unintervalle d’extrémités a et b,

2
(f, g) € ( C (I, )) continues par morceaux sur l’intervalle 1.

3 Si I = [a, b [ On suppose que f est positive au voisinage de b~ ,etque f ~ g.
b,

oo Si[=]a,b] Itou avec @ aulieude b ™.

b b
Alors, dans les deux cas, I f(t)dr et I g (#)dt sont de méme nature.
a

a

Remarque: comme [ ~ g, f g sont positives au voisinage de b .
e

2. Convergence absolue et semi — convergence

Définition

. =2 . el
Soit (a, b) e R ,avec —o0 < a < b £ + 00, [ unintervalle d’extrémités a et b,
feC,, (I , K) continue par morceaux sur I’intervalle / (donc |f | is, t00...).

b b
On dit que I /(t)dt converge absolument, lorsque _H f (t)| dt converge.
a

a

Théoréme (la convergence absolue entraine la convergence)

. =2 . s
Soit (a,b) € R™ ,avec —o < a < b < + o, I unintervalle d’extrémités a et b,
et feC,, ( I,K ) une application continue par morceaux sur I’intervalle [ .

b b
e Si I f (t)dr converge absolument, alors I f(t)dt converge.
a

a

b

sj'|f(z)|dt,

a

Dans ce cas, on a en outre :

[r(e)ae

a

12




oo La réciproque de I’assertion précédente est fausse, I’exemple — type est celui de I’intégrale de Dirichlet :

" sint . “¢ sin ¢ .
On montre que I —— dr converge, mais que I —— | dt diverge.
t
0 0

Exemple

sint
1+¢

dr.

+ 0
Etudier la nature de I’intégrale I 3

— 0

Définition 2 (intégrales semi — convergentes)

. =2 . L.,
Soient (a,b) € R™,avec —0 < a < b < + o, [ unintervalle d’extrémités a et b, /e C,. (I,K)

continue par morceaux sur I’intervalle / (donc | f | I’est aussi).

b
Si I f ( t ) d¢ converge mais ne converge pas absolument, on dit que cette intégrale est semi — convergente.
a

Preuve du théoréme : cas réel

b
Supposons par exemple que j ; f ( t) dr n’est généralisée qu’en b . On définit deux fonctions f * et f ~ de la fagon

. 1 _ 1
suivante: Vx € [a,b[, f7(x) = E[|f(x)| +f(x)}, et f(x) = 5[|f(x)| —f(x)]
La fonction valeur absolue est continue ; par composition, la fonction x | f (x) | est également continue par morceaux ;

il en résulte que les fonctions f * et f ~ sont elles aussi continues par morceaux.
En outre, les fonctions £ © et f ~ sont positives : en effet, si f( x ) est positif, f* ( x ) = f( x ) et [~ ( X ) =0 ;si
f(x ) estnégatif, f*(x) =0et f (x)=—/(x).
Deplus: Vx e [a,b[, f(x) =f"(x)-f"(x), et |f(x)| =f"(x)+f (x).
La positivité des fonctions f * et f ~ entraine alors que :
Vxel[a,b[, 0<f"(x) < |f(x)| et 0 <f (x) < |f(x)|

b
Or I’intégrale '[ | f ( t )| dr converge ; d’apres le critére d’intégrabilité pour les fonctions positives, les

a

b b
intégrales J‘ Fr(r)droet _[ f ~(t) dt sontdonc elles aussi convergentes.
a a

Enfin: Vx € [a,b[, f(x) =f+(x) —f_(x),cequi,parlinéarité,prouvelaconvergencede Ibf(t)dt.

En cas de convergence, onnote que: V¢ € [a,b[, - | f(t) | <f(t) < | f(t) | . Par croissance de I’intégrale

généralisée (toutes les intégrales rencontrées étant convergentes), il vient alors :

[T acs [Tr(ey < [TLro e soit [T r(eyar) < [T (o)) ar

Cas complexe
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b
Supposons que f est a valeurs complexes, et que I f (t)dt converge absolument. On a |Re (f )| < | f| et

a

b b b
|Tm (f)| < | f]. donc IRe (f)(t)deet I Im (/) (¢)dr convergent absolument. Ainsi, If(t)dt converge.

a

De plus, si I’on suppose par exemple ’intégrale généralisée uniquement en b : pour tout x € [ a,b [ ,

< I | ()] dr. Linegalite .|'b f(e)de| < J'b | ()] dt s°en déduit par passage 4 la limite.

“:f(t)dz

3. Quelques critéres supplémentaires
a. En une borne finie : intégrales faussement impropres

Proposition

Soient (a,b) € , avec — o < a < b < + o, [ unintervalle d’extrémités a et b .

Soit f € C ( I, K) une application sur [ . Sil’application f est prolongeable par

b
continuité au segment [a, b] en une application f , alors I’intégrale j f (t ) dr converge, et :

a

jy.f(t)dt = jzf(t)dt

deuxiéme année TS et 1°® année

b
En particulier, si f € C ( [a, b] , K ) , 'intégrale I f ( t ) dr converge, et
a

coincide avec I’ancienne définition de I’intégrale, d’ou le nom d’intégrale généralisée.

Exemples
1
t
. I - dr
o€ —1
1 - t
oo J- cos dt
0 t
1
coe [kzjtklntdt,pourkeN*.
0

b. En une borne finie : cas de fonctions bornées

11 résulte du théoréme de convergence absolue 1’étonnante propriété suivante :

Soient (a, b) € , avec —© < g < b £ + o, [ unintervalle d’extrémités a et b .

b
Soit f € C (1, K) une application sur I . Alors, I’intégrale I /() dr converge absolument.

Autrement dit, si ['intervalle ]él I’application sont bornées, l'intégrale est forcément convergente...

14



c. En une borne infinie : une vague notion de divergence grossiére
Soit maintenant f* une fonction continue par morceaux sur un intervalle [ a,+ o [ . Alors :

+oo
. Si f admet en + oo une limite / non nulle, I’intégrale I f(t)dr diverge.

a

+ 0
On pourra dire, dans ce cas, que I f ( t ) dr diverge grossiérement.

a

+ o0

+ o0
oo L . dt dt
° Par contre, si lim /' = 0 , on ne peut rien dire, voir par exemple I — et I — .
+ oo t

2
1 1!
A oo ET SURTOUT, SURTOUT... GROSSE DIFFERENCE AVEC LES SERIES NUMERIQUES :
+ 0
I f ( t ) dt peut converger sans que lim f = 0, et méme sans que f ne soit bornée au voisinage de + «
+ o0

je vais donner un exemple...

Exemple

+ oo

Etudier la nature de I’intégrale I \/7 sin ( 12 ) dr .
1

VI Fonctions intégrables sur un intervalle

1. Fonctions intégrables

Définition

Une fonction f est dite intégrable sur un intervalle / lorsque I’intégrale de f sur I est absolument convergente.

On note alors J. 1 son intégrale (impropre ou non) sur / (bornes automatiquement « dans le bon ordre »).
I

Théoréme

Soit / un intervalle d’extrémités a et b, avec —© < a < b < + 0.
Soit /" une fonction continue par morceaux sur /.
Les propositions suivantes sont équivalentes :

i — Lafonction f estintégrable sur 7.

ii— Ilexisteunréel M > 0 tel que, pour tout segment J inclus dans 7 : f |f| <M.
J

2. Traduction de résultats précédents en termes de fonctions intégrables

a. Structure d’espace vectoriel ; relation de Chasles

Proposition (structure d’espace vectoriel sur L' ( I, K ) )

Soit / un intervalle de R. On note £ (1 , K ) I’ensemble des fonctions continues et intégrables sur 7, a

valeurs dans K. Alors,

15



) Alors £ ( I, K ) , muni des lois naturelles, est K — espace vectoriel.

£'(I,K) » K
oo L’application @ : J- y est une forme linéaire sur L' ( I, K ) .
H
I

f

Remarque
Notons ici £}, (7, K ) I’ensemble des fonctions continues par morceaux et intégrables sur 7. Alors £! (7, K ) est

£y (I,K) » K

encore un K — espace vectoriel, et @ : reste une forme linéaire sur cet espace.
= 7

f

Proposition (relation de Chasles)

Soient /, J deux intervalles de R. On suppose que / U J estun intervalle de R. Alors,
3 Toute fonction intégrable sur / etsur J, estintégrable sur / U J.

ee  Sideplus I n J estvide ou réduit a un point, alors, pour toute fonction f

intégrable sur / et sur J: jquf:.[lf+IJf'

b. Théorémes de convergence par comparaison

Théoréme
Soient f, g continues par morceaux sur un intervalle / = [a, b [ , & valeurs réelles.
. On supposeque V x € I, |f( x)| < |g( x)|.A10rs si g estintégrable sur I, f ’est aussi.

ee Onsupposeque f =o(g),ouque f = O(g) Alorssi g estintégrable sur /, f 1’est aussi.
ppose q 5 q 5 g g

e e o On suppose que ~ | g|. Alors f estintégrable sur I siet seulement si g est intégrable sur /.
ppose q ;

VII Intégration terme a terme et intégrales a parameétres

A - Convergence dominée et intégration terme a terme

1. Convergence simple d’une suite ou d’une série de fonctions
Définition

Soit ( I ) \ une suite de fonctions définies sur un domaine / de R, a valeurs dans K. Soit une fonction
ne

f:1—->K

2. Théoreme de convergence dominée

a. Théoréme (de convergence dominée) : H. Lebesgue

Soit / un intervalle de R. Soit ( I ) y une suite de fonctions continues par morceaux sur /.
n e
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On suppose que :

e lasuite de fonctions ( I ) \ converge simplement vers une fonction f* continue par morceaux sur [
ne
e o ][l existe une fonction ¢ continue par morceaux et intégrable sur /, a valeurs dans R  , telle que :

Pourtout n € N, |fn

<.

converge, et

Alors, les fonctions f, et f sont intégrables sur /, la suite (Il I (t) dt)
nelN

ngniwj] So(t)de =] f(t)d

Théoréme (de convergence dominée, version continue) :

Soient A4 , I deux intervalles de R. Soit f: A x I — K. Soit @ unpointde A ouune borne de a .

On suppose que :

) Pour tout x € A fixé, la fonction ¢ — f ( x,t ) est continue par morceaux sur /.

oo Pour tout ¢ € I fixé, la fonction x > f ( X, t) admet une limite finie ¢ (t) lorsque x tend vers
coe La fonction ¢ +> ( (¢ ) est continue sur /.
L N

I1 existe une fonction @ continue par morceaux et intégrable sur /, a valeurs dans R _ , telle que :
Pourtout (x,7) € Ax 1, |f(x,t)| <o(t).

Alors, les fonctions f, et f sontintégrables sur /, la suite (JI fa (t ) dt ) converge, et

neN

im [, () de= [ g (r)dr

2. Intégration terme a terme

Théoréme (d’intégration terme a terme dans une intégrale généralisée)

Soit 7 un intervalle de R. Soit Z f, une série de fonctions continues par morceaux et intégrables sur /.
n=0

On suppose que :
[ ]

la série de fonctions Z f, converge simplement vers une fonction f continue par morceaux sur /.
nx0

ee Lasérie Z .[1 |fn(t)|dt converge.
n=0

Alors, la fonction f est intégrable sur 7, la série ) .[1 S (1) dt converge, et

n=0

J, r(a=3 [ f ()

3. Théoréme de convergence dominée, version séries de fonctions
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Le « bon » théoréme a utiliser pour intervertir séries et intégrales généralisées est, a priori, le théoréme d’intégration terme a
terme : cf. paragraphe ci-dessus. C’est donc ce théoréme que 1’on privilégiera dans toute situation « habituelles ». Cependant, il
arrive, en certaines occasions, que ce théoréme ne permette pas de conclure ; on pourra alors tenter d’utiliser le théoreme de

convergence dominée, a titre de « version de secours ». Ce sera en particulier souvent le cas si I’on rencontre une série de

fonctions alternée Y (—1)" f, ,telleque D, (-1)" f, converge simplement, mais »  f, diverge.

Théoréme (de convergence dominée again)

Soit 7 un intervalle de R. Soit z f, une série de fonctions continues par morceaux et intégrables sur /.
n=0

On suppose que :

. la série de fonctions Z f, converge simplement vers une fonction f continue par morceaux sur /.
n>0

e o ]l existe une fonction ¢ continue par morceaux et intégrable sur /, a valeurs dans R _, telle que :

n
Pourtout n € N, ka <.
k=0

Alors, les fonctions f, et f sont intégrables sur /, la série Z .[1 I (t)dt converge, et

n>0

S ], =], @)

Exemples

Justifier les interversions séries/intégrales suivantes, en utilisant le théoréme qui vous semble le plus adapté :

Lilnx:fﬂ. 2. T}Cleﬂ:fﬂ.

—-Xx
1+ x n=1 n 0 + ¢ n=1 n

B - Régularité d’une intégrale a parameétres

1. Continuité sous le signe j

Théoréme (de continuité sous le signe somme)

IxJ > K
(x,t) = f(x,t)

Soient /, J deux intervalles de R. Soit f : ( . On suppose que :

I > K
° pour tout ¢, € J, la fonction f(-, ty ): f( ; ) est continue sur /.
X P X, tg
J > K
oo Pour tout x, € 7, la fonction f(xo,-):

est continue par morceaux sur J .
t f(x,.t)

e e e ][l existe une fonction ¢ continue par morceaux et intégrable sur J, a valeurs positives, telle que pour
tout (x,¢) € IxJ,ona |f(x,t)| <o(r).

I > K
Alors la fonction g : RN '[ f ( .t ) d; st définie et continue sur 7.

J
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Théoréme (de continuité sous le signe somme) : version domination locale

IxJ > K
(x,t) = f(x,t)

Soient 7, J deux intervallesde R. Soit f : ( . On suppose que :

I > K

° our tout ¢, € J , la fonction oty ):
p 0 f( 0) L X B f(xst(]

) est continue sur /.

J > K

est continue par morceaux sur J .
te f ( Xl )

oo Pour tout x, € I,lafonctionf(xo,-): [

ee e Pourtoutsegment K inclus dans 7, il existe une fonction ¢ ; continue par morceaux et intégrable sur J, a
valeurs positives, et telle que : pour tout (x,7) € K xJ,ona |f (x, t)| <og(t).

I -> K
Alors, la fonction g : Y = J’ f ( .t ) dy estcontinue sur /.

J

2. Dérivation sous le signe somme
a. Théoréme de dérivation sous le signe j : formule de Leibniz

Le théoréeme

IxJ > K
(x,t) - f(x,t)

Soient 7, J deux intervallesde R. Soit f : ( . On suppose que :

I > K

° our tout £, € J ,la fonction oty ):
p 0 f( 0) L X B f(xst(]

) estde classe C' sur 7.

J > K

oo Pour tout x, € I,Iafonctionf(xo,-): { ; f( ;
= J{%o>

) est intégrable sur J.

J - K

.9 .
eee Pourtout x, € /,lafonction l ( Xg, ) : ) est continue par morceaux sur J .
x

o
t s = 1
5x<x0

e e o o [] existe une fonction ¢ continue par morceaux et intégrable sur J, a valeurs

positives, et telle que pour tout (x,7) € I xJ,ona Zl(x,t) <o(r).
X
I - K 5
Alors, la fonction g : ¥ > J‘ f(x,t)dt est de classe C! sur I,etpourtout x € I, g’(x) = J. a—i(x,t)dt.
7 J

b. Deux généralisations

Théoréme de dérivation sous le signe .[ : version domination locale

IxJ > K
(x,t) - f(x,t)

Soient /, J deux intervalles de R. Soit f : ( . On suppose que :
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I - K

estde classe C! sur 7.

. pourtout ¢, € J,lafonctionf(-,to): [

J > K

oo Pour tout x, € [,lafonctionf(xo,-): [ ; f( ,
(rd xO,

) est intégrable sur J.

o J —> K
eee Pourtout x, € /,lafonction — ( Xg,® ) : of est continue par morceaux sur J .
ox t - —(xo, t)
X

e e e o Pour tout segment K inclus dans 7, il existe une fonction ¢ , continue par morceaux et intégrable sur J, a

I (x,1)

ox

valeurs positives, et telle que pour tout (x,7) € K xJ,ona <ok (1).

I > K

Alors, la fonction g : | | .[ F(x.t)dt estde classe C' sur I, et pourtout x e /, g (x)= _[ gl(x,t)dt.
’ X
J
J
Théoréme de dérivation sous le signe.[ : version C?*
Soient 7, J deux intervalles de R. Soit p € N*. Soit [ =K 0
oient /, eux intervalles de R . Soi € . Soi : . On suppose que :
P T (1) v g (1) O SUPPOSEA
I - K
. pour tout ¢, € J, la fonction f(-,to ): estde classe C? sur /.
x - f(x,to)
i J > K
oo Pour tout x, € I, pourtout k£ telque 0 < k£ < p, la fonction —k(xo,o): kr est
Ox t = T (xo,t)

continue par morceaux et intégrable sur J.

» J —-> K
eee Pourtout x, € /,lafonction A ( Xg, e ) : orf est continue par morceaux sur J .
ox”? t - ( Xg,t )
ox?

e e o o ] existe une fonction @ continue par morceaux et intégrable sur J, a valeurs positives, et telle que pour

P
tout (x,7) e IxJ,ona 0 (x,0) <o(1).
ox?
I > K
Alors, la fonction g : RN .[ f(x t)dt estde classe C 7 sur /,et:
J

. 0"
pour tout entier k telque 0 < k < p,pourtout x € /, g(k) (x) = J 3 {(x,t)dt.
7 Ox
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