PC

DS N°2

Corrigé de la version soft

2025 - 2026
Probléme 1 CCINP MP 2008
Partie 1
Q5. def factorielle(n) : ou bien, récursivement,
fact‘:_l - def factorielle(m) :
for i in range(2, n + 1): . __
; if n == 0:
fact *= i
return 1

return fact .
return n * factorielle(n - 1)

30 30!
Q6. (1(}) = Torao1 & qui représente [3(1 + 10+ 20+1 =61 multipliczations] (ce que semble attendre le sujet vu ce

qui suit méme si ma premieére version de factorielle(n) n'effectue que n — 1 multiplications pour n = 2.

30) 30 x29x---x 21

s » ® 3 ® »
) = 101 . \on ramene le nombre de multiplications & QUJ (ou, plus exac-

En remarquant que (

tement, a 17).

Enfin, si on remplace / par //, Con obtient un résultat de type ﬂoat.j

Q7. Soit n =z p = L.

1 méthode (n) = nl _n (n—1)! done (n) _n (n - 1)-
P plin —p)! plp—1N(n—-1)—(p—1)N p p\p—1

2® méthode On dénombre les couples (&, A) oit A partie a p éléments de £ de cardinal n et k € A de deux
maniéres différentes :

. Ce L . . . n—1
soit on choisit d’abord & dans £ puis A {k} partie & p— 1 éléments de E {k} ce qui donne u( 1)
P
couples possibles,
. C el as . , n .
soit on choisit d’abord A puis k élément de A ce qui donne ( )p couples possibles.
Iy

" .
Et done, finalement,  n (” 1) = (n) ;;J
AP 1 i

def binom_rec(n, p):
if not (0 <= p <= n):
return 0
if p in (0, n):
return 1
return n * binom_rec(n - 1, p - 1) // p # Attention @ la position du // p M

Ce n'est pas demandé dans le sujet, mais on peut optimiser le calcul en remarquant que (:) = (” " _y) :
def binom_rec(n, p):
if not (0 <= p <= n):
return 0
if p in (0, n):
return 1
ifn -p < p:
return binom_rec(n, n - p)
return n * binom_rec(n - 1, p - 1) // p



Q8. def bernculli(n):
b =1[1] # blk] vaut b_k
for p in range(l, n + 1):
b.append (-sum(binomial(p + 1, k) * b[k] for k in range(p)) / (p + 1))
# 0n calcule b_p et on l'ajoute a sa place, au bout de b.
return b[-1]

Si l'on ne souhaite pas utiliser sum :

def bernoulli(n):

b=1[11 # blk] vaut b_k

for p in range(l, n + 1):
bp =0
for k in range(p):

bp += binemial(p + 1, k) =* blk]

b.append(-bp / (p + 1))

return b[-1]

Partie 11

lnn
ol (), et comme

In; 1
Q9. Soit a > 1 et v €]1,a]. Comme 0 € — = o (—) car, par croissances comparées,
T

1 nT e

la série de Riemann de terme général — converge, par comparaison de séries 4 termes généraux positifs,
T

Inn
E converge.
ne

Inn

n*

Q10. H1. Pour tout n € N*, f, 1 @+ e =" est de classe C* sur |1, +0cf, et f) 12— —

H2. Z [ converge simplement sur |1, +0o[ comme série de Riemann convergente.

lnn s 1 ;
an < un qui est un terme général de série convergente d'aprés la
n

H3. Soit a > 1. Pour tout x = a, |f(z)| =
nr
question précédente, indépendant de z.
Done Z [ converge normalement donc uniformément sur tout [a, +oo[ avee a > 1.

Ainsi, par théoréme de transfert de classe C?, [Q est de classe C* sur |1, +:<,[] et ¢ 1o _Z —— < 0 done

n=1

Q11. Si Z frn convergeait uniformément sur |1, +oc[, le théoréme de la double limite s'appliquerait au voisinage de 1

et en particulier E lim f,, = E — convergerait ce qui est contradictoire.
i+ T

[Z [n ne converge pas uniformément sur |1, +DU[]

1 1
Q12. Par contre Z [ converge normalement done uniformément sur tout 2, +oof car si » 2 2, |f,(z)| = < 5
n* T
terme général de série convergente indépendant de .
; . 1 sin=1
Le théoréme de la double limite peut done s'appliquer, avec f,(x) —— 8,1, = Sf " done
T +o0 ’ (0 sinon
foo o
) o 2 =1
=1 J

Q13. Soit @ = 1. g £ —— est continue et décroissante sur [1, +0o[, ce qui permet de faire une comparaison série

intégrale. Pour N € IN, on a

En faisant tendre N vers +oo l'intégrale de Riemann [{x) étant bien convergente avec z > 1, [I{:;L'} < () < I(x) + l.]

1 e 1 1 1
T) = = < (z) € —— < (x— 1) < z -1
Or I{x) [(—:;:+l}tz—l]l 3:_1.,donc z-—l“c{'!'}‘x:—1+le"1“{£ 1)¢(x) £ 14 (x — 1) done




Q14. Il y a une imprécision dans I'énoncé : d,, désigne manifestement le nombre de diviseurs positifs de n.

1 1 1 , . . 1
( ) = ( * ) est une « suite double produit » car les séries Z — et
{a,b)eA {ab)EA o

(ab)* at b =

1 . . . .
E T sont absolument convergentes (les termes sont positifs] de somme le produit des sommes, c'est-a-dire
hEIN*

de somme ()%, | En effet, les termes sont positifs, pour tout o € IN*, z
bEN*

¢(b) ¢(x)
converge vers o (& =

1
(ab)*® ot

converge vers ().
On pose A,, = {(a,b) € A, ab=n}, et alors U A, =IN" et les [_An sont deux & deux disjoinl,s.]

ncl- J

Donc, par sommabilité et théoréme de sommation par paquet, on peut écrire, la série étant convergente

1 = 1) - 1) A
Z W - Z Z (ab)s | Z Z ne | Z nz
(a,b)EA n=1 A (abjcA, n=1 \(ab)EAn n=1

4] = 2 g _ ™Y avee a divis iti —
Or |A,| = |{{a,b) € N, n=ab}| = |{(u, u) avec a diviseur positif de n.H =dy.

+oc
d?l

Finalement, | {(z)? = I
=1 e '

Probléeme 2 Epita 2019

Dans toute la résolution de ce probleme, a est un réel strictement positif, sauf le temps de la
question 7.(a). De plus, nous posons :

a3

Vn €N, Ve €0, +ool, fu(x) = e

PARTIE I : premicres propriétés des fonctions S, (o > 0).

L. (a) Soit x € R. Pour tout n € N, on a : e = (e7*)". On en déduit que la série Y e™*" est
n=0
une série géométrique, de raison e ; elle converge donc si et seulement si e €] — 1, 1], si
et seulement si x > (.
Ainsi la série de fonctions définissant S converge simplement sur |0, +oo[. Toujours en y
reconnaissant une somme de série géométrique, on peut expliciter S;(z) pour tout = > 0 :

+o0 1

Ve >0, Si(z)= Z (e’._m)n ==

n=(

(b) On utilise I'équivalent classique : e™* — 1 ~, T On en déduit :
@

1
Si(x) ~ —

=0 I '

.1 .
Or: lim - = 4o0. On en déduit :
0t €T

lim Si(z) = +o0.

r—0t

2. (a) Soit # < 0. Pour tout n € N, on a —an® > 0, donc : Vn € N, e ™" > e’ = 1. Ainsi

£

=1 — o . u
(e—xn ) N ne (‘:{}nverge I)H.S vers 0, (].OI.IC ]a serie E [ wn dlverge grosmerement.
ne
nzl)

3




(b) Soit @ > 0. D’aprés le théoréme des croissances comparées, on a : lim n?e " = (. On

n—++40c
[a3 J.
en déduit : e = o — .
n—r+00 '”,3
Les séries e ™ et — sont a termes positifs et la seconde série est une série de
2
T

nzl nz=l
Riemann convergente du fait que 2 > 1; d’apres le théoreme de comparaison des séries a
termes positifs, on en déduit que la série Z e ™™ converge si x > 0.
nz0

(¢) Il est démontré dans les deux questions précédentes que la série Z e~ converge si & > ()

n:z0
. - - - +lx| (23 - . -
et diverge si x < 0. Ainsi la somme S,(z) = Y e ™ n’est définie que si x > 0, et la
n=>0
fonction S, a pour domaine de définition |0, +oo.
(a) Soit € > 0. Pour tout n € N et tout = € [, +oc[, on a : ‘e—In“ = e " L e " QOn en
déduit :

VneN, 0<|fallo <e ™,

ou la norme infinie est considérée sur [, +00[ (nous avons défini f,, en préambule).

Or nous avons démontré dans la question 2.(b) que la série Z e " converge (prendre
nz0
x = ¢). D’apres le théoréeme de comparaison des séries a termes positifs, on en déduit

que la série de fonctions Z Jn converge normalement sur [¢,4+oc[. En particulier, pour
n=0
tous réels a et b tels que 0 < a < b, on a [a,b] C [a, +0oo[, et la série de fonctions Z I
nz0
converge normalement sur [a, +00o[; elle converge donc aussi normalement, et en particulier
uniformément, sur [a, b].

Puisque la série de fonctions Z fn converge uniformément sur tout segment inclus dans
nz

10, 400 et que, pour tout n € N, la fonction f,, est continue sur 0, +oc| (¢’est la composition
de Iapplication polynomiale x + —an®, continue sur |0, 00| et a valeurs dans R, et de

+o0
I'exponentielle qui est continue sur R), on en déduit que la somme S, = Y f, est continue
n=0

sur |0, +o0/.

Pour tout n € N, 'application f,, est décroissante sur |0, +-00, en tant que composition de
l'application x + —rn®, décroissante sur |0, +oo[ et & valeurs dans R, et de I'application
exponentielle qui est croissante sur R. On en déduit, pour tout n € N et pour tous réels x
et ytelsque 0 <z <y

fn(y) < fn(:‘r"):

et en sommant de 0 & +o0c on a, pour tous réels x et y tels que 0 < x <y : Sa(y) < Sa(x).
On en déduit que la fonction S, est décroissante sur ]U, +oo[.

Une fonction monotone admet une limite, éventuellement infinie, en les extrémités de son
domaine de définition. On en déduit que la fonction S, admet une limite finie ou infinie en
0 et en +oc.



(¢) On rappelle le théoreme de la double limite :
Soit Z fn une série de fonctions définies sur un intervalle I, et soit a une extrémité (éven-
n=0
tuellement infinie) de I. On suppose que :
— la série de fonctions Z fn converge uniformément sur I ;
n=0
— pour tout n € N, la limite : lim f,(z) = £, existe et est finie.
T—ra

+oo +oo
Alors la série Z (,, converge, et on a : lu_{é Z fulx) = Z l,.
nz=() n=() n=(
Or nous avons démontré dans la question 3.(a) que la série de fonctions Z fn converge
n=0
normalement, done uniformément, sur Uintervalle [1, +oc[ (prendre ¢ = 1; en vérité, le

choix de £ n’importe pas ici). De plus,

. con 1 o sin=0,
men mnw={ 5130

done, pour tout n € N, llm fa(x) existe et est finie. On en déduit, d’apres le théoreme de

la double limite :

lim S,(x) Z lim fulz) =1

T—+4o00
n—l]

(d) Soient N € N et z > 0. Pour tout n € N, on a e=*" > 0, donc :

AN‘- +|x| ‘N{
Sa(z) =™+ > e ™ = e

n=0 n=N+1 n=I(
Or, pour tout n € N, on a : li[I{l} e ™" = ¢ = 1, par continuité de I'exponentielle en (0. On
T
en déduit, quand x — 0,
)i\
lim S, ( Z l=N+1,
z=0 n=I(

'existence de la limite dans le membre de gauche étant bien établie dans la question 3.(b).
Elle est soit finie, soit infinie ; mais si elle est finie, égale a un réel £, alors prendre un entier
naturel N tel que : N + 1 > £ (il en existe vu que : lim (N + 1) = +o00; prendre pour

N4
N la partie entiere de £ par exemple) implique une contradu.tion dans I'inégalité ci-dessus.

On en déduit que ]iIIll] Sa(x) ne peut qu’étre infinie, et S, > 0 donc :
T—r

il[_{ll) Salx) = +00.

PARTIE II : étude de la fonction S5.

4. On note qu’il s’agit, dans cette question, d’effectuer une comparaison entre série et intégrale.

(a) Soient n € N et 2 > 0. L’application ¢ — #* est croissante sur R, et —z < 0, donc 'appli-
cation t — —axt? est décroissante sur R, , et & valeurs R. En composant avec 'exponentielle,
qui est croissante sur R, on en déduit la décroissance de 'application ¢ — e~=t* sur R..
Elle I'est donc en particulier sur [n,n + 1], et on en déduit :

vt € [n,n+1], em2m+)? o pmat? o p—an?



En intégrant cette inégalité sur [n,n+ 1] (ce qui est possible parce que les applications sont
manifestement continues sur ce segment), la croissance de I'intégrale nous donne :

n+1 n+1 n+1
_ 112 —rt2 —an?
/ e+ g é] e "Tdt S] e " dt.
n n n

Or nous intégrons des fonctions constantes aux extrémités de cet encadrement, sur un
segment de longueur 1. On a donc simplement :

—z(n+1)? 1t < . —xt? < ,—xn? 1
e dt < e <e , (1)
n

d’ou le résultat.
. ;. - N N . . . 2
(b) Soit x > 0. La série Z e ™" converge d’apres la question 2.(b), et 'application ¢ + e~**
nz0
est continue et décroissante sur 7. D’apres le théoreme de comparaison entre série et

n+1
gz P L Cat? . ;
intégrale on en déduit que la série E ] e " dt converge également, et sa somme égale

nz=l)
+oa s .
] e " dt d’apres la relation de Chasles.
0

Done, en sommant (1) pour n allant de 0 a 400, on a :

Z e —z(n+1)2 < Z/ ,_Itz(]f < +Zoce—3:n?

n=( n=() n=(

En faisant le changement d’'indice n — n + 1 dans la premiere somme, et en utilisant la
relation de Chasles dans la seconde somme, on obtient :

+oo 5
Sy(x) — 1 ] e " dt < Sy(x).
0

/AN

On relie 'intégrale en jeu a I'intégrale (de GauBl) de I'énoncé via le changement de variable
affine : u = /xt, licite parce que t > /7t est de classe C! (et : du = /zdt), et est une
bijection strictement croissante de [0, +oc| dans [0, +oc[. On obtient alors :

+oo 2
] e " dt < Sy(x).

0

AN

Sy(x) —1

On relie 'intégrale en jeu a l'intégrale (de Gaufl) de I'énoncé via le changement de variable
affine : u = /rt, licite parce que t — /xt est de classe C' (et : du = /xdt), et est une
bijection strictement croissante de [0, 400 dans [0, +oc[. On obtient alors :

+oo
Sa(z) — 1 < %/ﬂ e “du < Sy(x).

e 1as , toe 2 VT Sy
D’aprés 'énoncé : e “"du=X—. On en déduit :
! 2
0

VT _
< 2= < 5(x).

(¢) L’inégalité précédente se réinterprete aussi de la fagon suivante :

. VT VT
Vo >0 r)< 2 — 41, of,
r > U, bg(J) 2\/]4— s e 2\/_

Sy(r) —

bg (J

Autrement dit : _
VT
2\/_

iy

Y >0,
T _ NG

+ 1.

52(1) <



Les deux extrémités de cet encadrement ont clairement pour limite 1 quand = — 0, donc

Sz o
d’apres le théoréme des gendarmes : lim ) = 1. Ainsi :
0 VT
2
N&S
Sa(x) -

o .
z—0 2\/?

T
Or: lim —— = 400. On retrouve donc la limite obtenue a la question 3.(d) :

r—0+ 2\/}

lim Ss(z) = +o0.

-0+

(a) Soit x > 0. On a e=0* =1 et e==1* = ¢~ donc :

+o00 )
Sop(x) —1l—e*=> e ™
n=2
Pour tout entier n > 2 on a n? = n, or —z < 0, donc : —an? < —an. L’exponentielle étant

croissante, on en déduit :
+oo
So(x) —1—e" < Z e,
n=2

d’on le résultat pour tout x > 0 (I'existence de cette somme fut établie en question 1.(a)).

oo
(b) Soit > 0. Nous avons calculé la somme Y _ e " dans la question 1.(a). En l'utilisant, on
n=(0
obtient :
™2 1 1—(1—e")(1+e" 1—(1—e* e
ZB_I‘RZ%-—(]_—FE’._I)Z ( )( ): ( )= )
= l—e= 1—e* l—e* l—e®

On en déduit, suivant I'inégalité de la question précédente :

e T

1 —e-x’

Ve >0, 0<e” (52(-'1‘) —(1+ e_x)) <

Nous avons déja calculé la limite de la quantité du membre de droite quand » — +oc,
dans la question 1.(c) : elle égale 0. D’apres le théoréme des gendarmes, on a donc
lim e” (S2(x) — (1 4+e7)) = 0. On en déduit :

T—rtoo

Sy(x) = (L+e )= o (e‘I) ,

T—r4oo

ce qu'on réécrit : Sy(z) =14+e* + 9 (e7").

De cela on déduit immédiatement, par définition d'un équivalent :

Se(z)—1=e"4 o (E’._I) ~ e 7.

r—r+40o r—++4co

6. (a) Soient N € N et x > 0. On reprend la premiere inégalité de la question 4.(a), en sommant
n de N & 400 (nous avons déja justifié que c’est possible dans la question 4.(b)), et on

obtient :
too 2 o0 5
Z e—x(n+1) < / e T Af.
n=N N

7



(¢) Soit x > 0. Si, pour € >0, on a :

Il suffit de faire le changement d’indice de sommation n + n + 1 dans la somme pour
obtenir l'inégalité voulue :

+oo 9 400 t2
Z e é/ e T dt.

n=N+1

Soient N € N et z > 0. On a, d’apres la question précédente :

N . +o0 9 +oo .
=Y e =) e™ g/' e " dt. (2)

n=0 n=N+1 N
Pour estimer cette intégrale nous suivons l'indication de I'énoncé en faisant un changement
. 2 . .
de variable. Le passage de e~ & e~* suggere le changement de variable : u = 2.
L application t + xt? est de classe C! sur [N, +o0l, et strictement croissante de [N, +00|
. +oo 2
dans [ N2, +oc|. Le changement de variable : u = xt? dans l'intégrale / e " dt est donc

T

licite (on a : du = 2xtdt). Cette intégrale converge d’apres la question 4.(b), et on a :

+oo 2 +oo 22xtdt +oo =2t
/ e At = / e ot / 21’?‘(1?‘)
N N Z'If 2\/1
too U
done l'intégrale / ——du converge d’apres la formule du changement de variable, et :
zNZ ﬁ
+00 +oo U
—at? e
] e At = —du.
N 2\/_, N2 (/U
Reprenant U'inégalité (2), on en déduit :
N 2 1 too g™
du.

So(x) — o T <
5() ;]e 57 e 7

Il reste a majorer cette derniere intégrale. On saurait I'intégrer sans dommage sans la

présence du quotient par \/u. On y remédie en majorant \/_ par une constante : pour tout
u

uw>aN?onau>vVaN? = N\/z, donc :

+oo @ —u ]_ +oa
—du < / e “du = :
aN? \Ju Nz Jan2 N\x

1 +o00 f*_IA‘
-

:':.-"'\f'2 o N\/I

OIl conclut :
. A2
1 400 ¢ -1 ]_ f)—sr}\ E,.—If\-

,~on? lu < _ .
Z‘ Soilee e 'S NE S NvE 2Nz

n=I(

d’ott le résultat pour tout N € N et tout x > 0.

—xN?

< g, alors :
£r

N
0< 52(."1:) — Z f.’_Ing < £,

n=0



N
. —zn2 , . .
et dans ce cas la somme partielle E e ™ donne une valeur approchée de Sy(x) a ¢ pres.

n=I)
—xzN?

Or l'inégalité : - < £ est nécessairement vérifiée pour N suffisamment grand, puisque

x
le terme de gauche tend vers 0 quand N — +o00. Voici done un moyen informel d’obtenir
une valeur approchée de Sy(x) a ¢ > 0 pres :

i. On prend N = 0.

ii. Tant que % = g, on remplace N par N + 1.
—anZ N 2
iii. Des que N vérifie : “x— = ¢, on calcule et on sort Z e .
n=0

Un peu plus formellement :
proc\’edure calcul de S2(x,¢)
N <+ 0
5«0
tant que S =<

N« N+1
fin tant que
pour n de 0 \‘a N faire

S S4em
fin pour
imprimer S
fin proc\’edure

_I_.\.'2

(Remarque sur la complexité : si on veut s’affranchir de la seconde étape, il suffit de re-
,—rN2

> 1
SN g, c’est-a-dire : N > —

marquer que ['inégalité : 7
xE

< & est vérifiée dés que :

2Nux =

1 e
Mais la suite ( ) converge BEAUCOUP moins vite vers () que la suite - :
2Nz /) =1 2Nz | ..
> 1’\'}31
En termes de complexité on y perd énormément. En fait, on saurait démontrer, grace a des
_I‘I'\.rQ
méthodes non exigibles, que 'inégalité : ——— < = est vérifice des que :

2Nux

—xN?

bien moins de termes a calculer!

Nous avons droit a la calculatrice. Cela permet de déterminer a peu de frais pour quelles

r2
—N
"

N <1077 (iciz =1lete=10"7) : c’est déja le cas pour N = 4.
Par conséquent, d’apres la question qui précede :

valeurs entieres NV on a

4
Sa(1) ~ Z e =1+eltette e O 1,3863186 (a4 1077 pres).

n=0



(La remarque ci-dessus sur la complexité prend tout son sens ici : calculer Y. e ™ — on
=0

n 5 ,

apris N > ———— — éprouve indiscutablement plus la calculatrice que le calcul de 37 e ™"

2-10- n=0
. 1
N 1 1 ez /)
—onapris N> |-In| ——] !
\[ 2 2-10H

PARTIE III : étude de S, (x) quand x tend vers 0 et 4+o00.

7. On note que I' est la fonction I' d’Euler.

(b)

(a) Soit o € R. L’application u + e "u®"! est continue sur |0, +oc|, donc intégrable sur tout
segment inclus dans |0, +o00[ : les seuls problémes éventuels d’intégrabilité sont au voisinage

de 0 et de +o00. La fonction étant positive, on peut procéder par relation de comparaison.
1
Convergence de lintégrale | e “u® 'du. La convergence équivaut ici a l'intégrabilité, tou-

0
jours par positivité de 'intéerande. On a :
J par | g2
—u, a—1 =1

[& i ~ U = .
u—0 yl—a

L'application w +— —— est une fonction de Riemann : elle est intégrable sur |0, 1] si et
ul™
seulement si 1 —a < 1, si et seulement si o > 0. On en déduit, par comparaison d’intégrales

1 est intégrable sur |0, 1] si et seulement

de fonctions positives, que I'application u + e "u
sia > 0.

1

Ainsi Uintégrale e "u® tdu converge si et seulement si o > 0.

(=]
0

+oo
a - —_ =1 1 * 4 b N = e
Convergence de l'intégrale / e "u” “du. On a, d’apres le théoreme des croissances com-

parées : lim u?-u®1le™ = 0. On en déduit :

U—++0o0
1
ety t= o — .
U0 1'_(,3

. . 1 _ ..
Or la fonction de Riemann u — est intégrable au voisinage de +oo parce que son
u
exposant 2 est strictement supérieur & 1, donc u + e *u®! lest également d’apres le

théoréeme de comparaison des intégrales de fonctions positives.

+o0
Ainsi I'intégrale / e "“u* 'du converge pour tout a € R.
1
+0o 1
En conclusion : I'intégrale I'(ar) = / e "u™ “du converge si et seulement si les intégrales
0

1 +oo
/ e "u® tdu et / e “u® 'du convergent. D’aprés I'étude qui précede, leur convergence
0 1

simultanément est assurée si et seulement si o > 0.

On en déduit que I'(a) converge si et seulement si o > 0.
o . ke H R - S - -
Soient a, et b des réels tels que 0 < a < b. On intégre par parties sur le segment [a,b] :
I'application u +— e ™ est continue sur [a,b] et Uapplication u + u® est de classe C! sur
ce méme segment. On intégre la premiere et on dérive la seconde; d’apres la formule de
I'intégration par parties, on a done :

b b b . . b )
/ e "udu = [—e_”-u.“} —/ (—e ™)au* du = —e 0" + e “a” + u'/ e "u* du.
(i i

a a
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Or: lim e?

b—+oo

on a : lime™
()

ci-dessus :

b* = 0 d’apres le théoreme des croissances comparées, et, du fait que v > 0,

(e}

a® = 1 x 0 = 0. On en déduit, quand a — 0 et b — +4oc dans I'égalité

+00 400
] e "udu = « ] e "y tdu,
0 0

cest-a-dire : I'(a + 1) = al'(a).

too +00
On a immeédiatement : I'(1) = / e du = {—e_”} . = 1. Voyons comment, par récur-

rence sur n € N, on en déduit 1'égalité : I'(n+ 1) = nl. Si n = 0, cela vient d’étre établi, vu
que 0! =1et I'(1) =1,

Soit n € N, et supposons que I'(n + 1) = n!. Alors, d’apres 1'égalité démontrée ci-dessus :
I'n+2)=n+1)I'n+1) = (n+1)n! = (n+ 1), donc I'égalité voulue est héréditaire.
Nous 'avons initialisée, done par principe de récurrence on a :

YneN, I'(n+4+1)=nl

1 +oo 14
r (—) =] e “u=""du.
o 0

Par un raisonnement analogue a celui de la question 6.(b), mutatis mutandis, le changement
de variable : u = xt® est licite (et on a : du = xat®'dt), et nous permet d’en déduire

(¢) Soit x > 0. On a :

+oo o 1_ _ _ 1 +oo T

la convergence de l'intégrale / e rn T (rat* ) = axs / e dt; or cette
0 0

intégrale est, & une constante multiplicative pres, 'intégrale I(«); ceci démontre donc sa

convergence, et on a de plus :

]_ +oo o
r (—) — qx® ] e~ At = qrs I{ev).

(83 0

Notons qu’on retrouve I'égalité démontrée (avec a = 2 et N = 0) dans la question 6.(b).

(a) Soit x > 0. On refait une comparaison entre série et intégrale, comme a la question 4. L’ap-
plication ¢ +— e ™" est décroissante sur R, par un raisonnement analogue. En reprenant

tout ce qu'on a établi, mutatis mutandis, on a :

+oo oo +o0

— [a _,t(} — o
E e " S/ e dt < E e ™
n=1 0 n=>0

c¢’est-a-dire :

Sa(r) =1 < Ia) € S,(x).
On en déduit : S,(z) < I(a) + 1, et de plus I{a) < Su(x) done cet encadrement peut
également s’écrire :

Ia) < Salx) < I(a) + 1.

1
Or, d'apres la question précédente : I(a) = - (—) (on peut effectuer la division car
T ¥
a > 0 et « > 0 par hypothese). On en déduit, en soustrayant /(«) de chaque membre de
I'encadrement : 1 1
0< So() — — T (_) <1
ra o
d’ott le resultat attendu.
11



(b) Onal (é) > 0 : il g’agit de l'intégrale sur |0, +00[ d'une fonction CONTINUE, positive et
non identiquement nulle. Ainsi, pour tout x > 0 on a, partant de 'encadrement la question

. 1 o .
précédente ot 'on divise tout par i (—) > (), puis ajoute 1 :
re 84

4 1
XD e o

ST <

1 . 1 . L1 L .
or — > (), donc : ]1111] xa = (). Il est alors immeédiat que les deux extrémités de I'encadrement
ol

a
ci-dessus ont pour limite 1 quand x — 0. On en déduit, d’apres le théoréme des gendarmes :
1

+1,

i e
lim

20 (é)

Sa(z) = 1. C'est-a-dire :

1 1

1 1
De plus : lim —T (—) = +00. On retrouve donc le résultat de la question 4.(c) :
=0 ypn (8}

,lru—ftll Sa(r) = +oc.

(a) 1l suffit de reprendre le changement de variable u = xt® de la question 7.(c) en changeant
les bornes. Si x > 0, alors I'application ¢ — 2t® est strictement croissante de [1, 4+o00[ dans
[, 4+00[, et on en déduit :

+oo e J. too 1 1
/ e "dt = — / e "ua" du. (3)
1 x

(e

(b) Soit 2 > 0, et soit b = . Nous allons intégrer par parties sur le segment [z, b] : Papplication
. o 1_ A

u + e " est continue sur [a,x] et lapplication u + ua~! est de classe C! sur ce méme

segment. On integre la premiere et on dérive la seconde ; d’apres la formule de I'intégration

par parties, on a donc :

b b b 1
—y Lo —y Lo - 1
] e tuatdu = [—e Y 1] —] (—e™) (— - l) us"2du
T x x ¥
) .

—bpi-1 -z, .- -1 1 b —u, L9
= —¢ "ba T e a4 (- =1 e "ud “du.
83 T

. 1_ 5 P : . £ Jers
Or: bhm e tha~l = 0 d’apres le théoréme des croissances comparées. On en déduit, quand
—r o0

b — 400 dans l'égalité ci-dessus :

oo 1 1 1 +oo 1.
/ e "untdu = e Txn T+ (—- -1 / e "us *du, (4)
€T iy

a
d’ott I'égalité demandée pour tout x > 0.
L’objectif de ce qui suit est de démontrer que I'intégrale du membre de droite est négligeable

+
o 19

devant e "us " "du, de sorte a obtenir ainsi un équivalent de I'intégrale de gauche. Pour

T
cela, I'énoncé nous demande de démontrer 'inégalité :
+00 1. 1 +00 1
Va > 0, ] e "us"2du < —-] e "us tdu.
T xrJz
Pour la démontrer, il suffit d’utiliser la minoration v > x valable pour tout u = x, qui
implique en particulier :

1

1 1 1
oo 1w Lo ~1,-u, 11
Vu € [z, 400, e Mus t=u e MusrT <ae Mus .

12



En intégrant cette inégalité sur [z, +00[, on en déduit l'inégalité demandée :

+oo L, 1 +oo0 1y
Ve>0, 0< / e "us du < —-/ e "ua T du. (5)
T X
+oo 1o oo 13
On en déduit aisément : / e "us"du= o ( / e tus dU) (le quotient des deux
T r—+00 r

intégrales est majoré par —, qui tend vers 0 quand = — 400). En combinant (4) et (5), on

+oa 1 +o0
1 1 1 -
S . | —u L1 —u, Lo
e fraTt = / e “uadu — (— — 1) / e “u=s"*du
x ¥ x
4o 1 +oa 1
a1 TR . |
= e "uadu+ o e “usdu
T r—r4oo x
+ox 1
~ e “ua"du,
T—r+00 Jp
ce qui est le résultat attendu :

+oo 14 1,
] e tus T du o~ e TasTh (6)
T

r—r+0o0

1
x

obtient donc :

(¢) On combine (3) et (6), et on en déduit :

E)

+oo o 1 +oo 1 e *Ta e
/ e " dt = : / e tuatdu o~ ——— o~ .
1 ara Ja Totee e TS

A Tévidence, le terme de droite est négligeable devant e™* quand x — +oc (puisque :

T

. 1 s R -
lim — =0), done I'intégrale ] e " dt est négligeable devant e quand z — +00.
1

z+oo X

10. (a) On reprend la comparaison entre série et intégrale de la question 8.(c¢), mais en sommant
a partir de n = 1 au lieu de n = 0, et on ne conserve que la premiere inégalité. On obtient
alors :

+lx| (a3 +lx| (ad
Vo > 0, Z e é] e " dt.
n=2 1

(b) Pour tout x >0, on a :
+oo +oo
Sa(z) —1= Z e Z ot
n=l1 n=2

On en déduit : .
Ve >0, e "< Sy(r)—1<e ™+ Z e (7)

Or, d’apres les questions 9.(c) et 10.(a), on a :

+oc N 400 “
Vr >0, 0< Z e <L / e dt= o (e_x) ,
1

400
n==2
+oo
- . — o — .
ce dont on déduit que : E e ™ = o (H x) puis :
oy =400 !

13



+o0
rd - — o — -
ce dont on déduit que : § e = o (e I), puis :
—2 Tr—r4oo

+oo
— — [=3 — — —
f_f$+E e ™ ="+ o (ex) ~ e "
n==2

=400 =400

Done, d’apres 'encadrement (7) (et un usage soigné du théoreme des gendarmes), on en
déduit :
Sa(z) =1 ~ e ™.

T—r+00
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