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                  DM N°2– à rendre la semaine du 03/11 

                                       
  

                   

               

 

Ce sujet comporte  8  pages, et est constitué de deux problèmes indépendants.  

 

Problème I – Matrices semblables à leur transposée 
 
 

Dans tout le problème,  n  désigne un entier supérieur ou égal à  2 .  On note ( )n M  l’ensemble des matrices carrées 

réelles d’ordre  n  et ( )n M  l’ensemble des matrices carrées complexes d’ordre  n . 

On note 
TA  

 la matrice transposée d’une matrice  A.    

 

   Le but de ce problème est de montrer que toute matrice  A  appartenant à  ( )n M   est semblable à sa transposée. 

 

Partie I – Questions préliminaires    

 
1.   Soient  E  un  − espace vectoriel de dimension  n ,  U  et  V  deux bases de  E . On note  P  la matrice de passage de  U  à  V. 

 

a.   Soient  f  un endomorphisme de  E ,  A  sa matrice dans la base  U  et  B  sa matrice dans la base  V . 

    Exprimer  A  en fonction de  B ,  de  P  et de  
1P −
 (On ne demande pas de démonstration).  

 

b.   Soient  M  et  N  deux matrices appartenant à ( )n M  ; on rappelle que  M  est dite semblable à  N   

lorsqu’il existe une matrice inversible  Q  appartenant à ( )n M   telle que 
1M Q N Q −= . 

Montrer que si  M  est semblable à  N ,  alors  N  est semblable à  M . 

On dit pourra donc dire désormais, de façon abrégée, que « M  et  N  sont semblables ». 

 

c.   Soient  A ,  B  et  C  trois matrices appartenant à  ( )n M . On suppose que  A  est semblable à  B  et que  B  est semblable à  C. 

Montrer que  A  et  C  sont semblables. Montrer aussi que 
TA  

 et 
TB   

  sont semblables. 

 

d.   Soit  ( )nA  M . Montrer que si  A  est semblable à une matrice diagonale,  A  et  
TA  

 sont semblables. 

 

2.   Soit ( )nA  M  . On pose ( ) ( )det nP X X I A= − . 

Montrer que  P  est un polynôme de degré  n .  En déduire qu’il existe un nombre fini de complexes  z  tels que nz I A−  soit 

non inversible. 

 

3.   Soient  A  et  B  deux matrices appartenant à ( )n M . On suppose que ces deux matrices, considérées  

comme éléments de  ( )n M , sont semblables : il existe donc ( )nR  GL  telle que 
1B R A R−= , 

et l’on pose ( )ReP R= , ( )ImQ R=  (matrices dont les coefficients sont respectivement égaux à la partie réelle, et à la 
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 partie imaginaire, de ceux de  R ). 

 

a.   Montrer, à l’aide de  2. , qu’il existe un nombre fini de complexes  z  pour lesquels la matrice ( )P i Q z Q+ +  est  

non inversible.   

b.   En déduire l’existence d’un réel  x  tel que  P x Q+   est inversible. 

c.   Montrer que les matrices  A  et  B , considérées comme éléments de ( )n M , sont semblables. 

 

4.   Cet exemple est sans influence sur la suite du problème 

 

On considère la matrice  A  de  ( )3 M   définie par :    

7 4 2

2 0 0

4 3 0

A

 
 

= − 
 − − 

. 

On note  f  l’endomorphisme de 
3  dont la matrice dans la base canonique est  A . 

Montrer qu’il existe une base  ( ) 1  2  3,   ,   e e eB =  de  3   telle que la matrice de  f  dans la base B  soit la  

matrice  T  donnée par :          

3 0 0

  =  0 2 1

0 0 2

T

 
 
 
 
 

. 

Quelle est la matrice de  f  dans la base ( ) 1  3  2,   ,   ’ e e eB =  ? 

Conclure. 

 

 

Partie II – Cas des endomorphismes nilpotents 

 

On considère une matrice ( )nA  M , et l’on note  f  l’endomorphisme de 
n  dont la matrice dans la base canonique est  A .  

On suppose  f  nilpotent. On note alors  p  son indice de nilpotence, ie l’unique entier 1p   tel que 0pf =  et 
1 0pf −   .  

1.   Soit  x  un élément de 
n   tel que ( )1 0pf x−  . 

Montrer que la famille ( ) ( ) ( ) 2  1  ,    ,    ,  ... ,    px f x f x f x−  est libre dans 
n . 

En déduire que p n . 

 

2.a.   On suppose que 1p = . Montrer qu’alors  A  et 
t A  sont semblables. 

 

 b.   On suppose que p n= . Soit  x  un élément de 
n  tel que  ( )1 0nf x−  . 

Déterminer la matrice de  f  dans la base  ( ) ( ) ( )( )2 1 ,    ,    ,  ... ,   nx f x f x f x−
, et sa matrice dans la  

base ( ) ( ) ( )( )1 2 ,    ,  ... ,   ,   n nf x f x f x x− −
. 

En déduire que  A  est semblable à  
TA  

 . 

 

Dans la suite de cette partie, on considère le cas où 1 p n  . 

On considère un élément  x  de  
n   tel que  ( )1 0pf x−  . On pose pu x= , ( )1pu f x− = , ..., ( )1

1
pu f x−=  ,et on  

complète la famille libre  ( ) 1  2   ,    ,  ... ,   pu u u  en une base ( ) 1  2 ,    ,  ... ,   nu u u  de  
n  . 

On note  U  la matrice de  f  sur cette base, et  P  la matrice carrée de taille  n  dont la  k – ième ligne est égale à la première ligne  
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de  
1kU −

,  et ce pour tout entier  k  compris entre  1  et  n . 

 

3.   Montrer que les lignes de cette matrice  P , à partir de la  1 èmep + − , sont nulles. 

Que peut – on en déduire quant au rang de  P ? 

 

4.   Pour  j  et  k  entre  1  et  p ,  préciser ( )k
jf u   suivant que k j , k j=  ou k j . 

En déduire les  p  premiers termes de la  k – ième ligne de  P. 

Montrer que la matrice  P  est de rang  p . 

 

5.   Soit  g  l’endomorphisme de n  admettant  P  pour matrice dans la base ( ) 1  2 ,    ,  ... ,   nu u u  de n , et  

soit  W  le sous − espace vectoriel de n  engendré par  ( ) 1  2   ,    ,  ... ,   pu u u . 

 

a.   Montrer que pour tout  u  de  W , on a ( )g v v= . 

En déduire que  W  et le noyau de  g  sont deux sous – espaces supplémentaires dans n . 

 

b.   Montrer que ces deux sous – espaces sont stables par  f  ( On rappelle qu’un sous – espace  F  d’un  

espace vectoriel  E  est dit stable par un endomorphisme   de  E  si l’on a : ( )F F  ). 

 

6.   Montrer, par récurrence sur  n ,  que toute matrice nilpotente ( )nA  M  est semblable à sa transposée. 

 

 

Partie III – Cas général.   
 

Dans cette partie, on revient au cas général :  A  est donc une matrice quelconque de  ( )n M , et l’on note  f  l’endomorphisme  

de 
n  dont la matrice dans la base canonique de 

n  est égale à  A . 

 

1.   Soient  G  et  H  deux sous – espaces vectoriels supplémentaires dans  
n , stables par  f  ( ie ( )f G G   et ( )f H H ). 

On note ( ) 1  2   ,    ,  ... ,   pu u u  une base de  G  et ( ) 1  2   ,    ,  ... ,   p p nu u u+ +   une base de  H . 

Soit  M  la matrice de  f  dans la base  ( ) 1  2   ,    ,  ... ,   nu u u . 

a.   Montrer que  M  est de la forme :    
O

O

B
M

C

 
=  

 
 , 

où  ( )pB  M , et  ( )n pC − M ; on précisera la taille des matrices nulles intervenant dans  M . 

 

b.   Montrer que l’endomorphisme induit par  f  sur  G :  
( )

:
G G

g
x f x

→

 

 est bien défini, et admet pour matrice dans la  

base ( ) 1  2   ,    ,  ... ,   pu u u  de  G  la matrice  B . 

 

2.   On considère un complexe  .  On note :     
  =    Id ng f − 


. Soit ( ) , , 0xnn

xH x n g x=    = . 
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a.   Montrer que  H  est un sous – espace vectoriel de n . 

On note  m  la dimension de  H . 

 

b.   Montrer que  H  est stable par  g . 

On note alors  h  l’endomorphisme induit par   g  sur  H ,  défini par :   
( )

:
H H

h
x g x

→

 

 

 

c.  Montrer que  h  est nilpotent. 

 

d.   En déduire que  0mh = . 

 

 

On suppose par récurrence que toute matrice carrée de taille comprise entre  1  et  1n −  est semblable à sa transposée. 

 

3.   On suppose ici qu’il existe deux sous – espaces vectoriels  F  et  G , stables par  f  et supplémentaires dans 
n , aucun de ces deux  

sous-espaces n’étant réduit au vecteur nul. En considérant les endomorphismes induits par  f  sur  F  et sur  G ,  montrer que  A  est 

semblable à TA  . 

 

4.   On suppose ici qu’il existe     tel que   
  Id nf − 


 soit nilpotent. Montrer que  A  est semblable à sa transposée. 

 

On suppose désormais que pour tout    ,   
  Id nf − 


 n’est pas nilpotent. 

 

5.   Montrer que la famille ( )k

k
f

 
 n’est pas libre. 

 

Il existe donc un plus petit entier  p  tel que la famille ( )
 0,

k

k p
f


. soit liée. On considère des complexes 0 1, , ..., pa a a  , 

avec pa  non nul, tels que 
0

0
p

k
k

k

a f
=

= . On note alors  P  le polynôme 
0

0
p

k
k

k

P a X
=

= = . On considère une racine   

de  p ,  et l’on note  m  sa multiplicité : le polynôme  P  s’écrit donc sous la forme ( ) ( )
m

P X Q X= −  , où  

0

p m
k

k

k

Q b X
−

=

=   est un polynôme n’admettant pas   pour racine. On pose enfin ( )
m

g f Id= −  , et 
0

p m
k

k

k

h b f
−

=

=  . 

On remarque que l’on a : 0g h = . 

 

6.   Montrer que Ker g  et Ker h  sont tous les deux stables par  f ,  et non égaux à 
n . 

 

7.**   Montrer que Ker Ker ng h =  .  Il n’est pas conseillé de traiter cette question : admettre. 

 

8.   En déduire que  A  est semblable à sa transposée. 
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PROBLÈME 2 
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