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Compléments d’algebre linéaire
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Dans tout ce chapitre, K désignera R ou C.

I Familles libres, génératrices, bases

1. Combinaisons linéaires

Définition (combinaisons linéaires ; espace vectoriel engendré)

Soient £ un K — espace vectoriel, et F une famille de vecteurs de E .

e Soit x € E. Onditque x est combinaison linéaire des vecteurs de F si et seulement s’il existe une

n

n
e K, telsque x = Z Agug,
k=1

famille finie ( Uy, ll, ) de vecteurs de F', et des scalaires A |, ..., A

e [’ensemble des combinaisons linéaires de vecteurs de F est noté¢ Vect ( ¥ ) . C’est un sous — espace

vectoriel de E, appelé sous — espace vectoriel engendré par F .

2. Familles génératrices

a. Définition (familles génératrices)

Soient £ un K - espace vectoriel, et ¥ = (ul- ) , une famille de vecteurs de E .

e Onditque F estune famille génératrice de E lorsque Vect (F ) = E .
e Ainsi, (ui ) o est une famille génératrice de E lorsque :

i— pourtouti € I, u; appartienta E;

ii — toutvecteur u de E s’écrit comme combinaison linéaire (finie) des vecteurs u ; :

VxeE,EIneN,EI(il,...,in)eI",3(%1,...,kn)eK",x: i Mpug,
k=1

b. Propriétés

i— SiF = (ui ) o est une famille génératrice de E, alors toute sur — famille de F dans E est génératrice de E .
S

[ Une sur —famille de T dans E est une famille de vecteurs de E contenant les vecteurs u ; , i € I ].
ii — Soit (u Lo wes Uy ) une famille finie de n vecteurs d’un K — espace vectoriel £ . Alors (ul s s Uy ) est
K" - E

génératrice de E si et seulement si I’application linéaire ¢ : est surjective.

(Rrsenhy) P Ayuy +o b,
iii — Soient f € E(E,F),et T = (ul- ) , une famille génératrice de E. Alors

L e

e la famille (f(u, )) , engendre Im(f) >

e f estsurjective si et seulement si ( f ( u,; ) ) est une famille génératrice de F .
iel



3. Familles libres, familles liées

a. Définition (familles libres)

Soit ¥ = (u ; ) une famille de vecteurs du K — espace vectoriel E .

iel

e La famille F est dite libre lorsque toute sous — famille finie de F est libre, ¢’est — a — dire lorsque :

b1,V (A, )e K", Z hpu; =0= k) =-=%r, =0.
k=1

VoneN",V{i,.i

n

On dit alors que les vecteurs u;, i € I, sont linéairement indépendants.

Dans le cas d’une famille F = (u,, )n » indexée par I’ensemble des entiers strictement positifs, 7 est donc libre si

eN

eK, D hju,=0=>%r, =.=2,=0.

etseulementsi:VneN*,Vkl,...,K "
k=1

n

e Ondit que F estune famille liée lorsqu’il existe une combinaison nulle a coefficients non tous nuls des u ;,
ie lorsque: 3neN", 3 {il,...,in} cl,3 (7»1,...,7»,1) e K"\ (0,0,.,0), > rpu, =0.
k=

On appelle alors relation de dépendance linéaire entre les vecteurs u ; toute relation de la forme :

n
Z Apu;, = 0,avec &,.., %, non tousnuls.

k=1
b. Propriétés

i— Si & est une famille libre de £, alors toute sous — famille de & est une famille libre.

i — Soit (u Lo e U ) une famille finie de 7 vecteurs d’un K — espace vectoriel £. Alors (u Lo e U ) est libre si

K" - E

et seulement si I’application linéaire ¢ :
(Mrsenhy ) > Ayuy ot Ay u,

est injective.
iii — Soient f € L(E,F),etF = (ui ) _, une famille libre de vecteurs de E .

Alors si f est injective, la famille ( f ( u; ) ) est une famille libre.

iel

Plus précisément, f est injective si et seulement si ['image par f de toute famille libre de E est une famille libre.

4. Bases d’un espace vectoriel

a. Définition (base d’un espace vectoriel)

Soient £ un K — espace vectoriel, et (u, )iE , une famille de vecteurs de £ .

Onditque (u; ), _, estune basede £ lorsque (u; ), _, estala fois une famille libre et génératrice de E .

En particulier, une famille finie ( Uypyy U, ) de vecteurs de E estune base de E si et seulement si :

n

)eK"/u=Zn:kiui.

i=1

YuekE, 3!(7»1,...,7\,

b. Un résultat admis

On admettra, donc, que tout espace vectoriel admet une base.



c. Bases canoniques d’espaces vectoriels de référence
e La famille formée des vecteurs (1, 0,0,...,0), (0,1,0,..,0), (0,0,0,..,1) (dans cet ordre) est une base
de K", appelée base canonique de K ”.

. (1, X, X2, X" ) est une base de K, [ X |, appelée base canonique de K, [ X |.
k . .
. ( X ) Loy Cstune base de K[ X |, appelée base canonique de K[ X |.

e Rappel de notation

1 six=y

Soient x et y deux entiers. Le symbole de Kronecker & , ,

est défini par &, ,, = { 0 si
’ sinon

Matrices élémentaires
Soit (n, p) € (N* )Z.Pourtout (a,b) e {l,.,n}x{1,.., p}, notons E, , lamatrice de M, , (K) dontle
coefficient de la i ®™ ligne, j *™ colonneest: E, , (i,/j) =8,,8 ;.

Les matrices £, , sont appelées matrices élémentaires de M, , (K). ( E,, ) (a.5) b p) est une base de
s > ’ a

cet espace ; on dit (avec un léger abus de langage) que c’est une base canonique de M, , ( K ) .

d. Coordonnées d’un vecteur dans une base

Soient £ un K — espace vectoriel, et B = (ul- ) ., une base de E .
1 e

Tout élément de u de E s’écrit donc de maniére unique comme combinaison linéaire des vecteurs de @B, sous la

forme: u = Z A; u;,oules A ; sont des scalaires presque tous nuls (ie. tous nuls, sauf un nombre fini d’entre eux).

iel

On dit alors que les A ; , i € I, sontles coordonnées, ou les composantes, de u dans la base B.

i

Al
. . A2 . .
Dans le cas d’une base finie B = ( Upy oy U, ) , on dit que : est la matrice des coordonnées de u dans la base B. On
A n
A1
A
pourranoter: [u ] _ = .2
An

e. Propriétés
i— Si B estune base de E, toute sous — famille de B est libre, et toute sur — famille de B dans E est génératrice de E .

ii — Soit ( u; ) une famille finie de vecteurs d’'un K —ev E . Alors ( u; ) o est une base
1 e

ie{l.,n}
K" - E

(2),_, = Z My,
i=1

iii — Soient feL(E,F),et(ui)' , une base de £

1 e

de E sietseulement si ’application linéaire ¢ : est bijective.

Alors f est bijective si et seulement si la famille ( f (u,» )) _ est une base de F'.
1 e



II  Sommes, sommes directes de sous — espaces vectoriels

1. Somme de sous — espaces vectoriels

a.

Définition (somme de sous — espaces vectoriels)

n
Soit £ un K —espace vectoriel. Soient £ ,..., £, des sous — espaces vectoriels de E . On note Z E,

i=1

n n n
2 r .
I’ensemble Z xi,(xl,..., xn) € | | E; ;. z E ; estappelé somme des sous — espaces vectoriels E ..
k=1 i=1 i=1

Propriétés

n
i- Z E , estun sous — espace vectoriel de E.
i=1

n
ii — Z E; estle plus petit sous — espace vectoriel de £ contenant chacun des E; .

i=1

Remarques

e On peut, de manicre plus générale, définir la somme d’une famille quelconque ( E, ) o de

sous — espaces vectoriels de E par : Z E;, = U Z E;.

iel Jcl ield
J fini

n n
e Soit, pour tout i € { 1,..n } , T, une famille génératrice de E; . Alors la famille H F, engendre z E,;.
i=1

i=1

2. Somme directe de sous — espaces vectoriels

a.

Définition et notation

Soient a nouveau E un K —espace vectoriel et £ ,..., £, des sous — espaces vectoriels de E .

n n
La somme Z E; estdite directe lorsque tout élément x de Z E , s’écrit de manicre unique sous la forme x =
i=1 i=1

n n
avec pour tout [ € {1, s n}, x; € E;.Lorsque la somme Z E; estdirecte, on la note @ E

i=1 !

n
in»

i=1

Caractérisation des sommes directes

Proposition

Soient £ un K —ev, et E,,..., E, dessevde E.Les propositions suivantes sont équivalentes.
n
i— La somme Z E; estdirecte.
i=1

n n
i — Pourtout(xl,...,xn) € H E,, Z x; =0=>x, =..=x, =0.
i=1 i=1
k
iii— Pourtout k € {1,..,n — 1}, Z E, |nE;, =1{0}.

i=1

n
iv—  Toute famille obtenue par concaténation d’une base de chacun des £, est une base de Z E,;.

i=1




De plus, lorsque E est de dimension finie :

La somme Zn: E; estdirecte si et seulement si Zn: dim ( E,; ) =dim ) E;.

i=1 i=1 i=1

Définition (base adaptée a une décomposition en somme directe)

n
Il résulte de iv — que lorsque £ = @ E;, etlorsque, pour tout i € {1, vy 1 }, B; estune basede £, la
i=1

famille B = H B, (concaténation des familles B, ), est une base de E .

i=1

n
On dit que B est une base adaptée a la décomposition de E en la somme directe E = @ E, .
i=1

Remarque

Les E, peuvent étre d’intersections deux a deux toutes réduites a { 0 } , sans que leur somme soit directe : prendre par
exemple trois droites vectorielles distinctes dans R * ...

3. Un cas particulier : sous — espaces supplémentaires dans un espace E

Soit E un espace vectoriel. On rappelle que :

Définition (sous — espaces supplémentaires dans E)

Deux sous —ev. F et G de E sont dit supplémentaires dans cet espace lorsque ¥ & G = E.

Proposition (caractérisations de la supplémentarité)

Les assertions suivantes sont équivalentes :

i — F et G sontsupplémentaires dans E .

ii—- FnNnG={0}jetF+G=E.

iii — Tout vecteur de E s’écrit de maniére unique comme somme d’un élément de F' et d’un élémentde G .

iv— Toute famille obtenue par concaténation d’une base de F et d’une base de G est une base de E .

De plus, si E est de dimension finie :

FnG={0}

F et G sont supplémentaires dans E si et seulement si ) ] ) .
dim F + dim G = dim £

Définition (base adaptée a un sous — espace vectoriel)
En particulier, lorsque F est un sous — espace vectoriel de £, toute famille obtenue par concaténation d’une base de F', et
d’une base de I’un de ses supplémentaires dans £, est une base de E .
On dit qu’une telle base de E est adaptée au sous — espace vectoriel F .

Exemples

e Soitn € N ;s0it P e K [X] un polyndéme de degré n + 1. Notons P K [X] le sous — espace vectoriel
de K [X ] constitué des polynomes divisibles par P . Alors, P K [X ] et K, [X ] sont supplémentaires dans £ .
e L’ensemble S, ( K ) des matrices symétriques d’ordre n, et ’ensemble 4, ( K ) des matrices antisymétriques,

, . . . . n ( n+1 ) n ( n— 1)
sont deux sous — espaces supplémentaires dans M , ( K ), de dimensions respectives 2 et 3 .

e Les applications paires et impaires forment deux sous — espaces vectoriels supplémentaires de F ( R, R ) .



IIT Applications linéaires

1. Image et noyau

Définitions (noyau, image d’une application linéaire)

Soient £ et F deux K — espaces vectoriels, et f € L (E, F )

o Lenoyau de f, noté¢ Ker ( /), estle sous — espace vectoriel de £ définipar: | Ker (f) = f ({o})

En pratique, on le détermine généralement grace a la caractérisation suivante :

Soit x € E . x estdans Ker ( /) sietseulementsi f (x) =0

e L’imagede f, notée Im ( f ), est le sous — espace vectoriel de f* défini par | Im(f)=/(E) |

Par conséquent, | pour tout y € F : y estdans Im ( /) sietseulementsi 3x € E, y = f(x)

2. Retour sur les décompositions en somme directe

Proposition 1 (bijection induite par une application linéaire)

Soient £, F deux K — espaces vectoriels, et soit u € £ ( E,F ) Soit G un supplémentaire de Ker ( u ) dans E. Alors

, g . . ‘Im(u) G —> Im(”) . .
u réalise un isomorphisme de G dans Im ( u ) DG : ( ) est un isomorphisme entre G et Im ( u ) .
x> u(x

Proposition 2

n
Soient £, F deux K — espaces vectoriels, et soient £ ,..., £, des sous — espaces vectoriels de E telsque £ = @ E,;.
i=1

Soit, pour tout i € {1,...,n}, u ; un élément de L(El-,F).

Alors il existe une unique application linéaire u € L (E, F ) telleque: V i € {1,...,n}, u‘E =u,.
Remarque
En particulier, étant donné, pour tout i € { 1,..,n } , un endomorphisme u , de E ,, il existe un unique endomorphisme u
. |E;
de E tel que pourtout i € {1,..,n}, u‘E_ =u,.
Proposition 3 — définition (famille de projecteurs associée 2 une décomposition en somme directe)
Soient £, F deux K — espaces vectoriels, et soient £ ,..., £, des sous — espaces vectoriels de E tels
n n
que E = @ E,.Soit,pourtout i € {1,..,n}, p, leprojecteur d’image E; etdenoyau @ E ;. Alors:
i =1 =1
l ; # 1
i — pourtoutie{l,...,n},p,-z=p,-.
ii —  Pourtout (i, /) e {1,...,n}2 telque i # j, p,op; =0.

n
iii- Ona ) p,=Idg.
i=1

n
On dit que ( )z ) . est la famille de projecteurs associée a la décomposition E = '®1 E,;.
i=




3. Applications a I’interpolation

Proposition

n
Soient n € N*, et ay,..,a, n + 1 éléments de K deux a deux distincts. Notons N le polynome N = [] (X - a, )
k=0

K[x] - K"*!

Soit ’application ¢ : p H(p(a ) P(a )
N n

) . Alors

o Ker ¢ estégala K[ X |. N (le sous — espace de K [ X | formé des polyndmes divisibles par N ) ;
ee ¢ définit un isomorphisme de K, [ X ] vers K" ' .

Ceci revient a dire que la restriction de u a K [ X ] au départ est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

Corollaire — définition (polynémes interpolateurs de Lagrange)

On considere a nouveau n + 1 éléments de K deux a deux distincts a ), ..., a .
. < — g
Pour tout i € {0,...,n},posons L, = H — Alors:
k=0 9i — g
k#i
o 2
. Pour tout (i, j) € {0,..,n} ,Li(aj)zéii’j.

(X La famille (LO,..., L ) est une base de K ,, [X]

n
eee Pourtout b = (b0 yees D, ) e K" "', il existe un unique polynéme P, acoefficients dans K et tel que

deg(P,,)Sn n
Ce polyndme est donné par P, = Z b, L,;.
‘v’ie{O,...,n},Pb(a[)zb[ i=0

Les polynomes L ; sont appelés polynémes interpolateurs de Lagrange associés a la famille ( Ag,es d, ) .

Proposition (expression d’un polyndme dans une base de lagrange)

Soient n + 1 éléments de K deux a deux distincts a, ..., a,,.

Soit L = (Lo s Ly, ) la base de Lagrange de K, [ X ] associée a la famille (ao U ) . Alors :

n

. PourtoutPeKn[X]:P:ZP(ai)Li.
i=0
oo En particulier, la somme des polynomes de Lagrange est égale au polyndme constant égala 1 :

SoL =1

i=0

Proposition (bases de Lagrange et matrices de Vandermonde)

Soient n € N*, et ay,..., a, n + 1 éléments de K deux a deux distincts. Soit £ = (LO e Ly ) la base de Lagrange de

K, [ X ] associée a la famille (ao,..., a, ),et B = (1, X,., X" ) la base canonique de K, [ X ]. Alors :

. La matrice de passage de £ vers B est la matrice de Vandermonde




1 a, ag eayg
l a, al eay
M(ao,al,...,an)z 1 : I eM,, (K)

1 2 n

adyp_1 4, a,_ 1
1 a, a? a,

Kn[X] N K}7+1
oo Soit I’application v : . Alors :
P = (P(ao),...,P(an))
° La matrice de y relativement a la base £ de K, [X ] au départ, et 4 la base canonique ¢ de K" "' a I’arrivée,

est la matrice identité 7, , ; ;

0o La matrice de y relativement a la base B de K, [X ] au départ, et a la base canonique ¢ de K" *' a I’arrivée,

est la matrice de Vandermonde M ( Ag,dq,....d, ) .

4. Equations linéaires et formes linéaires
a. Principe de résolution d’une équation linéaire

Soient £ et F deux K — espaces vectoriels, et f € £ (E , F ) .Soit b € F'.On cherche a déterminer 1’ensemble des
vecteurs x de E tels que f ( x) =b.

Notons alors I' , ’ensemble des solutions de cette équation : I' , = { xeE, f(x)=b } .

Proposition (structure de I’ensemble des solutions d’une équation linéaire)

e SibgIm(f),alorsT, =.

e Sib e Im( f),considérons un élément x , de E tel que f (xo ) = b . Alors ', estle sous — ensemble de £

donnépaer:x0+Ker(f):{x0+z, zeKer(f)}z{er,EIzeKer(f),x:xo+z}.

Remarque

e En particulier, I' j = {x e E, f(x) = 0} est non vide, et égal a Ker(f).
e On dit que la condition b € Im ( f ) est la condition de compatibilité de 1’équation linéaire.
b. Formes linéaires, espace dual

Soit £ un K — espace vectoriel.

Définition

e On appelle forme linéaire sur E toute application linéaire de £ vers K.

e (Hors-programme) : L’ensemble L ( E, ]K) des formes linéaires sur E estun K — espace vectoriel.

Onlenote £, eton I’appelle espace dual de E .

Remarques

e Toute forme linéaire non nulle est de rang 1, et surjective.

e Si E est de dimension finie, il en est de méme pour £ *, et 'on a dim ( E" ) = dim (E).




Exemples

K" —> K
o Les formes linéaires sur K" sont les applications ¢ : ul ,ou ay,..,a, sontdes
(xl,..., X, ) — Z a, X,
k=1
éléments de K fixés.
e Etant donnés un espace vectoriel £ de dimension finie n, et B = (e Lseer €1 ) une base de E, les formes
E - K
linéaires sur £ sont les applications f : L u , ol (a Loees @ ) e K".
x=Y xie; b Y apx,
i=1 i=1
b

e Soient a et b deuxréels. Les fonctions 8 ,: f = f(a),1,,: f = j f(t)de,d,: [ f(a)

a

sont des formes linéaires sur, respectivement, ¥ (R, R ), ¢ 0 (R,R)etD ! (R,R).

e On suppose encore ici £ de dimension finie »n, et muni d’une base B = ( €, €, ) . Les applications

E — K

Q;: , qui & tout vecteur x associent sa composante suivant e, relativement a la base B,

n
X = Z xkekal-
k=1

sont des formes linéaires sur £ . On les appelle formes linéaires coordonnées dans labase B de E .

c. Hyperplans et formes linéaires
Soit a nouveau £ un K — espace vectoriel.

Définition (hyperplans)

On appelle hyperplan de E tout sous — espace vectoriel de £ admettant un supplémentaire de dimension 1 dans E'.

Remarque :

Si E est de dimension #, les hyperplans de E sont donc ses sous-espaces vectoriels de dimension n — 1.

On prend souvent ceci comme définition des hyperplans en dimension finie.

Proposition 1 (les hyperplans sont les noyaux de formes linéaires non nulles)

Soit H un sous —ensemble de £ . Alors, H est un hyperplan de E si et seulement si il existe une forme linéaire ¢

sur £, non nulle et telle que Ker ¢ = H .

Proposition 2 (les formes linéaires sont caractérisées, a constante multiplicative prés, par leur noyau)

Soient ¢ et y deux formes linéaires sur £, toutes deux non nulles.

Alors, ¢ et y ont méme noyau si et seulement si elles sont colinéaires.

3

roposition 3 (équations d’hyperplans)

On suppose que E est de dimension finie non nulle #, muni d’une base B = ( €1, €, ) . Soit H un sous —

ensemble de E . H estun hyperplan de E si et seulement s’il existe (a Loees @ ) e K"\ {O} tel que :




1V Changements de bases en dimension finie

1. Matrice des coordonnées d’un ou de vecteur(s) dans une base Rappel

a. Pour un vecteur

Définition (matrice des coordonnées d’un vecteur dans une base)

Soit £ un K - espace vectoriel de dimension n, et soit B = (el, s €, ) une base de E . Tout vecteur u de FE

s’écrit de maniere unique comme combinaison linéaire des vecteurs de @B, sous la forme :

n
u = Z A;e;,avec Ay,..., A, € K.

i=1

Al
. , A2
Onditque A, ..., A, sontles coordonnées, ou composantes, de u dans la base B, et que [u]@ =| .7 |estla
Ao
matrice des coordonnées de u dans la base B.
b. Pour une famille de vecteurs
Définition
Soient £ un K — espace vectoriel de dimension n, et B = (el s eees € ) une base de £ . Considérons une famille
A, j
F = (u u ) de p vecteurs de E, etnotons, pour tout j € {1 } [ ] _ | hai la matrice des
- 19 == 2 P ) 9p ] a"'ap s uj ®_ :
7\. n,j

C.

coordonnées du vecteur u ; dans la base B. On appelle matrice des coordonnées des vecteurs de la famille F dans la

base B la matrice [F]_ e M, , (K) dontla j™ colonne est [uj ]@

ul uZ e uj e cee up
Mg A 7\’1,/‘ Xl,p €
Aor Ao : : €,
(], =],
? }"i,l }"1,2 }\'l,j }\’f»P €
7\‘)1,1 >\‘n2 knj }“n,p €n
Matrices de passage
Définition (matrices de passage, ou de changement de bases)
Soient £ un K — espace vectoriel de dimension finie n, B = (e, s ees € ) et B’ = (8 15 €4 ) deux bases de E .

On appelle matrice de passage de B vers B’ la matrice P, _, 5. des coordonnées des vecteurs de la famille B’ dans

la base @B. On dit également que P, _, ;- estla matrice de changement de base B vers B’ :

10




j n
7*1,1 7\‘1,2 7\’1,1' }\‘l,n €
Aoy Aoy e e e,
P . B’ = : e M, (K),
o [ ]{B }"zl }"i,Z }"11 7\’1‘,)1 € "( )
7\‘n,l 7\‘n2 }\’n,j }\‘n,n €,

n
otles A, ; sonttels que pourtout j € {1,...,n}, €, = > A,

J

d. Propriétés

Soient £ un K — espace vectoriel de dimension finie n, B , B’ et B’ trois basesde £ . Alors:

. . . -1
e Lamatrice de passage P, _, 5. estinversible, et ( Py 5 ) =Py 4.

hd Py 6> =Pg 5 Pg 5.

o  Formule de changement de base pour les vecteurs

Pour tout vecteur u de E : [u]@, = (P@%@,)i1 [u]@

Matrice associée a une application linéaire relativement a des bases

a. Définition

Soient £ un K — espace vectoriel de dimension p, F un K — espace vectoriel de dimension n, et f € L (E , F )

n

Soient B = (el,..., e,

)unebasede E, et B’ = (sl,...,s )unebasede F.

On appelle matrice de f relativement aux bases B et B’ , et I’on pourra noter M g - ( f ) , la matrice des cordonnées

de la famille de vecteurs (f(el ), wor f (ep )) dans la base B’ . M@’@a(f) est donc la matrice de M, , (K)

donnée par :

Ao Ao Ay My ) €
7“2,1 7”2,2 ' €7

M, .- = ,
50 (f) >\‘11 )\‘[,2 }\'l,j }\‘[,p €
Ao Ao o Ay o e Ay Ey

oupourtout j € {1,..,p}, f(ej) = Zn: AE,

i=1
Lorsque f est un endomorphisme de £, la matrice de f relativement a la méme base B au départ et a I’arrivée sera

simplement notée M ,( /) ou Mat, ( /).

b. Expression matricielle de I’image d’un vecteur

Soient £, F deux K — espaces vectoriels de dimension finie, B unec base de £, B’ uncbasede F, et f € L (E , F )

une application linéaire de £ vers F.

11



Proposition

Pour tout vecteur u de E, la matrice des coordonnées de f ( u ) dans la base B’ est donnée par :

[f(”)]@’ = Mg 4 (f)x [”]@

Corollaire (caractérisation matricielle du noyau et de I’image d’un morphisme)

e Soit u € E. Notons X lamatrice des coordonnées de u dans la base B .
Alors u appartient a Ker f sietseulementsi 4 X = 0.

e Soit p la dimension de F. Soit v € F . Notons Y la matrice des coordonnées de v dans la base B’ .

Alors v appartienta Im f* si et seulement il existe X € M , | (K) telque 4 X = Y.

c. Compatibilité avec la composition, et conséquences

Proposition (matrice d’une composée)

Soient £, F, G trois K — espaces vectoriels de dimensions finies, B une base de E, B’ une base

de F, et B’ unebasede G. Alors pour tout f € L(E,F) et pour tout g € L(F,G) :

M@’@,,(gof) = M@’,@”(g)XM@,rB’(f) .

Proposition (matrice d’un isomorphisme inverse)

Soient £, F deux K — espaces vectoriels de dimensions finies, B une base de £, B’ une base de F,
et feL(E,F).
Alors f est un isomorphisme si et seulement si Mat@ﬂ@,(f ) est inversible.

De plus lorsque tel est le cas : Mat%,,,@,(f_l) = (Mat@,@,(f))_l.

En particulier, lorsque f est un automorphisme de £ : Mat, ( ! ) = (Mat@ ( f ) ) _l.

Matrice d’une itérée d’endomorphisme
Soient £ un K — espace vectoriel de dimension finie, B une basede £, et [ € L (E ) .Pourtout » € N, on
note " la composée n foisde f avec lui—méme: f" = fo f o..o0 f .Parconvention, /° = Idj .
| S
n fois

n

Onapourtout n € N : M@(f") = (M@(f))

3. Changement de base ; matrices semblables
a. Formule de changement de base pour les applications linéaires

Cas général

Soient £, F deux K — espaces vectoriels de dimension finie, B, B’ deux basesde £, C, C’ deux basesde F,

et f e L(E,F). Alors avec les notations habituelles : Mat ;. .. ( /) = (Pc,c’ )71 x Mg o(f)x Py g

Cas particulier essentiel



Soient £ un K — espace vectoriel de dimension finie, B, B’ deux bases de E, et f un endomorphisme de E.

Notons P la matrice de passage de B & B’ . Alors : Mat,.(f)=P ' x My(f)xP

Remarque

On observera que lorsque £ estun K — espace vectoriel de dimension finie muni de deux bases B, B’ , la matrice de

passage de B a B’ n’est autre que la matrice de Id ; relativement @ B au départ, et B’ a ’arrivée.

b. Matrices semblables

Définition

Soient 4 et B deux matrices carrées appartenant a M, ( K )

A et B sont dites semblables lorsqu’il existe P € GL, (K) que B = P~' x 4 x P.

Caractérisation

On déduit de la formule de changement de base que

<<>> deux matrices 4 et B de M, (K ) sont semblables si et seulement elles représentent le méme endomorphisme

d’un K — espace vectoriel de dimension 7, relativement a deux bases éventuellement différentes.

Remarque

Deux matrices semblables ont méme rang ; la réciproque est fausse.

5. Trace d’une matrice carrée, d’un endomorphisme en dimension finie
a. Trace d’une matrice carrée

Définition

La trace Tr ( M ) d’une matrice carrée M = (m . ) o , € M, (K) estlasomme de ses coefficients

diagonaux : Tr (M) = > m; .
k=1

Proposition

Soit (4, B) e (M, (K))". Alors, Tr (4 B) = Tr (B 4).

Corollaire

Soit ( A, B ) € ( M, ( K ) ) 2. Si A et B sont semblables, alors elles ont méme trace.

b. Trace d’un endomorphisme en dimension finie

Définition (trace d’un endomorphisme en dimension finie)

Soit E un espace vectoriel de dimension finie, et soit u € L ( E ) . D’apreés ce qui précéde, pour toutes bases B et B’
de £, ona Tr(M@ (u)) = Tr(M(B, (u))

On définit alors la trace de u par: Tr(u) = Tr ( My (u) ) , ou B est une base quelconque de E .

Propriétés



Soit n € N ™. Alors

M,(K)-> K

est une forme linéaire non nulle sur M, (K ).
M T (M)

e [’application trace : (

e Pour tout K — espace vectoriel £ de dimension #n, ’application trace : (

est une forme linéaire non nulle sur £ ( E ).

Cas d’un projecteur

Soient E un ev de dimension finie, et p un projecteur de E . Alors la trace de p estégalasonrang: Tr p = 1g ( p ) .

V' Sous — espaces stables et réduction par blocs

1. Sous — espaces stables
a. La définition

Soit £ un K — espace vectoriel, F' un sous — espace vectorielde E,et u € L ( E ) .
On dit que F est stable par u ou u — stable si et seulement si u (F ) < F .

b. Premiers exemples

Proposition

Soient £ un K — espace vectoriel, et u € L (E ) Alors Im u et Ker u sont stables par u .

2. Stabilité et réduction par blocs

a. Stabilité d’un sous-espace et trigonalisation par blocs

Proposition

Soient £ un K — espace vectoriel de dimension finie n € N *, uel ( E ) , et F un sous — espace vectoriel de

dimension (finie) p € {1, vy 1 — 1} . Soit maintenant B , = (el, v ep) une base de F', complétée en une base
A B B
B = (el,...,e,,) de E. Alors: F estu —stable < M, (u) = (p) D(p,n P) ’
O(nipap) (l’l*p)

i.e.: F est u — stable si, et seulement si, la matrice de # dans une base adaptée a F' est triangulaire par blocs.

b. Stabilités simultanées d’une famille de s.e.v. et diagonalisation par blocs

Proposition
Soient £ un K — espace vectoriel de dimension finie n € N*, u € L (E).et E\,.. E, p
. * P
sous — espaces vectorielsde £,ou p € N |, tels que : E= @ E;,. Alors:

i=1

Vie{l,.,p}, E; estu —stable

g

P
3 B basede E adaptée a la décomposition £ = @ E; telle que :
i=1




0 --- 0
0 .
o 0

0 - 0

i.e.: les E; sonttous u — stables si, et seulement si, la matrice de # dans une base adaptée a la décomposition

M@E(u)z

>

; est diagonale par blocs. De plus, lorsque tel est le cas, la matrice de u dans toute base

P
spatiale £ = @ E;
i=1

adaptée a cette décomposition spatiale est diagonale par blocs, de forme similaire.

3. Endomorphismes induits

a. Définition

Soient £ un K —ev.,u € [ (E ) , et I/ un sous — espace vectoriel de £ u — stable.

F > F

(restriction de u a F au départ et a I’arrivée) est bien définie.
X u ( x)

L’application u ‘MFE : [

On I’appelle endomorphisme induit par u sur F . On la notera dans ce chapitre u .. (notation non universelle).

b. Matrice d’un endomorphisme induit

Proposition

Soient £ un K —e.v. de dimension finie n, u € L ( E ) , F un sous — espace vectoriel de £ u — stable de

une base de F', complétée en une base B = (el . en) de E adaptéea F.

A B

On sait que la matrice de u dans la base B est de la forme M ; (u ) = { 0 c

n—p,p

Bewm,,_, (K)etCe M, _, (K).Aveccesnotations, A est la matrice de u  dans labase B .

dimension p € {1, vy 1 — 1} , et u p ’endomorphisme induit par u sur F . Soit d’autre part B, = (el s s € )

j,avecAeMp(K),

¢. Cas d’une décomposition spatiale en somme directe de sous — espaces stables

Proposition
Soient £ un K — espace vectoriel de dimension finie n e N", u € L ( E ) et Ey, ., E, p
. * p
sous — espaces vectorielsde £,ou p € N*,stablespar u, ettelsque: FE = @ E;.

i=1

=

par u sur E et 4, = M 4 (uE[ ) € M, (K) lamatrice de u ; danslabase B,. Soitenfin @ =

i=1

base de E obtenue par concaténation des B, . Alors la matrice de u dans la base B est :

A, 0 - 0

0 4
M@(“): . .2 0

0 -« 0 4,

Soit, pour tout i € { L, .., p} , p; ladimensionde £, ; une base de ce sous —espace, u ;I’endomorphisme induit

B.
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d. Quand deux endomorphismes commutent...

Proposition

Soient £ un K — espace vectoriel, #, v deux éléments de £ (E ) . On suppose que u et v commutent, ie. que

uov=vou. Alors Ker (u ) et Im (u ) sont stables par v.

VI Polynomes d’endomorphismes ou de matrices

1. Polyndmes d’endomorphismes ou de matrices carrées
a. La définition
Définition

Soient £ un K — espace vectoriel, et # un endomorphisme de E .

P
Pour tout polyndme P = > a, X" e K[X ], onpose:

k=0
S k 2
- - P
P(u)—Zaku =agldg +ayu+a,u” +.+a,u’.
k=0
De la méme fagon, étant donnée une matrice carrée 4 € M, (K ), on pose :
< k 2
- - p
P(A)—ZakA =agl, +aAd+a, 4" +.+a,A".
k=0

b. Quelques propriétés...

...Données sans leurs démonstrations, car celles — ci sont sans difficulté.
Propriété 1

Soit n € N . Soient 4, B deux éléments de 9, (K ).On suppose 4 et B semblables.

Alors, pourtout P € K[X ], P(A4) et P(B) sontsemblables.

Plus précisément, soit O € GL£, (K) telleque B = Q™' 40 . Alors, P(B) =0 ' P(4)0.
Propriété 2

Soient £ un K — espace vectoriel, u € L(E) et P,O e K [X]

Alors les endomorphismes P ( u ) et O ( u ) commutent, et l’on a :

(PO)(u)=P(u)Q(u)=0(u)eP(u).

On dispose évidemment du résultat analogue pour les matrices carrées.

2. Polynémes annulateurs
a. Définition
. Onditque P € K [X ] est un polynome annulateur de I’endomorphisme u lorsque P (u ) est
I’endomorphisme nul.

ee Deméme, P estun polynome annulateurde 4 € M, ( K ) lorsque P ( A ) est la matrice nulle.

b. Un théoréme d’existence
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Théoréeme

Soient £ un K - espace vectoriel de dimension finie, et # un endomorphisme de E.

Alors il existe un polyndme P € K[ X | nonnulettel que P(u) = 0.

De la méme fagon, toute matrice carrée posséde un polynéme annulateur non nul.

Preuve

2
n

Considérons la famille d’applications (Id go U, U 2 u

de £ ( E),et1’on sait que dim ( L(E)) = n’.Ilenrésulte cette famille est lie : il existe

nZ

). Cette famille est composée de n 2 + 1 éléments

2

(ko,k],...,knz)e ]K”z”,nontousnulsettelsque z kkuk = 0. Alors, le polynéme P = Z kak est

k=0

nonnul, et ’ona P (u) = 0. La démonstration est analogue pour les matrices carrées.

3. Application au calcul d’inverse ou de puissances de matrices carrées

a.

Calculs d’inverses

Proposition

k=0

p
Soit 4 € M, (K ) une matrice carrée, et soit P = Z a, X* unpolynome annulateur de 4 .
k=0

Alors si a, estnon nul, la matrice 4 est inversible, et ’on a :

p

P=> a x*
k=0

Calculs de puissances

Soit 4 € M, ( K ) une matrice carrée, et soit P un polyndme annulateur non nul de 4 .
Soit, pour tout £ € N, R, le reste de la division euclidienne du polynéme X K par P.

Alorspourtout k € N : 4% = R, (4).
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