PC

Reéduction

2025- 2026

Dans tout ce chapitre, K désigne R ou C.

I ELEMENTS PROPRES D’UN ENDOMORPHISME OU D’UNE MATRICE CARREE

1. Eléments propres d’un endomorphisme

Soient £ un K — espace vectoriel, et ¥ un endomorphisme de E .

a. Valeurs propres ; spectre

e Soit A € K un scalaire. On dit que A est valeur propre de u sietseulementsi| Ker ( Ald , - u) # {O £ }

e L’ensemble des valeurs propres de u est appelé spectre de u, etonlenote Spec(u ) ou Sp(u ).

b. Vecteurs propres ; sous — espaces propres

Soit A € K une valeur propre de u .
e On appelle vecteur propre de u associé a la valeur propre A tout vecteur x de E non nul et tel que u (x) = Ax.

Un vecteur x de E est donc vecteur propre de u associé a la valeur propre A si et seulement si

X eKer(KIdE —u)\{OE}

e On appelle sous —espace propre de u associé a la valeur propre A, et I’on note souvent £, ( u ), le

sous — espace vectoriel de £ définipar| £, (u) = Ker(XIdE = u) = {x eE/u(x)-= Kx} .

c. Et on mélange le tout

Déterminer les éléments propres , ou éléments de réduction, de u , c’est déterminer ses valeurs propres et ses

SOus — espaces propres.

2. Premiers exemples

c. Exemple 1

2 -2 =2
Soit f I’endomorphisme de R * dont la matrice dans la base canonique de cet espace est: 4 = | —1 3 1
-1 -1 1

1. Déterminer les éléments propres de f.

2. En déduire une base de R * dans laquelle la matrice de 1 est diagonale.

a. Exemple 2

Soit £ = R , [ X ], muni de sa base canonique B = (l, X, X 2). Soit u I’endomorphisme de E représenté dans la




b.

base B par la matrice 4 =

S~ B~
—_— W =

3
3 |. Déterminer les éléments propres de u .
5

Exemple 3

Soit £ un K espace vectoriel de dimension finie 7, etsoit f un endomorphisme de E tel que
2 2
(31d; — f)o(2Hdg - f)%0,(20; - f) #0et(31d; - f)o(2Hd; - f) =0.
2
1. Montrer que Ker (3/d ; — f) ® Ker((ZIdE - f) )=E.

2. Montrer que f admet 2 et 3 pour uniques valeurs propres.
3. Montrer que f n’est pas diagonalisable, c’est — a — dire qu’il n’existe pas de base de £ dans

laquelle la matrice de f est diagonale.

Propriétés des éléments propres d’un endomorphisme

Soient £ un K — espace vectoriel, et # un endomorphisme de E .

e Lescalaire A est valeur propre de u ssi il existe un vecteur non nul x de E tel que u (x) = AX.

En dimension finie non nulle, A est valeur propre de u si et seulement si det (k dg, —u ) =0.
Dire que le scalaire A est valeur propre de u signifie aussi que I’endomorphisme AId , — u est non injectif. Par conséquent,
le sous-espace propre E, ( u ) = Ker( Aldg —u ) n’est jamais réduit au singleton { 0g } .

En particulier, 0 est valeur propre de u si et seulement si u n’est pas injectif, et dans ce cas I’espace propre associé est le

noyaude u: [E,(u) = Ker(u)|

Si A est valeur propre de u, ’espace E, ( u ) est la réunion de I’ensemble des vecteurs propres associés a A , et du
singleton {O E } .

On suppose ici £ de dimension finie n. Si A est valeur propre de u, le théoréme du rang donne :

dim(Ex(u)) = dim(Ker(MdE - u)) =n - rg(MdE - u) .

On suppose ici que A est une valeur propre non nulle de u . Alors, pour tout x € £, ( u ) T u ( x ) = AX, ce qui permet

. . 2 1 . \
d’écrire x comme image par # d’un élément de £, sousla forme x = u (X x ] . Alors x appartient donc & Im ( u ) ,et

ceci prouve que : (Si A est une valeur propre non nulle de u, alors £, (u) < Im (u) |

Eléments propres d’une matrice carrée

Soit une matrice carrée M € M, (K ).

On appelle valeur propre de M tout scalaire L € K tel que A/, — M soit non inversible.

L’ensemble des valeurs propres de M est appelé Spectre de M, et on le note Spec (M ) ou Sp( M ).

Soit A une valeur propre de M .

On appelle vecteur propre (ou matrice colonne propre) de M associé a la valeur propre A toute matrice



colonne X e Wln,l(K) non nulleettelleque M X = A X .

Autrement dit, une matrice colonne non nulle X € M, | (K ) est une matrice colonne propre de M associée a la valeur

propre A siet seulementsi: | (A, - M )X =0,

e On appelle sous — espace propre de M associé a la valeur propre A , et ’on note £, ( M ), I’ensemble :

E,(M)={XeM, (K)/MX =1rX|

On vérifie aisément que £, (M ) est un sous — espace vectoriel de M, (K ).

Déterminer les éléments propres de M, ¢’est déterminer son spectre et ses sous — espaces propres.

5. Liens entre éléments propres d’une matrice et d’un endomorphisme

Considérons un K — espace vectoriel de dimension # muni d’une base B, et un endomorphisme u de E.

a.

Liens entre éléments propres d’une matrice et ceux de I’endomorphisme canoniquement associé

Proposition

Soient M € M, ( K ), et u I’endomorphisme de K" canoniquement associé a la matrice M. Alors :

«  Les valeurs propres de M sont les valeurs propres de u .

«  Les vecteurs propres de M sont les matrices colonnes canoniquement associées aux vecteurs propres de u .

Démonstration

* Soit » € K. L’endomorphisme AId  , — u est canoniquement associ¢ a la matrice A/, — M, etil est non injectif si

et seulement si cette matrice est non inversible. Ceci prouve I’égalité du spectre de u et du spectre de M .

X1
. Soient L e K, x = (xl s s X ) eK”,et X = ¢ . Légalité u (x) = Ax se traduit, dans la base canonique,

X

par I’égalité matricielle M X = A.X . Ainsi, x € E, (u ) sietseulementsi X € E, (M ), et le résultat s’en déduit.

Généralisation
La proposition suivante étend le résultat du paragraphe précédent, et se démontre de maniére analogue.

Proposition

Soient £ un espace vectoriel de dimension finie 7, B une base de £, u un endomorphismede E, et M € M, (K)

la matrice de u dans la base B .
«  Les valeurs propres de u sont les valeurs propres de M .
«  Les matrices colonnes propres de M sont les matrices colonnes des coordonnées dans la base B des

vecteurs propres de u .

6. Propriétés des éléments propres d’une matrice

Les propriétés suivantes découlent de maniére immédiate de 1’identification, décrite dans le paragraphe précédent, entre les

¢léments propres d’une matrice carrée et ceux de I’endomorphisme canoniquement associé.

Proposition

Soit M e M, (K),etsoit e K.

o Les assertions suivantes sont équivalentes :




)
i)
iii)
iv)
v)
vi)
vii)

Viii)

e Si A estvaleur propre de M : dim(Ek (M)) =n - rg(M - 7»[,,).

A est valeur propre de M .

Iexiste X e M, , (K)\{On,l} telque M X = LX .
lexiste X e M, (K)\{0, } telque (A, - M)X =0, ,.

L’endomorphisme de K" canoniquement associé a A7, — M n’est pas injectif.
L’endomorphisme de K" canoniquement associé &8 L1, — M n’est pas bijectif.
La matrice A1, — M n’est pas inversible.

rg(Al, — M) <n.

det (A1, - M) =0.

7. Diagonalisablité

Soit # un entier naturel.

a. Matrice carrée diagonalisable

Soit A € M, (K ) une matrice carrée d’ordre n .

On dit que A4 est diagonalisable lorsqu’elle est semblable a une matrice diagonale.

La matrice 4 est donc diagonalisable si et seulement si il existe une matrice diagonale D € M, ( K ) et une

matrice inversible P € GL£, (K ) tellesque D = P~' 4 P.

b. Endomorphisme diagonalisable

Soit £ un K — espace vectoriel de dimension finie 7, et soit f un endomorphisme de E .

On dit que f est diagonalisable lorsqu’il existe une base de £ dans laquelle la matrice de f est diagonale.

¢. Lien entre ces deux notions

e On considére a nouveau un K — espace vectoriel £ de dimension 7z, et un endomorphisme f de E .

Notons B une basede £, et 4 = Mat ( f ) la matrice de f dans cette base.

Dire que A est diagonalisable, c’est dire qu’il existe P € GL, ( K ) telle que D = P ' A P soit diagonale. Notons
alors B’ labase de E telle que la matrice de passage de B a B’ soit égale & P . D’apres la formule de changement de

base, direque D = P LA P est diagonale revient a dire que la matrice de f dans la base B de E est diagonale, f est

alors diagonalisable.

On en conclut que | f est diagonalisable si et seulement si sa matrice 4 dans une base B quelconque de £ esd

diagonalisable|.

e ¢ Remarquons de plus que, que lorsque tel est le cas, la matrice 4’ de f relativement a n’importe quelle base

de E estsemblablea D, puisque D et 4’ représentent le méme endomorphisme f dans deux bases de E . Ainsi,

| f est diagonalisable si et seulement si sa matrice relativement a toute base de E est diagonalisable\.

e e o En particulier, étant donnée une matrice carrée M € M, (K) :

La matrice M est diagonalisable si et seulement si I’endomorphisme # € £ ( M, ( K ) ) (défini par

VXeM, (K), u(X)=M X)canoniquement associé a M est diagonalisable|




8. Diagonalisabilité et base de vecteurs propres
e Soient encore un endomorphisme f d’un K — espace vectoriel £ de dimension n, et 4 = Mat ;4 ( f ) la matrice de f
dans une base B = ( €1,€5,..., €, ) de E . Supposons que A est la matrice diagonale diag ( A Ay, ) Revenons alors

a ’interprétation habituelle de la représentation matricielle d’un endomorphisme :

rler) = rles) = rlen)

}“1 €1

Pourtout i € {1,..,n}, f(el.) = Ae,;,soit (7»,- 1d — f)(e[) = 0 :donc e; estun vecteur de Ker(?»,- d, - f),
évidemment non nul ; ainsi, A ; est valeur propre de f, et e; estun vecteur propre de f associé a la valeur propre A ;.

e o Réciproquement, s’il existe n scalaires A ,..., A ,, et une base B = (el 3 €0,y €, ), tels que pour

no
pour tout i € { l,..,n }, A ; est valeur propre de f, et e; un vecteur propre de f associé a cette valeur propre, alors la
matrice 4 de f dans la base B est bien de la forme précédente. Par conséquent :

Proposition 1

Soit f un endomorphisme d’'un K — espace vectoriel £ de dimension finie n, et B = (el 3 €55y €, ) une base de E.
Soit A la matrice de f dans cette base.

i

Alors A est une matrice diagonale si et seulement si tous les vecteurs e; , i € { 1,..,n } , sont des vecteurs propres de f.

Proposition 1 bis

L’endomorphisme f de E est diagonalisable si et seulement s’il existe une base B = ( €1,€5,...,€, ) de E formée de
vecteurs propres de f, respectivement associés a des valeurs propres A |, ..., A

n-

Dans ce cas, la matrice de f dans la base B est la matrice diagonale D = diag ( AisAhgsen Ay, ) .

eee Soit M € M,(K).En considérant I’endomorphisme u de M nl (K) canoniquement associéa M, et en lui

appliquant la proposition ci — dessus, on obtient le résultat suivant :

Proposition 2

La matrice M est diagonalisable si et seulement s’il existe une base B = ( X, X,5,.,X, ) de M, ( K ) formée de
matrices colonnes propres de M , associées a des valeurs propres A |, ..., A, . Dans ce cas, en notant P = ( X X5l | X, )

la matrice de M , (K ) dont les colonnes sont X |, X ,,..., X ,, et D lamatrice diagonale D = diag (k 1o Ay Ay, ) :la

matrice P estinversible, etl’ona D = P'MmMP.




Il DIAGONALISATION

1. Base de vecteurs propres et diagonalisabilité
a. Pour les endomorphismes en dimension finie
Le résultat obtenu en L.8. peut se réécrire de la fagon suivante :

Proposition 1

Soit f un endomorphisme d’un K — espace vectoriel £ de dimension finie n, et B = (el, €5,y €, ) une base de E'.

Soit A la matrice de f dans cette base.

i

Alors A est une matrice diagonale si et seulement si tous les vecteurs e, , i € { 1,..,n } , sont des vecteurs propres de f.

On en déduit que :

Proposition 2

Soit f" un endomorphisme d’un K — espace vectoriel £ de dimension finie.

Alors f est diagonalisable si et seulement s’il existe une base de £ formée de vecteurs propres de f.

b. Traductions matricielles

Proposition 3

Soit M € M, (K),etsoit P une matrice inversible de M, (K ).Onnote C,, C,,..., C, les colonnes

de P . Alors lamatrice P ™' M P est diagonale si et seulement si toutes les matrices colonnes C; , i € {1, s n} ,

sont des vecteurs propres de M .

Proposition 4

Soit M € M, (K).Lamatrice M est diagonalisable si et seulement s’il existe une base

de M, | ( K ) formée de vecteurs propres de M .

Etudier la diagonalisabilité¢ d’un endomorphisme en dimension finie, ou d’une matrice carrée, revient donc a étudier
I’existence d’une base de vecteurs propres. Le but des paragraphes suivants est de donner, en partant de cette constatation,

une condition nécessaire et suffisante de diagonalisabilité.

2. Théoréme fondamental

a. Théoréme

Soient £ un K — espace vectoriel, et u € L (E ) un endomorphisme de E .

Alors les sous — espaces propres de u sont en somme directe.

Preuve
Dire que les sous — espaces propres de u sont en somme directe revient a dire que toute famille finie de vecteurs
propres associés a des valeurs propres distinctes est libre. Démontrons ce résultat par récurrence sur le cardinal d’une telle

famille. On définit la propriété ® par :
VpeN" @ ( p ) < (toute famille de p vecteurs propres de u associés a des valeurs propres distinctes est libre).

Initialisation

Un vecteur propre est, par définition, non nul. Toute famille formée d’un unique vecteur propre est donc libre.



Hérédité
cr.r ro. r . * . r .
Supposons la propriété¢ @ ( p ) vérifiée pour un entier p € N | et considérons une famille
F = (x 15 X ges Xy 4 ) de p +1 vecteurs propres de u , associ¢s a des valeurs propres Ay, A ,,..., A, | deux

p+1

édeuxdistinctes.Soit(al,az,...,(po) e K?*! tel que: Z a,x, =0 (1).Enappliquant
k=1
A , 41 1d — u acette relation, on obtient par linéarité
p+1 p+1
(kPHId - u) Z Qg Xy | = Z o (?\pHId - u)(xk) = 0, soit, puisque les x, sont vecteurs
k=1 k=1
p+1
propres de u associés respectivement aux A, : Z ock(kp+1 Ay ) x;=0.
k=1
p
Le coefficient de x , , | dans cette combinaison linéaire est nul ; on a donc : Z uk(kp T ) x,=0.
k=1

L’hypothese de récurrence @ ( p ) assurealorsque: V k € {1,.., p}, o, (kp c1-M ) = 0. Comme les

valeurs propres sont distinctes, kp .1 -\, estnonnul. Parsuite: V k € {l, v p} , o, =0,

On a presque gagné : la relation ( 1 ) s’écrit maintenant : @, , ; x, ,; = 0 ;un vecteur propre étant, par
définition, non nul, on a forcément O,y = 0. Ainsi, pour tout k£ € { L., p + 1} , 0, estnul, et la famille F

est libre. On conclut comme toujours avec le principe de récurrence. |
Remarque

Lorsque F est une famille infinie de vecteurs propres de u associés a des valeurs propres distinctes, il découle de la
démonstration précédente que toute sous — famille finie de ¥ est libre : la famille  est donc libre par définition.

Par suite, toute somme infinie de sous — espaces propres (deux a deux distincts) est libre.
On a naturellement la traduction matricielle de ce théoréme :

Théoréeme

Soit M € M, ( K ) . Alors les sous — espaces propres de M sont en somme directe.

b. Exemple
Considérons I’endomorphisme ® de C* (R, R) définipar: V f e C* (R,R), ®(f)=/".

On observe que, pour tout @ € R **, la fonction f, : x > sin (a x) vérifie : CD(fa) =—a’f,.

( fa ) .. estune famille de vecteurs propres de @ associés a des valeurs propres distinctes, c’est donc une famille libre.
a e

3. Corollaires
a. Pour les endomorphismes en dimension quelconque

Proposition

Soient /" un endomorphisme d’un K — espace vectoriel £, et E£;,i € I, des sous — espaces propres de f associés

a des valeurs propres distinctes. Soit, pour tout i € I/, F,; une famille libre de vecteurs de E; . Notons



F = H ¥, la famille de vecteurs de E obtenue par concaténation des F,.

iel
Alors F est une famille libre.
En particulier :

Toute famille obtenue par concaténation de bases de sous — espaces propres associés a des valeurs propres deux a

deux distinctes est libre.

Preuve

C’est une conséquence immédiate du fait que les sous — espaces propres de f sont en somme directe.

b. En dimension finie

Théoreme 1

Soit /" un endomorphisme d’un K — espace vectoriel £ de dimension finie n . Alors :

i — L’endomorphisme f admet au plus »n valeurs propres : card ( Spec ( f )) <n.

ii — La somme des dimensions des sous — espaces propres de f est inférieure ou égale & n :

Y dim(E, (f))<dim(E).

% e Spec(f)

Preuve

Les sous — espaces propres de f sont en somme directe, donc dim > E,(f)]|= > dim ( E, (f) ) ,

L e Spec( f) L e Spec( f)

d’ou le résultat.

Théoreme 2

Soit /" un endomorphisme d’un K — espace vectoriel £ de dimension finie # .

Alors, f est diagonalisable si et seulement si 1’'une des conditions équivalentes suivantes est vérifiée :

i - Y dim(E,(f))=dim(E).
L eSpec(f)

ii — @ E =F.

" A eSpec(f) » (f)

De plus, en cas de diagonalisabilité, toute famille obtenue par concaténation de bases de chacun des sous — espaces

propres de f estune base de E, etla matrice de f dans cette base est diagonale.

Preuve

. L’équivalence i < @i n’est pas un résultat neuf.

ee  [Lorsque N @ ) E, ( f ) = FE ,estune base de E . Cette base étant formée de vecteurs propres de f, la
e Spec ( .

matrice de f dans cette base est diagonale... ce qui assure, évidemment, la diagonalisabilité de f.
e e o Si f estdiagonalisable, il existe une base B de E formée de vecteurs propres de f. Alors, tout élément de E

s’écrit comme combinaison linéaire de vecteursde @  E, (f) ;parsuite, @ E,(f)=E.
L eSpec(f) L eSpec(f)



C.

Traductions matricielles

Proposition

Soit M e M, ( K ) une matrice carrée. et E,..., E, p sous —espaces propres de M assocics a des valeurs
propres distinctes. Soit, pour tout i € { I.,p } , F; une famille libre de vecteurs de E; .

Notons F = H F, la famille de vecteurs de M, | (K ) obtenue par concaténation des familles ¥, .

iel
Alors F est une famille libre.
En particulier :

Toute famille obtenu par concaténation de bases de sous — espaces propres associés a des valeurs propres deux a

deux distinctes de M est libre.

Théoreme 1

Soit M e M, (K). Alors :

i — lamatrice M admet au plus n valeurs propres : card ( Spec (M )) <n.

ii — La somme des dimensions des sous — espaces propres de M est inférieure ou égale a n :

> dim(E;h(M))Sn.

L e Spec(M)

Théoreme 2

Soit M € M, ( K ) . Alors M est diagonalisable si et seulement si I’une des conditions équivalentes suivantes est

vérifiée :

i- > dim(E,(M))=n.
L eSpec(M)

ii - xesgc(f)E?‘(M):m”’l(K)'

En cas de diagonalisabilité, toute famille ( X, X5, X, ) obtenue par concaténation de bases de chacun des

sous — espaces propres de M est une base de M , | ( K ) De plus, en notant P = ( X X5l X, ) la matrice

de M, (K) dont les colonnes sont X |, X 5,..., X ,, lamatrice P ' M P est diagonale.

d. Valeurs propres d’une matrice triangulaire

Lorsqu’une matrice est triangulaire, la détermination de ses valeurs propres est immédiate :

Proposition

Soit M € M, ( K ) une matrice triangulaire, alors les valeurs propres de M sont les coefficients diagonaux de cette

matrice.

Démonstration

Notons A |, A ,,...A, leséléments diagonaux de la matrice M . Pour tout scalaire A, la matrice A/, — M est

encore triangulaire, et ses éléments diagonaux sont A — A |, ..., A — A .




Or on sait qu’une matrice triangulaire est non inversible si et seulement si I’un de ses coefficients diagonaux est nul. Ainsi,

la matrice A/, — M estnon inversible si et seulement si I’'un des coefficients AL — A |, ..., A — A, estnul, donc si et
seulement si il existe k£ € {1, . n} tel que A = A ;. C’est dire précisément que les valeurs propres de M sont
7\/1,7\‘2,...,7\.”.

4. Spectre réel et spectre complexe d’une matrice carrée a coefficients réels

Considérons une matrice carrée M € M, ( R ) ; cette matrice peut également vue comme une matrice a coefficients complexes,

et il se pose alors la question suivante : quels liens y a t — il entre les éléments propres de M, considérée comme appartenant a

M, (R ), et ceux de cette méme matrice, que I’on considére comme appartenanta M, (C ) ?

Exemple
1 1 -1 1+
Considérons la matrice 0 = | -2 4 -2 | etla matrice colonne 7' = 1 ;ona QT = 2T . Ceci prouve que 2 est
-3 3 -1 —i

valeur propre complexe de M . En revanche, cet argument ne permet pas d’affirmer que 2 est valeur propre réelle de M,

dans le sens ot nous n’avons pas déterminé de vecteur propre a coefficients réels associé a 2 .

Notations

Soit n € N™, etsoit M € M,(R).

e Lorsqu’il y a ambiguité, on note Spec (M ) (respectivement Spec ( M ) ) ’ensemble des valeurs propres complexes
(respectivement réelles) de M .

e Soit A € C.Si A estvaleur propre (complexe) de M, on notera dans ce paragraphe £ C (M ) le sous —

espace propre associé, et dim ( E; ¢ ( M ) ) la dimension de ce C — espace vectoriel. Si le réel p est valeur propre

de M, on utilisera de méme les notations £, p (M ) et dim ( E,.(M) ) :

Remarque

Soit M € M, (R ). Alors Specp (M ) < Spec (M ).

Proposition

Soit M € M, (R ),etsoit A unréel. Alors A € Spec o (M ) sietseulementsi A € Specy (M ).

De plus, si A est valeur propre de M : dirn(c(EMC (M)) = dim]R(EMR (M))

Preuve :

Que I’on considére A/, — M comme une matrice réelle ou comme une matrice complexe, son rang reste le méme.
Maintenant :
e ona keSpecC(M)Qrg(kln —M)¢nc>keSpecR(M).
e Lorsque A est valeur propre de M, le théoréme du rang donne :
dim(E, c(M))=n—-rg(rl, - M) =dimg(E, o (M)),

ce qui achéve la démonstration.
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5. Eléments propres d’une matrice transposée

Proposition

Soit M € M, (K ) une matrice carrée. Alors :

o Lesmatrices M et M T ont mémes valeurs propres : Spec (M ) = Spec (M T ) .

e De plus, les sous — espaces propres correspondants sont de méme dimension :

¥ %€ Spec (M), dim(E; (M))=dim(E; ('M)).

Démonstration

T
Pour tout A € K,ona(?»[n - M) = k],lT -M T = ML, - M T Or on sait que toute matrice a méme rang que sa

. T T L.
transposée. On a donc : rg(?»],, - M ): rg((kln - M) ): rg(%]n - M).Onendedultque
o Lamatrice A, — M T est non inversible ssi A 1 . — M estnon inversible, d’ou Spec(M ) = Spec(M T )
e Pourtout A € Spec (M ) :
dim (E,(M))=n-1g(21, -M)=n-rg(ri, -MT)= dim(Ex(M T))

Remarque

T ror s s
En revanche, les sous — espaces propres de M etde M ' sont en général différents : un vecteur propre de M n’a aucune

raison d’étre également vecteur propre de M T et réciproquement.

III Polynéme caractéristique

1. Définition

e Soit # un endomorphisme d’un K — espace vectoriel £ de dimension finie non nulle.

Le polynoéme caractéristique de u, noté y, , , estdéfinipar: | y, = det ( X1y - u)

e De méme, on définit le polyndme caractéristique 7y, ,, d’une matrice carrée M € M, ( K ) (oun > 1)par:

X =det (X1, — M)

2. Polynéme caractéristique d’un endomorphisme, et d’une matrice associée

a. C’est la méme chose

Proposition

Soient £ un K - ev de dimension n > 1. Soit @ unebasede £. Alors: V u € L(E), %y = Xy, (u) -

Preuve

Soitu € L( E).Alors, M, (X Idy, —u ) = X1, — M, (u).Onen déduit, par définition du déterminant d’un

endomorphisme, que det(XIdE - u) = det(XI” - M@(u)) o.

b. Polynémes caractéristiques de matrices semblables

Corollaire de la proposition précédente
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Si deux matrices carrées sont semblables, alors elles ont méme polyndme caractéristique.

Preuve
Si deux matrices carrées sont semblables, alors elles représentent le méme endomorphisme (d’un espace vectoriel de

dimension finie non nulle). Leurs polyndmes caractéristiques sont alors égaux a celui de cet endomorphisme.

3. Spectre, et racines du polynéme caractéristique
a. Un résultat essentiel

Théoréme

En dimension finie (non nulle), les valeurs propres d’un endomorphisme sont les racines de son

polyndme caractéristique.

Preuve

Soient £ un K — espace vectoriel de dimension finie non nulle, et v € £ (E ) . Alors pour tout A € K :

AeSpec(u)e rldy —u egL(E)Qdet(kIdE —u):0<:>xu(7u):0 o.

Traduction matricielle

Soient n € N*,et M € M, (K ). Alors, Spec g ( M ) est I’ensemble des racines dans K de y 4 .

b. Ordre de multiplicité d’une valeur propre

Soient n € N*, et M € M " ( K) (respectivement, u € L (E ) , ou E estun K — espace vectoriel de dimension 7 ).
Soit A une valeur propre de M (respectivement, de u ).

Définition

On appelle multiplicité de la valeur propre A, son ordre de multiplicité en tant que racine de 7y ,, (respectivement, de 7y, ).
On la note généralement m ( A ) .

Remarque
On évitera, si possible, de parler, par exemple, de « valeur propre double » d’une matrice, car ¢a peut avoir plusieurs sens :
valeur propre dont le sous — espace propre est de dimension 2, ou valeur propre dont la multiplicité est égalea 2. Ce

n’est pas la méme chose, comme I’illustre le résultat suivant :

Proposition (lien entre multiplicité d’une valeur propre, et dimension du sous — espace propre associé)

Soit A e Spec g (M ) (respectivement, . € Spec (u)).

Alors, la dimension du sous — espace propre associé a A est inférieure ou égale a la multiplicité de cette valeur propre.

Preuve reportée au paragraphe V.3.,p.20 .

c. Cas des valeurs propres simples

Proposition

Soit A € Spec g (M ) (respectivement, A € Spec (u )), une valeur propre de multiplicité 1.

Alors, la dimension du sous — espace propre associé & A est égalea 1.

Preuve
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Un espace propre n’étant jamais réduit a { 0 } , sa dimension est au moins égale a 1 ; d’un autre c6té, elle est inférieure ou

égalea m ( A ) . Il en résulte que la dimension du sous — espace propre associé a une valeur propre simple est égale a 1 .

4. Polynéme caractéristique d’une matrice transposée

Proposition

Soient n € N™, et M € MW(K).Alors,XMT = Y-

Preuve: y , + = det(X 1, —MT):det((X.In —M)T)zdet(X.In - M) =%y

5. Quelques coefficients du polynéme caractéristique

Proposition

Soient n € N*, et M € M, (K ). Alors:
. %y estde degré n et unitaire.

oo Le coefficient de degré n — 1 de y ,, estégala — Tr (M ).

oo Le coefficient constant de  ,, estégala (—1)" det (M ).

Preuve
Evident si I’on admet que toute matrice carrée complexe est semblable a une matrice triangulaire (ce que 1’on prouvera

en 7.c.,p. 16).

Remarques

e De maniére analogue, si # est un endomorphisme d’un K — espace vectoriel de dimension n > 1 :

Xy = X" = Tr(u) X" "+ 4+ (=1)" det(u).
e Soit M € M, (K).Onsait que ¥ ,, estde degré n. Le nombre de ses racines, chacune d’entre elles étant
comptée avec sa multiplicité, est donc inférieur ou égal a n . Or on sait que la dimension du sous — espace propre associé a
une valeur propre A est inférieure ou égalea m (1) .
On retrouve ainsi le fait que M admet au plus n valeurs propres, et que la somme des dimensions de ses sous — espaces

propres est inférieure ou égale a n .

Cas de la dimension 2

b
Le polyndme caractéristique d’une matrice M = [ P j e M, ( K ) est:
c

Ay =X7 -Tr(M)X +det(M)=X>-(a+d)X + (ad —bc).

6. Autour des polynémes caractéristiques scindés

a. Rappels
Définition
Soit P e K[X ]\ {0}.Onditque P est scindé si et seulement toutes ses racines sont dans K [ X ].

Autrement dit
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Un polynéme non nul est scind¢ sur K si et seulement si il peut s’écrire comme produit d’une constante, et de polynémes

unitaires de degré 1.

Rappelons également le théoréme de d’ Alembert-Gauss :

Tout polynéme de C [ X | est scindé sur C.

b. Premiéres propriétés

C.

Proposition

i—

i —

Toute matrice complexe d’ordre » > 1 admet au moins une valeur propre.

I1 en est de méme pour tout endomorphisme d’un C — espace vectoriel de dimension finie non nulle.
Toute matrice réelle d’ordre impair admet au moins une valeur propre. De méme, tout endomorphisme

d’un R — espace vectoriel de dimension impaire admet au moins une valeur propre.

Preuve

i— Soit M € M, ( K ) ,avec n = 1. Le polyndme caractéristique de M est de degré n, etil est scindé sur C.

Il admet donc au moins une racine, et celle — ci est valeur propre de M .

ii — Considérons maintenant une matrice M € M, (R ), avec n impair. Le terme dominant de y, ,, est X " ;

onendéduitque lim x, (x)=—-oet lim 3, (x) = +oo.Lafonction polynomiale x > x , (x) étant
- -

évidemment continue, le théoréme des valeurs intermédiaires permet d’en déduire qu’elle s’annule : ¥ ,, posséde (au

X X —> +

moins) un racine réelle, par suite, M posséde au moins une valeur propre.

Déterminant et trace lorsque le polynome caractéristique est scindé

Propriété

Soit M € M, ( K ) . On suppose que le polyndme caractéristique de M est scindé.

EnposantxM=H(X—Ki),onaalors: det(M):li[ki et Tr(M)=i7»i

n

i=1 i=1 i=1

On dispose des propriétés analogues pour un endomorphisme en dimension finie non nulle.

Autrement dit,

Lorsque le polyndme caractéristique est scindé, la trace est la somme des valeurs propres et le déterminant leur produit,

chacune d’entre elles étant comptée avec sa multiplicité dans le polynome caractéristique.

Preuve

On a montré que le coefficient dominant de 7 ,, est 1. Comme on suppose ce polyndme scindé, on peut

n

effectivement 1’écrire sous la forme y ,, = H ( X -, ) . On a d’autre part I’expression partielle

i=1

Ay =X" =Tr(M)X" ' +..+ (=1)"det(M).En identifiant, on obtient les résultats souhaités.

Remarque

Lorsque % ,, est scindé, de la forme % ,, = (=1)" [ (X -\, ) , on peut vérifier que
i=1

n n—k

= (-1)F > [T 2, |x".

k=0 1<iy<.<iy_g<n j=1
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d. Cas d’un polyndme caractéristique scindé a racines simples

Proposition

Soit n € N™.Soit M € M, (K) (resp., soit u endomorphisme d’un K — espace vectoriel de

dimension n ). On suppose que ¥, ,, (resp. ¥ , ) est scindé, et que ses racines sont simples. Alors

i — M (resp. u) posséde exactement n valeurs propres.

i — M (resp. u) estdiagonalisable.

iii — Tous ses sous — espaces propres sont de dimension 1 .
Preuve

On a montré en 3.c. que, lorsqu’une valeur propre est simple, le sous — espace propre correspondant est de
dimension 1. Ici, le polynome caractéristique admet n racines (simples) ; on a donc bien n valeurs propres, et tous les
sous — espaces propres sont de dimension 1. La somme de leurs dimensions étant égale & n, la matrice ou

I’endomorphisme considéré est diagonalisable.

e. On généralise un peu

Proposition

Soit n € N*.Soit M € M, (K) (resp. u endomorphisme d’un K — espace vectoriel de dimension 7 ). Alors M

(resp. u ) est diagonalisable si et seulement si les deux conditions suivantes sont vérifiées :

i — %, (resp. y, ) estscindé;

ii — YV AeSpec(M), dim(Ex(M)) =m (L) (resp. V & e Spec(u), dim(Ex(u)) =m(r)).

7. Polyndomes caractéristiques scindés et trigonalisation
a. La définition
Trigonalisabilité d’un endomorphisme en dimension finie
En dimension finie, un endomorphisme est dit trigonalisable si et seulement si il existe une base de 1’espace dans
laquelle sa matrice est triangulaire supérieure.
Trigonalisabilité d’une matrice carrée

une matrice carrée est dite trigonalisable lorsqu’elle est semblable a une matrice triangulaire supérieure.

b. Un critére de trigonalisabilité

Théoréme

Soient £ un K —e.v. de dimension finie n > 1, etu € [ ( E )

Alors, u est trigonalisable si et seulement si son polynome caractéristique est scindé.

Traduction matricielle

Soient n € N*, et M € M, ( K ) . Alors, M est trigonalisable si et seulement si son polynéme

caractéristique est scindé.

Preuve (non exigible)

Ay
. . . . . . . 0 Ay (%)
e Si M est trigonalisable, elle est semblable a une matrice triangulaire supérieure 7 = | | | .
0 - 0 X\

n
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C.

Alors, %4 = %7 = H (X - A; ),qui est un polyndme scindé.
i=1

e Prouvons la réciproque par récurrence sur 7. Pour n € N *, on définit # (n ) par :

H ( n ) = ( Toute matrice carrée d’ordre n dont le polyndme caractéristique est scindé est trigonalisable ) .

Initialisation

Pour n = 1, c’est pas trop dur.
Heérédité
Soit n > 2 ; supposons # (n — 1), et considérons une matrice M e M, (K ) de polyndme caractéristique

scindé. Alors y ,, admet (au moins) une racine A, qui est de ce fait valeur propre de M. Soit X | € M, (K)
. n—1 .

un vecteur propre associé, (X2 s X ) ) € (_‘Mn’l (K )) tel que (Xl, v X, ) soit une base de

M, (K),et P lamatrice de passage de la base canonique de M, | (K) a (Xl, e X, ) .Alors, P"' M P

7\‘ a 2 Ry a

0 .
estde la forme U = | | ,ou 4 € M, _, (K).Dans ces conditions,

n

0

Ym =Xy = (X - A ) % 4> ce qui assure que y , est scindé. On applique alors I’hypothése de récurrence : 4

est semblable & une matrice triangulaire supérieure 7;notons Q € G, _; (K) telleque 7 = 07" 4 0. La
. 1 01,1 . ) ) 1 U
matrice est inversible, d’inverse . , et le calcul donne
0 n—-11 P 0 n-11 P
Ay o By,
1 Opm-1 1 01,1 0
0,_11 P! 0, 11 P T
0
(on a posé ( B, B, ) = ( a, a, ) P). M estsemblablea U, U est semblable a la matrice
APy o By,
triangulaire | r ,donc M est trigonalisable. Ceci achéve la récurrence.
0

Un corollaire évident

Théoréeme

Tout endomorphisme d’un C — espace vectoriel de dimension finie est trigonalisable.

Toute matrice carrée est trigonalisable sur C.

Aucune méthode générale de trigonalisation n’est exigible des étudiants, le programme est bien clair. 1l est en revanche vivement

conseillé de savoir trigonaliser une matrice carrée d’ordre 3 ou 4, le programme est tout aussi clair... cf exercices...
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IV Polynémes d’endomorphismes ou de matrices

1. Polynomes d’endomorphismes ou de matrices carrées
a. De quoi il s’agit
Définition

Soient £ un K — espace vectoriel, et # un endomorphisme de E .

P
Pour tout polyndme P = »  a, X* e K[X],onpose:
k=0

P(u)= a,u* =ayldy; +ayu+a,u’ tota,u’.

De la méme fagon, étant donnée une matrice carrée 4 € M, ( K ) , Oh pose :
14

P(Ad)y= Y a, A" =ayl, +aA+a, 4> +..+a, A",
k=0

b. Quelques propriétés...
...Données sans leurs déemonstrations, car celles — ci sont sans difficulté.

Propriété 1

Soit £ un K — espace vectoriel, # un endomorphisme de £, et P, Q0 € K [X ] Alors,

(PO)(u)=P(u)o0(u)=0(u)oP(u)

Propriété 2

Soit £ un K — espace vectoriel, # un endomorphisme de £, et P € K [X ]

Alors, le noyau de I’endomorphisme P ( u ) est stable par u .
Propriété 3

Soit n € N ™. Soient 4, B deux éléments de M, (K ) . On suppose 4 et B semblables.

Alors, pour tout P € K [ X ] , P ( A ) et P ( B ) sont semblables.

Plus précisément, soit Q0 € GL, (K) telle que B = Qi1 A Q. Alors, P(B) = Qi1 P ( A ) 0.
Propriété 4

Soient E un K — espace vectoriel, u € L(E) et P e K[ X].

Alors pour toute valeur propre A de u, P ( A ) est valeur propre de P ( u ) .

On dispose évidemment du résultat analogue pour les matrices carrées.

2. Polynémes annulateurs
a. Définition

. Onditque P € K[ X ] estun polyndme annulateur de I’endomorphisme u lorsque P (u ) est

I’endomorphisme nul.

ee Deméme, P estunpolyndme annulateurde 4 € M, (K ) lorsque P ( A4) est la matrice nulle.

b. Un théoréme d’existence

Théoréeme

H Soient £ un K - espace vectoriel de dimension finie, et # un endomorphisme de £ . H
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Alors il existe un polyndme P € K[ X | nonnulettel que P(u) = 0.

De la méme fagon, toute matrice carrée possede un polyndéme annulateur non nul.

Preuve

2
Considérons la famille d’applications (Id gl U 2 ou” ) Cette famille est composée de n 2 4+ 1 éléments

de £ ( E),et1’on sait que dim ( L(E )) = n?. Il en résulte cette famille est liée : il existe

2 2
n? 4l < ko _ O = \ k
(ko,kl,...,knz ) e K , non tous nuls et tels que Z A, u” = 0.Alors, le polynome P = Z Ay X7 oest
k=0 k=0
non nul, et ’'ona P ( u ) = 0. La démonstration est analogue pour les matrices carrées. O.

c¢. Théoréme de Cayley-Hamilton

Théoréeme

Soient £ un K - espace vectoriel de dimension finie, et # un endomorphisme de E .

Alors le polyndme caractéristique de u est annulateur de u : ¥, ( u ) =0, (E)

De la méme fagon, pour toute matrice carrée 4 € M, (K) :y ,(4) =0, (X) -

d. Spectre d’un endomorphisme ou d’une matrice carrée, et racines d’un polynéme annulateur

Théoreme

Soient £ un K — espace vectoriel, et # un endomorphisme de E . Soit P un polynéome annulateur de u .

Alors, toute valeur propre de u est racine de P .
De méme,si 4 € M, ( K ) ,etsi P e K [X ] est un polynome annulateur de A4, alors le spectre de 4 est inclus

dans I’ensemble des racines de P .

Preuve

Soit A € Spec ( u ), et soit x € E un vecteur propre associé a cette valeur propre.

On sait que (P(u))(x) = P(A).x,lanullit¢ de P (u ) entraine donc cellede P (2 ).x.Comme x estnon nul

(c’est un vecteur propre), il en résulte que P (1) = 0.

e. Critére de I’annulateur scindé a racines simples

Théoréme

Soient £ un K — espace vectoriel de dimension finie, et # un endomorphisme de £ .

Alors u est diagonalisable si et seulement si il admet un polyndme annulateur non nul, scindé et a racines simples.

De méme, 4 € M, (K), est diagonalisable si et seulement si 4 admet un polyndme annulateur P € K[ X |, non

nul, scindé et a racines simples.

Preuve
B

e Supposons u diagonalisable ; notons A |, ..., A, ses valeurs propres, et posons P = H (X - X, )

i=

Comme u est diagonalisable, £ = @ E, (u).
io1 M
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Or pour tout i € {1, ..., r},pourtout x, € E, (P(u))(xl) = (P(%i))(xi) =0.
Il en résulte que P(u) = 0 : P est évidemment non nul, et ¢’est un polyndme annulateur de u .

e Réciproquement, supposons que # admet un polynéme annulateur non nul, scind¢ a racines simples ;

notons —le P, etposons P = aﬁ (X - }\.[).

i=1

Sir =deg(P)estnul,onaald =0,donc E = {0} ; u estalors évidemment diagonalisable.

Supposons désormais » > 1. Notons, pour tout i € {1,..,r}, E;, = Ker ( u — A, Idg )(Ei est donc le sous

— espace propre associé a la valeur propre )\ ;, si ¢’en est effectivement une ; dans le cas contraire, E; = { 0} ).

.
Pour montrer que u est diagonalisable, il suffit de prouver que @ E, = E ;on sait déja que les £, sonten
i=1

I r
somme directe, il ne reste donc qu’a montrer que dim E; = dim E, ou encore : dim £, > dim E .
1 1
i=1 i=1

Lemme

Soient f, g € L( E). Alors dim(Ker(fog)) < dim(Ker(f)) + dim(Ker(g)).

preuve du lemme :

On applique le théoreme durang a & = fy, . ; on obtient
g(g) = dim(Ker(h)) + dim(Im(h)) = dim(Im(g) M Ker(f)) + dim(Im(fog)),

dourg (g) < dim (Ker (f)) + dim (Im( f e g)).
On en conclut grace au théoréme du rang que

dim (E) — dim (Ker (g)) < dim (Ker ( /)) + dim (£) — dim (Ker (f > g)),

on a donc bien dim(Ker(fog)) < dim(Ker(f)) + dim(Ker(g)).

preuve de ’inégalité z dim E; 2 dim E':
i=1

En appliquant le lemme en cascade, on obtient :

dim(Ker((f—klld)o...o(f—Krld)))s D Ker((f -2, 1d)).

i=1
parhypothése,(f -1 Id)o...o(f - krld) = 0, donc
dim(Ker((f — oy dd Yoo f - x,ld))) = dim £, et ’on a bien Z dim E, > dim E .
i=1

Corollaire

Soient £ un K — espace vectoriel de dimension finie, et # un endomorphisme de £ .

Alors u est diagonalisable si et seulement si le polyndme H ( X - A ) est annulateur de u .
2 e Spec (u)

L e Spec(A4)

De méme, 4 € M, (K ), est diagonalisable si et seulementsi [ (X — &) estun polyndme annulateur de 4 .
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f. Polyndmes annulateurs et trigonalisation

Théoréme
Soient £ un K — espace vectoriel de dimension finie, et # un endomorphisme de £ .

Alors u est trigonalisable si et seulement si il admet un polynéme annulateur scindé.

Deméme, 4 € M, ( K ) , est trigonalisable si et seulement si 4 admet un polyndme annulateur scind¢.

V' Réduction et endomorphismes induits

1. Une remarque préliminaire

Soit E un K — espace vectoriel, et u € £ ( E ). Alors:

Les sous — espaces propres de u sont stables par u .

i—
Une droite vectorielle est stable par u si et seulement si elle est engendrée par un vecteur propre de cet endomorphisme.

i —
2. Matrice et polyndome caractéristique d’un endomorphisme induit

Proposition (rappel)
Soient £ un K —e.v. de dimension finie n, u € L ( E ) , I/ un sous — espace vectoriel de £ u — stable de dimension

p e {l,..,n -1}, et u, '’endomorphisme induit par u sur F.

Soit d’autre part B = (el, . €, ) une base de F', complétée en une base B = (el, s e,,)
) ) A B
de E adaptée a F. On sait que la matrice de u dans la base B est de la forme M , (u ) =lo c |
n=p.p

avec A4 eﬂl/lp(K),B emp’n,p(K)etCemn,p(K).

Avec ces notations, 4 est la matrice de u . dans la base B .

Corollaire
Soient £ un K —e.v. de dimension finie n, u € L (E ) , F un sous — espace vectoriel de £ u — stable de

dimension p € {1, ey I — 1} , et u  ’endomorphisme induit par u sur F.

Alors, le polyndme caractéristique de u ; divise celui de u .

Preuve
Avec les notations de la proposition précédente :

X.1,-4 -B
Xy =det(X .1, =M, (u))=det
0, ,, X.I,.,-C

-C) = det(X.Ip - M, (uF)).det(X.In,p

o.

=det (X .1, - 4).det(X.1,_, - C)

= Xu, .det(X.In,p —C)

Remarque
En particulier, y, (0) = X, (0).(—1)"7” det (C),soit: det (u) = det(uF).det(C).

3. Multiplicité d’une valeur propre, et dimension du sous — espace propre associé : le retour

La preuve de la proposition suivante (I11.3.b.) avait été écartée pour un temps. Voici venu le moment de la déemontrer.




Proposition (lien entre multiplicité d’une valeur propre, et dimension du sous — espace propre associé)

Soit A e Spec i (M ) (respectivement, A € Spec (u )).

Alors, la dimension du sous — espace propre associ¢ a A est inférieure ou égale a la multiplicité de cette valeur propre.

Preuve : notons p ladimensionde E; (u). E; (u) eststable par u ; I’endomorphisme induit u , () @donc un sens. De
plus, il est égala A Id ., , et par suite son polyndme caractéristique est (X —i)”.Donc, (X - )" divise %, , ce

qui entraine I’inégalité p < m ( A ) a.

4. Cas d’une décomposition spatiale en somme directe de sous — espaces stables

Proposition
Soient £ un KK — espace vectoriel de dimension finie n € N*, u € L(E),et E,.,E, p
. \ * p
sous — espaces vectorielsde £,ou p € N, stablespar u, ettelsque: E = @ E,.

i=1

Soit, pour tout i € { 1, .., p} , p; ladimensionde E;, B, une base de ce sous — espace, u ; 1’endomorphisme induit

P
par u sur E; et A; = Mg (uEl_ ) EM, (K) la matrice de u ; dans la base 3, .Soit enfin 8 = H B, labase

i=i

de E obtenue par concaténation des B, .

4, 0 0

. 0 4,
Alors la matrice de u dans la base @ est : My (u)= . 0
0 0 4,

Preuve : on a déja vu ce résultat.

Corollaire

jJ
Avec les notations de la proposition précédente, et sous les mémes hypothéses : y, = H Xuy
i=1 !

P
En particulier, det (u) = [ ] det (u E, )

i=1

5. Sous — espaces stables et diagonalisation
a. Diagonalisabilité d’un endomorphisme induit

Proposition

Soient £ un K —e.v. de dimension finie n, u € £ ( E ), F un sous — espace vectoriel de £ u —stable, et u 5

I’endomorphisme induit par u sur F.

Alors si u est diagonalisable, u  1’est aussi.

b. Diagonalisabilité et décomposition spatiale en somme directe de sous — espaces stables

Proposition

Soient E un K — espace vectoriel de dimension finie n € N*, u € L(E),et E,,..,E, p

sous — espaces vectoriels de E,ou p € N ™, stables par u, et tels que : E =

. i
i

P
t

1
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Soit, pour tout i € {1,..., p}, uy I'endomorphisme induit par u sur E .

Alors : u est diagonalisable si et seulement si pour tout i € { 1, ..., p} ,up est diagonalisable.

Preuve : si u est diagonalisable, d’aprés la proposition précédente, les u g0l € { L .., p} , le sont aussi.

Réciproquement, supposons que, pour tout i € {1, v p} ,up est diagonalisable. Soit, pourtout i € 1,p , B

une base de E; dans laquelle la matrice de u ; est une matrice diagonale D ;.

A e Spec (u)

i

D, 0
Alors, la matrice de u dans labase @ = ﬁ B, de E estla matrice diagonale D = 0 P2 m]
i=1
0
6. Endomorphismes commutant et co - diagonalisabilité
a. Stabilité de certains sous — espaces (rappel)
Proposition
Soient £ un K — espace vectoriel, u, v deux éléments de L ( E ) . On suppose que u et v commutent, ie.
On suppose que u ov = v ou. Alors
i- Ker (u) et Im (u ) sont stables par v ;
ii — tout sous — espace propre de u est stable par v .
Preuve
i— e Soit x € Ker(u).Alors u(v(x)) = v(u(x)) = v(O) = 0, donc v(x) € Ker(u) :
Ker ( u ) est stable par v .
e Soit y € Im(u).Alorsilexiste x € E telque y = u(x).Ona
v(y) = v(u(x)) = u(v(x)) € Im(u),
d’ou la stabilité de Im ( u ) par v.
ii— e Soit L € Spec (u ) v commute avec u , donc également avec u — A Id ;.
Par suite, d’aprés i—, Ker (u - Nd g ) = E,; (u) eststablepar v. o
b. Co — diagonalisabilité
Proposition
Soient £ un K —e.v. de dimension finie, u, v deux éléments de £ (E ) . On suppose que u et v
commutent, et que u et v sont tous deux diagonalisables.
Alors il existe une base de E dans laquelle les matrices de u et v sont toutes deux diagonales.
Traduction matricielle
Soient n € N*, 4, B deux éléments de M " (K ) . On suppose que 4 et B commutent, et sont toutes deux
diagonalisables.
Alorsilexiste P € G£, (K) telleque P~' 4 P et P~' B P soient toutes deux diagonales.
Preuve : ’endomorphisme u étant diagonalisable,ona E = @ E, (u ) Comme u et v commutent, chacun
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des sous — espaces propres de u est stable par v. Pour tout A € Spec ( u ), I’endomorphisme v E, induit par v
sur E, est bien défini, et il est diagonalisable puisque v 1’est (cf. la proposition du 5.a.).

Notons, pour tout A € Spec (u ), B, une base de £, dans laquelle la matricede v . Alors @ = H B ,
V % e Spec(v)

est une base de E, et les matrices de u et v dans cette base sont toutes deux diagonales. m]
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