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1 Calcul de (1)

1 On note D l'ensemble de définition de o.
xk

3| T T

k—+o0

Soit = € R\ [—1.1], on a par croissance comparée :

&
. ™ . .
donc la série E 2 diverge grossiéerement d’on D C [—1,1].

k=1
&
Par ailleurs, pour & £ N* la fonction = — }—2 est continues sur I'intervalle [—1, 1] (i).
k U
; 1
De plus ¥r € [—1,1], = yE et la série Z 3 converge selon ce cher Georges.

k=1

ok
Ainsi la série de fonctions E (:r — kg) converge normalement done uniformément sur [—1, 1].
k=1

2 Soit et 3R Onnote P =aX?+ gX. Ainsi P! = 2aX + 3 et P = 20
Soit n € N*. Par intégrations par parties successives (avec des fonctions de classe 1), on a

T ot f=w T 2 . t=mw v B
/ P(t) cos(nt)dt = lP{r)mn{ﬂﬂ] —/ P’(t)M dit =0+ {p*( )(Oh(m}] _ / P”(t)wdt
Jo 0 n Jo

no g n? |, n?
T t=m e t=m _1\ynp! R s
OI‘/ o )({)‘a( it df — %111(11?2) —0et P!{”(_()h(.ﬂ.f:l _ (—1)"L (:r.'} P(0) donc
0 n? n?  |,_q n? |, n?
T _1\n ) ay _
/ (at® + Bt) cos(nt)dt = (=1) (2?:02'_'_ -5
Jo n

1 .
En prenant 7 = —1 et o = o ona(—1)"(2ra+ 3) — 5 = 1. Ainsi

T
™t 1

Wn e N*, — —t | cos(nt)dt = —

n e N7, fn (2W ) cos(nt)d 3

Soit t £]0, 7). On a donc t/2 €]0,7/2] et ainsi sin (1) # 0 et les termes de I'égalité existent bien.
Montrons I'égalité par récurrence sur n € [.
e . : sin(£) 1
Llinitialisation est triviale car Z(r{)h‘[kt) =0=—5 5.
k=1 2sin(3) 2

Pour Ihérédité, on considére n € I tel que 'égalité soit vraie au rang n. On a donc :

- 2n+1)
n+l sin (E ?b;— L’) 1 sin (('n, + 1)t — ) + 2%111( )(os (n+1)) 1
ZCUS{M} = ———5v— — 5 teos((n+1)t) = - 4
k=1 2sin (3) 2 2sin () 2




Or sin ((n+ 1)t — £) = sin((n + 1)t) cos (§) — cos((n + 1)t)) sin (%) done
sin ((n + 1)t — %)—I—Qsin (%) cos ((n+ 1)t) = sin((n + 1)t) cos (%) +sin (g) cos ((n+ 1)t) =sin ({n + 1)t + é

On a done l'égalité au rang n + 1 :

ﬂi_f cin ((Zn;-f-:)z) .
cos(kt) = ——+— — =
=1 2sin (%) 2

On peut done conclure que la propriété est vraie pour tout n € M et comme RN* C N, on a bien

" . ((2n+1)t)
sin 5 1
Y e N*, s(kt) = ——~ — —

" ' ;CM( ) 2 sin (5) 2

Comme cos(kt) = Re (e'*"), on aurait pu utiliser une somme géométrique de raison e # 1 car t €10, 7).

. . . . — cos(xt
3 > On effectiie une intégration par parties avec les fonetions de classe C! : p et ¢ — M :
r

r xr

- — cos(zt) =" - cos(z @(0) — p(m) cos(mx) + ’ @' (t) cos(zt)dt
/.0 w(t) sin(zt)dt = [Lp[t)ﬁ] . +/O @' (t) ( t}dtz f“

lp(0)] + [¢(m) cos(mz)| +

[ ' (t) cos(xt)dt
Jo

done

Ainsi <

[7-' w(t) sin(xt)dt
W10

O +lem]| + [ 00| ar

xr

x
l0(0)] + ()] - [cos(nz)| + fﬂ /()] - Jcos(at) |t
<
I

/ﬂ w(t) sin{xt]df‘ <
Jo

10(0)] + ()] + [ﬂ ()] dt

T T—rt+00
alors selon le théoréme des gendarmes, on a montré le lemme de Riemann-Lebesgue pour ¢ de classe C! :

or

alors selon le théoréme des gendarmes, on a montré le lemme de Riemann-Lebesgue pour ¢ de classe C! :

T

lim w(t) sin(zt)dt =0

T—r+0C Jo

+oo
1 . . .
Onae(l)= Z = done gelon la premiére égalité de la question 2 :
k=1

+0oo T t? n T tz
o(1) = gfﬂ (E - r) cos(kt)dt = nETmEfn (E - t) cos(kt)dt

Soit n € N*. On a { :
. 2n+1)¢
st ( 3 ) (2n+ 1)t

~ 2n+1
2 5in (%) t—0 2% t—0

g (2n+1)t

5111 (T)
Tel ( ) ge prolonge par continuité en 0, avec la dewdéme égalité de la question 2 on a :
Sl |5

sin (M)

T Tt 2

k=1

Comme ¢ —

b

dt

S

2



t2 -2
On pose g 1t ———~
47 8in (5)

En notant ¢ le prolongement continu de g sur [0, 7], on a

Y ) ﬁ— Cos = rf-‘,in {:2?‘1—|-1}f: . _ ”(tZ—Qm:)
g/ﬂ (zﬂ f,),.{kf)dt_/n. (72 )gu(t)df fﬂ — )t

On a ¢ continue sur [0, 7] (1) et o est dérivable sur |0, 7] (ii) et

; 2t — 27) sin(t/2) — (1/2)(2 — 27t) cos(t/2 A(t — m)sin(t/2) — (£2 — 2t) cos(t/2
VfE]U,?T]mS(f):{ ) Uimii;{rz'{z) Jeos(t/2) _ 4 ) (éﬂjsing((t/ﬁ ) cos(t/2)

. . —2mt
qui se prolonge par continuité sur [0, n] car g(f) ~ ™
t—0 27t

Quand t — 0, on a

A(t — m)sin(t/2) — (£ — 2mt) cos(t/2) = 4t (/2 + 0 (7)) — 47 (t/2+ 0 (%)) — 2 (1 +o(t)) + 27t (1 + 0 (1))

2
Ainsi 4(t — 7)sin(#/2) — (#2 — 2mt) cos(t/2) = 12 + o(t?) ~ t2 don '(t) ~ m
' 1
On a done () P (#11)

Avec (i), (i1) et (iii), le théoréme du prolongement de la dérivée s'applique :
w est dérivable en 0 et ©'(0) = gin}]cp’(f)
—

done ¢ est continue en 0 or ' est continue sur |0, 7.
Ainsi ¢ est de classe C L gur [0, 7] et le lemme de Riemann-Lebesgue s’applique :

T
lim f w(t)sin((2n+ 1)t)dt =0
0

n—+o0

OO e 2 T 2 _
donc 3 /ﬂ (;—ﬁ - t) cos(kt)dt = 0 — f(, (%) dt. Ainsi
k=1"

{1}_-[7" ot — 12 4t — 3wt — 13 t=ﬂ_3:rr3—¢r3 0
= im T 12w |, T 12w

2

On a bien |o(1) = %

4 > Soit x € R. La fonetion ¢ — (sin(t))" = exp (z In (sin(t))) est continue sur |0,7/2]. Or

(sin(t))* ~ t$='—

1
Par écuivalence, la fonction £ — (sin(t))” est intégrable en 0 si et seulement si ¢ — = Test.

Ainsi t — (sin(t))" est intégrable sur |0, /2] si et seulement si —x < 1.

Comme  — (sin(t))” est positive sur |0, /2], ‘le domaine de définition de f est I ‘

Soitrel. Onax+2¢l

On effectue alors une intégration par parties, sous réserve de convergence du bloc tout intégreé

t—{l

w2 e/ w2
flz+2)= /ﬂ (sin(t))* ! sin(t) dt = [—(sin(t))* ' cos(t)] =% + /ﬂ (z + 1)(sin(t))* cos®(t) dt

w2 ” mi2
flz+2) =(z+1) ([ﬂ (z + 1)(sin(t))* dt — f(, (sin(t))=+2 dt) —(z+ D) f(z) - (x+ 1)f(z +2)

Onabien‘{:rJrl)f(x) = (x+2)f(x+2) | (1)




Ix])0,7/2] — R

5r Onposeg : { (51) s (sin(t))®

i) Soit t € |0, 7/2|. La fonction ¢g(-. T — exp (& ln (sin est de classe sur I de dérives successives :
(i) Soit t €]0,7/2]. La fonction g(-.t) : p («ln(sin(t))) est de classe C* sur I de dé

r 2
g—i{, 1) : 2 — In(sin(?)) exp (z In (sin(t))) = In (sin(t)) (sin(t))* et ;—rg( t) : & — In? (sin(t)) (sin(t))*

(ii) Soit x € L. Les fonetions g(x,-), 2—9( -) et g_g[ -) sont continues sur |0,7/2] (argument inutile!)
oz

La fonction g(x,-) est intégrable sur |0, 7/2] selon la question précédente.
Quand ¢ —s 0%, on a In (sin(t)) (sin(£))® = In (sin(£)) (sin(t)) = (sin(t)) T
Ona ‘”‘“ > () donec par croissance comparée et par composition In (sin(t)) (:-sin(?‘,}}iti’!'_l — 0
Ainsi E(:::,f] —0 ({sm(t))‘z—l)
dx -
Comme ‘”’T_L > —1, la fonction ¢ — {sin(t}}% est intégrable sur |0, 7 /2] comme en question 3.

. . J .
Par comparaison la fonction ¢ — ﬁ(;r., t) est intégrable sur |0, m/2].
o

(iii) Soit a < bdans I. On a alors l’hypdthése de domination :

g

Y € [a,b], ¥t €]0,7/2)], o —a, r}‘ = In? (sin(#)) (sin(¢))* < In? (sin(t)) (sin(t))*

avec la fonction ¢ — In? (sin(t)) (sin(t))* intégrable sur |0, 7 /2], comme en (ii).

Avec (i), (i) et (iii), le théoreme de la classe C? pour les intégrales s’applicue : | f est de classe C? sur I|
De plus pour tout =z €1, on a

w2 w2
fiz)= /n In (sin(t)) (sin(t))" dt < 0 et f'(z) = /0 In? (sin(#)) (sin($))* dt = 0

ainsi ‘ f est décroigsante et convexe sur I ‘

(x+2)f(z+2)

6> Quand x — —1, f(z) = oo

gelon 4 et (x+2)f(x+2) — 1 x f(1) car f continue sur [ et 1 € L.

1

Par ailleurs f(1) = [— cos(f}]::?z =1 # 0, on peut conclure que | f(x) ~
’ z——1 141

T Soitne R

On an €1 et en multipliant par fin+1),ona: (n+1)f(n)f(n+1)=(n+2)f(n+1)f(n+2)
Ainsi la suite ((n + 1)f(n)f(n + 1)), oy est constante.

x/
Comme f(0) = /ﬂ Cdi = g ainsi pour tout n € N, (n+ 1)f(n)f(n+ 1) = LF(0)f(1) = %

Omn peut conclure que | f(n)f(n+1) = ﬁ
Comme f est décroissante et positive, on a done f(n + 1)? L < f(n)?

m Kis
Tot ¥n € WY, — < — Wi e N7, .f n) <,/ =—
d’on Wn € i) fln)? < ainsi Wn € n+l) o

Soit x = 1. On note [z la partie entiére de x. On a done 1 < x| < = < |x| + 1. Ainsi

n,ﬁméf([ﬂ )< flz) < f([z]) < LIJ

Orr—-1<|r]sr<|z|/+2<24+2
Quand r — 400, ona x — 1~z ~ x+ 2, dou par encadrement d’équivalents, on a |z| ~zet || +2 ~ =z

- .. . T
A nouveau par encadrement d’équivalents, on a bien | f(x

~ -
r—+too 2




8 - Sur le graphique doivent apparaitre les points (0, f(0)) = (0, 7/2), (1, f(1)) = (1,1), les asymptotes d’équations
r=—1lety=10.

On observera que f est décroissante et convexe.

Il n'est pas aisé de faire apparaitre les équivalents sur un graphique surtout ¢ main levée.

3 Développement en série entiére

9 > Soit n € M. La fonction ¢ — (In(sin(t)))™ est continue sur |0, 7/2].
Quand £ — 0%, on a /sin(t)(In(sin(¢)))™ — 0 par croissance comparée.
or sin(t) ~ #, donc v/#(In(sin(t)))"* — 0
D'on (In(sin(t)))? = o (ﬁ) or ,1—1;2 est intégrable en 0.
Par comparaison & une fonction intégrable, ¢ — (In(sin(t)))™ est intégrable sur |0, w/2].
Alnsi |1’intégra,le généralisée D, converge absolument done converge

0

Le changement de variable ¢ = g —u; df = —du nous donne : Dy = — [ In(sin(m/2 — u))du

Jar/2

/2
On a bien | Dy = f In{cos(t))dt
0

w2 w2
10 > En utilisant 5, on a f'(0) = [ In(sin(t)) dt = Dy et f/(1) = / In(sin(t)) sin(t) dt.
J0 1)

Avec 9 et en effectnant le changement de variable u = 2¢; du = 2d¢, on a

/2 w2 - ] g
2D, = [n In(sin(t) cos(t)) dt = /.0 In ("’mgzﬂ) dt = é [ﬂ In(sin(u)) du — ln{22)‘rr

En effectuant le changement de variable u = 7 — ¢, du = —dt, on a :

T 0 w2
[ In{sin(u)) du = — [ In(sin(m — ¢)) dt = /; In(sin(t)) dt = Dy

w2 Jrf2
2 In(2 In(2
done 2D = 5Dy - n(z}”. Ainsi | f/(0) = Dy = — “(2)”

On effectue une intégration par parties sous réserve :

! /2 — CO8 cos
f’{l}=[(1—cos(t))ln(sin{t)}]ﬁj;ﬂ_/" (1 — cos(t)) cos(t) .

Jo sin(t)



Onavuen 9 que In(sin(t)) = o(1/\/t) or 1 —cos(t) ~ /2
t—0+ t—0+

d’ot1 (1 — cos(t)) In(sin(#)) —— 0 et [(1 — cos()) In(sin(t)) i::gz = (0); ce qui valide 'intégration par parties.
t— 0+ ‘

On avait choisi la geule p-ri-}n.:if-i-i,re qui pouvait convenir,

On a done avec le changement de variable u = cos(t) ; du = — sin(¢)df :

cos(t)

w2 . . w2 0 1 1
Fean 7= (1 — cos(t)) cos(t) . B /' - . B /’ u B /' 1
i) = —-L sin(t) dt = -/ mhm{t) dt = +. CTtu du = Jo\as1- 1] du

1 — cos(t)?

Ainsi f'(1) = [Infu+ 1] — u]*=) = In(2) =1 —In(1) + 0

On peut conclure que ‘ 1) =1In(2) -1 |

Exercice

Je donne le corrigé sur demande, mais finalement il n’était pas dans le sujet que vous avez eu....






