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Notations et objectifs

Dans tout ce probléme n est un entier naturel supérieur ou égal a 2 et F est un espace
vectoriel de dimension finie n sur le corps R des nombres réels.

L(F) désigne I'algdbre des endomorphismes de F et GL(FE) I’ensemble des endomor-
phismes de £ qui sont bijectifs.

On note 0 ’endomorphisme nul et id application identité.

Pour tout endomorphisme f, Ker (f) et Im (f) désigneront respectivement le noyau et
I’image de f.
[’ensemble des valeurs propres de f sera noté Sp(f) et on notera :

R(f) ={h e L(B) | p* = [}

R[X| désigne I'espace des polyndomes a coefficients réels.
‘
Etant donné f € L(E) et P € R[X] donné par P(X) = Zaka, on définit
k=0
P(f) e L(F) par :

£
P(f)=> arf*
k=0

ot fO=idet pourkec N* ff=fo.. . of.
e’
& fois

Si f1,..., f; désignent g endomorphismes de E (g € IN*) alors H f; désignera I’'endo-

Iy
morphisme f; o...0 f,.

Pour tout entier p non nul, M ,(IR) désigne I'espace des matrices carrées & p lignes et p
colonnes a coefficients dans R.

I, est la matrice identité de M (IR).

L’objectif du probleme est d’étudier des conditions nécessaires ou suffisantes & ’'existence
de racines carrées d’un endomorphisme f et de décrire dans certains cas 'ensemble R(f).

On admet dans tout ce probleme qu’un endomorphisme de E est diagonalisable si et seulement si il admet un

polynome annulateur scindé a racines simples.




PARTIE 1

A) On désigne par f I’endomorphisme de R® dont la matrice dans la hase canonicue est
donnée par :

8 4 =7
A=1-8 —4 8
o 0 1

1) Montrer que f est diagonalisable.

2) Déterminer une base (v1, vz, v3) de R® formée de vecteurs propres de f et donner la
matrice D de f dans cette nouvelle base.

3) Soit P la matrice de passage de la base canonique & la base (v1, v, v2). Soit un entier
m = 1. Sans calculer I'inverse de P, exprimer A™ en fonction de D, P et P71,

4) Calculer P!, puis déterminer la matrice de f™ dans la base canonique.

5) Déterminer toutes les matrices de M3(R) qui commutent avec la matrice I trouvée
& la question 2).

6) Montrer que si H € M3(R) vérifie H* = D, alors H et ) commutent.

7) Déduire de ce qui précéde toutes les matrices H de M;3(R) vérifiant H* = D, puis
déterminer tous les endomorphismes A de R? vérifiant £ = { en donnant leur matrice dans
la base canonique.

B) Soient f et 7 les endomorphismes de R?® dont les matrices respectives A et .JJ dans la
base canonique sont données par :

et J=

—_
—_ = =
—t et

1
1
2
= 1.

1
2) En déduire que pour tout m € N*, f™ = id + 5(4” —1)j. Cette relation est-elle

encore valable pour m =07
3) Montrer que f admet deux valeurs propres distinctes A et u telles que A < p.

1) Calculer J™ pour tout entier m

4) Montrer qu’il existe un unique couple (p, g) d’endomorphismes de R? tel que pour
tout entier m = 0, f™ = A"p + g et montrer que ces endomorphismes p et g sont
linéairement indépendants.

5) Aprés avoir calculé p°, ¢°, p o g et g o p, trouver tous les endomorphismes h, combi-
naisons linéaires de p et ¢ qui vérifient A% = f.

6) Montrer que f est diagonalisable et trouver une base de vecteurs propres de f. Eecrire
la matrice 1) de f, puis la matrice de p et de g dans cette nouvelle base.

7) Déterminer une matrice K de Mq(R) non diagonale telle que K? = I, puis une
matrice ¥ de M3(R) non diagonale telle que Y= = D).

8) En déduire qu’il existe un endomorphisme 4 de R® vérifiant A% — f qui n'est pas
combinaison linéaire de p et q.

9) Montrer que tous les endomorphismes i de R?® vérifiant 2* = f sont diagonalisables.



PARTIE 11

Soit f un endomorphisme de £. On suppose qu'il existe (A, ) € R? et deux endomor-
phismes non nuls p et g de E tels que :

id =  ptyg
AFp et o f = Ap+pg
f7o= XNptuig
1) Caleuler (f — Aid) o (f — pid). En déduire que f est diagonalisable.
2) Montrer que A et u sont valeurs propres de f et qu'il n’y en a pas d’autres.
3) Déduire de la relation trouvée dans la question 1) que po ¢ = g op = 0 puis montrer
que p* = p et ¢° = q.
4) On suppose jusqu’a la fin de cette partie que Ap £ O.
Montrer que f est un isomorphisme et écrire f~! comme combinaison linéaire de p et g.
5) Montrer que pour tout m € Z :

f7"=2"p+u"q

6) Soit F' le sous-espace de £(F) engendré par p et g. Déterminer la dimension de F.

7) On suppose dans la suite de cette partie que A et g sont strictement positifs.
Déterminer R(f) N F.

8) Soit k& un entier supérieur ou égal & 2. Déterminer une matrice K de My(R) non
diagonale et vérifiant K2 = Ij.

9) Montrer que si 'ordre de multiplicité de la valeur propre A est supérieur ou égal a
2, alors il existe un endomorphisme ¢ € £(E)\ F tel que p“ = pet fog=qop =0.

10) En déduire que si dim(F) = 3, alors R(f) ¢ F.

PARTIE III

Soient p1,...,Pmn, m endomorphismes non nuls de £ et Ay,..., A, m nombres réels
distincts. Soit f un endomorphisme de F' vérifiant pour tout entier & € IV :

ff= Zm: A
i=1

1) Montrer que pour tout P € R[X]|, on a:

2) En déduire que H(f — Aid) = 0, puis que f est diagonalisable.
i=1
3) Pour tout entier ¢ tel que 1 < # < m, on considére le polynéme :

1<i<m (Ae = A)
i£f
Montrer que pour tout entier £, tel que 1 < ¢ < m, ona p, = L,(f). En déduire que
Im (pg) < Ker (f — Asid), puis que le spectre de f est :



Sp(f) = {A . Am}

4) Vérifier que pour tout couple d’entiers (7,7) tels que 1 <4, <m, on a:

L REY
piopj_{pi si2=34

T
5) Justifier le fait que la somme Z Ker (f — Ajid) est directe et égale & E et que les
i=1
projecteurs associés a cette décomposition de E sont les p;.

6) Soit F' le sous-espace vectoriel de L{F) engendré par {pi,...,pn,}. Déterminer la
dimension de F.
7) Déterminer R{f) N # dans le cas ol \y,..., A, sont des réels positifs ou nuls.
8) Dans cette question, on suppose de plus que m = n.
8.1) Préciser alors la dimension des sous-espaces propres de f.
8.2) Montrer que si & € R(f), tout vecteur propre de f est également vecteur propre
de A.
8.3) En déduire que R(f) < F et donner une condition nécessaire et suffisante sur
les \; pour que R(f) soit non vide.
9) Montrer que si m < n et si tous les A; sont positifs ou nuls, alors R(f) & F.

PARTIE IV

A) Soit f un endomorphisme non nul de E tel qu'il existe un entier p > 1 tel que f¥ =0
et P71 £ 0.

1) Montrer qu’il existe € F non nul tel que la famille (z, f(z), f*(z),..., ffF~1(x)) est
libre. En déduire que p < n et que [ = 0.

2) Montrer que si R(f) # 0 alors 2p — 1 < n.

n—1
3) Déterminer les réels ag, ..., a, 1 tels que 1+ = Z apx® + O(2™) au voisinage
k=0

n—1
de 0. Dans la suite, F, désigne le polynome défini par F,(X) = Z ap X",
k=0

4) Montrer qu’il existe une fonction # bornée au voisinage de 0 telle que 'on ait
Pz) — 2 — 1 = 2"n(x). En déduire que X" divise P2 — X — 1.

5) Montrer alors que R(f + id) # @. Plus généralement, montrer que pour tout o réel,
Riaf +id) £ @, puis que pour tout [ réel strictement positif, R(f + Fid) £ 0.

B) 1) Scit T = (ai;)1«i j<n une matrice triangulaire supérieure de M., (R) dont tous les
coefficients diagonaux sont égaux a un réel A.

Montrer que (T — A\I,,)" = 0.

2) On suppose dans toute la suite que f est un endomorphisme de £ dont le polynéme
caractéristique est scindé et qui n’admet qu’une seule valeur propre A. Déduire de la
question précédente que E = Ker (f — Aid)™.

3) Montrer que si A > 0 alors R(f) # 0.

Fin de I’énoncé
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Ne pas traiter les questions au-dela de IV.F1.

Dansg ce probléme, K désigne le corps R ou le corps C et E est un K-espace vectoriel non nul.

21 f est un endomorphisme de F, pour tout sous-espace F de K stable par f on note fr endomorphisme de F
induit par f, c’est-d-dire défini sur F par fe(z) = f(x) pour tout x dans F.

Pour tout endomorphisme f d’un K-espace vectoriel £ on définit la suite (f™),cy des puissances de f par

fU :idEa
= fof* =f%of pourtout k dans N.

On note K[X | l'espace vectoriel sur K des polyndmes a coefficients dans K et, pour tout n de M, K,,[X] le sous-espace
de K[X] des polynomes de degré au plus égal a n.

Pour n = 1, M, (K) est Pespace des matrices carrdes & n lignes et 4 éléments dans K et Ay, 1 () est Pespace des
matrices colonnes & n lignes et & éléments dans K.

I Premiére partie

Dans cette partie, f est un endomorphisme d'un K-espace vectoriel E.

[.LA —Montrer qu'une droite I’ engendrée par un vecteur w est stable par f si et seulernent si w est un vecteur propre
de f.
I.B -

L.B.1) Montrer qu’il existe au moins deux sous-espaces de E stables par f et donner un exemple d'un endomor-
phisme de R? qui n’admet que deux sous-espaces stables.

[.B.2) Montrer que si £ est de dimension finlen = 2 et si f est non nul et non injectif, alors il existe an moins
troiz sous-espaces de K stables par f et au moins quatre lorsque n est impair.

Donner un exemple d’endomorphisme de R? qui n’admet que trols sous-espaces stables.
LC -

1.C.1) Montrer que tout sous-espace engendré par une famille de vecteurs propres de f est stable par f. Préciser
I’endomorphisme induit par f sur tout sous-espace propre de f.

1.C.2) Montrer que si f admet un sous-espace propre de dimension au moins égale & 2 alors il existe une infinita
de droites de E stables par f.

I.C.3) Que dire de f si tous les sous-espaces de K sont stables par f7

[.D - Dans cette sous-partie, ' est un espace de dimension finie.

I.D.1}) Montrer que si f est diagonalisable alors tout sous-espace de E admet un supplémentaire dans & stable
par f. On pourra partir d’une base de I et d’'une base de E constituée de vecteurs propres de f.

1.D.2) Mountrer que si K = C et si tout sous-espace de K stable par f admet un supplémentaire dans F stable
par f, alors f est diagonalisable. Qu'en est-il si K =R?

IT Deuxiéme partie

Dans cette partie, n et p sont deux entiers naturels an moins égaux 4 2, f est un endomorphisme diagonalisable
d'un K-espace vectoriel £ de dimension n, qui admet p valeurs propres distinetes {Ai,..., Ay} et, pour tout ¢ dans
[1,p], on note E; le sous-espace propre de f associé & la valeur propre A;.

IT.A — Tl s’agit ici de montrer quun sous-espace I de F est stable par f si et seulement si F = 5%, (F N F).
II.A.1) Montrer que tout sous-espace F de F tel que F = @&f_, (F N E;) est stable par f.




IT.A.2) Soit F' un sous-espace de F stable par f et & un vecteur non nul de F. Justifier "existence et I'unicité de
(2 1gigp dans By x - x B, tel que x = 57 ;.

IT.A.3) Sion pose H, = {i € [1,p] | x; # 0}, H, est non vide et, quitte & renuméroter les valeurs propres (et les
Sous-espaces propres), on peut supposer que [, = [1,7] avec 1 < r < p. Alnsi on a & = 5,_, #; avec
x4 € Fy\ {0} pour tout ¢ de [1,7].
On pose V, = Vect(zy,..., o).
Montrer que B, = {(zy,...,z,) est une base de V,,.

II.A.4) Montrer que pour tout 7 de [1,7], 7 ~'(x) appartient & V, et donner la matrice de la famille (71 ()} <j<r
dans la base 5.

I.A.5) Montrer que (f~1{z)})1<s5r est une base de V.

I1.A.6) En déduire que pour tout ¢ de [1, ], z; appartient & F et conclure.

II.B — Dans cette sous-partie, on se place dans le cas ol p = n.

I1.B.1) Préciser la dimension de E; pour tout ¢ dans [1,p].

II.B.2) Comblien y a-t-il de droites de F stables par f7

II.B.3) Sinz3et ke [2,n— 1], comblen ¥ a-t-il de sous-espaces de E de dimension % et stables par f7
II.B.4) Combien y a-t-il de sous-espaces de E stables par f dans ce cas? Les donner tous.

Il Troisiéme partie

III.LA — On considére 'endomorphisme D de dérivation sur K[X] défini par D(P) = P’ pour tout P dans K[X].

IIT.A.1) Verifier que pour tout n de M, K, [X] est stable par D et donner la matrice 4,, de 'endomorphisme induit
par D sur K, [X] dans la base canonique de K, [X].

II1LA.2) Soit F un sous-espace de K[X], de dimension finie non nulle, stable par D.

a) Justifier 'existence d’un entier naturel n et d’un polyndme R de degré n tels que R € F et F € K, [X].
b) Montrer que la famille (D*(R})ygi<rn est une famille libre de F.
¢) En déduire que F = K, [X].

II1.A.3) Donner tous les sous-espaces de K[X] stables par D.

III.B - On considére un endomorphisme f d'un K-espace vectoriel E de dimension n = 2 tel que f» = Oet f*1 £ 0.
I1.B.1
I1.B.2
I11.B.3
II1.B.4

Déterminer 'ensemble des vecteurs « de F tels que la famille 5, ,, = (F™ 7 (u))1<4<r s0it une base de E.
Dans le cas oli By, est une base de E, quelle est 1a matrice de f dans By, 7

Déterminer une base de F telle que la matrice de f dans cette base soit A,

el e

Donner tous les sous-espaces de E stables par f. Combien y en a-t-117 Donner une relation simple entre ces
sous-espaces stables et les noyaux ker{f*) pour i dans [0,n].

IV Quatriéme partie
Dans cette partie, n est un entier naturel non nul, M est dans M (IR} et § est I'endomorphisme de &= M., ; (R)
défini par f(X) = MX pour tout X de E.
81,

IV.A — Si on pose X; = : ol 0 = {; Sl z;? et B, = (X;)1<izn |2 base canonique de E, quelle est la
: si
572,,72

matrice de f dans B, 7
IV.B — Montrer que si n est lmpair, alors f admet au moins une valeur propre réelle.

IV.C - Dans cette question, A = a +148, avec («, §) dans B?, est une valeur propre non réelle de M et Z de Ay, 1(C),
non nul est tel que MZ = AZ.

81 M = (my5)1¢45<n, on pose M = (mj ) 1< 5¢n avec m} , = 75 (conjugué du nombre complexe my, ;) pour
2y z

tout (¢,7) de [L,n]? etsi Z=1] : |,onpose Z=] : | avec 2/ =7 pour tout i de [1,n].
2 2

Onpose X =L(Z+Z)etY=L(Z-Z).

IV.C.1) Verifier que X et Y sont dans F et montrer que la famille (X, Y) est libre dans F.
IV.C.2) Montrer que le plan vectoriel F engendré par X et ¥ est stable par f et donner la matrice de fr dans la
base (X,Y).

IV.D — Que penser de Paffirmation : « tout endomorphisme d’un espace vectoriel réel de dimension finie admet au
moins une droite ou un plan stables 7



IV.E — Existet-il un endomorphisme de R[X] n'admettant ni droite ni plan stable?

IV.F — Dans cette question on considére le systéme différentiel linéaire & : X' = AX associé & la matrice 4 =

1 -4 0
1 -2 -1
1 1 0

On appelle trajectoires de & les arcs de espace R® paramétrés par les solutions de &. On veut déterminer les
trajectoires rectilignes et les trajectoires planes de &.

a g 0
[V.F.1) Construire une matrice P inversible et une matrice 7= { —f « 0} avec (o, 8,7) dans (R*)® telles que
0 0 «
P 1AP =T, et déterminer un plan F et une droite & stables par Pendomorphisme de R® canoniguement
associé & A et supplémentaires dans RE.

r—
IV.F.2) Déterminer 'unique solution du probléme de Cauchy Prr: { i((ﬁ f‘)é, lorsque UV appartient & G.
ol = —x + 2,
IV.F.2) Pour tout ¢ = (a,b) de R?, on considére le probléme de Cauchy C,: ' = —2x —y, et @ = (x,y)

2(0) = a, y(0) = b,
dans CH{R,R?) "unique solution de ..
Préciser 2'(0) et 4/ (0) ; montrer que x et % sont solutions dine mame équation différentielle linéaire homogéne
du second ordre & coefficients constants et ainsi en déduire i en foriction de a et de b.

[V.F.4) Déterminer les trajectoires rectilignes et les trajectoires planes du systéme différentiel X' = 4X.
V Cinquiéme partie

Dans cette partie £ est un espace vectoriel réel de dimension n muni d'une base 5 = (£5)1gi<n-
On considére un endomorphisme f de E et on note 4 sa matrice dans la base 5.

V.A -

V.A.1) Montrer qu'il existe un unique produit scalaire sur & pour lequel 5 est orthonormée. Ce produit scalaire
est noté de maniére usuelle par {(x,v) ou plus simplement w - v pour tout (u,v) de E2.

V.A.2) Siu et vsont représentés par les matrices colonnes respectives U et V' dans la base B, quelle relation simple
existe-t-il entre u - v et le produit matriciel *UV (on *I/ est la transposée de UF) 7

V.B — Soit H un hyperplan de E et D son supplémentaire orthogonal.

91 (u) est une base de D et s1 U7 est la matrice colonne de w dans B, montrer que H est stable par f si et
seulement si I/ est un vecteur propre de la transposée de A.

V.C — Déterminer ainsi le(s) plan(s) stable(s) de f lorsque n = 3 et A4 est la matrice considérée en IV.F.

V.D — Dans cette question, E est un espace vectoriel réel de dimension »n et f est un endomorphisme de F.

V.D.1) Montrer que si f est diagonalisable alors il existe n hyperplans de E, (H;)i cocn, tous stables par f, tels que
M, Hi= o},

V.D.2) Un endomorphisme f de I pour lequel il existe n hyperplans de E stables par f et d’intersection réduite
au vecteur nul est-il nécessairement diagonalisable?



