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                                                   DS N°4 

                                                                                Version hard (d’après Centrale PC 2019), corrigé 

                                            

 

I.   Préliminaires 

 

1.   D’après le cours,  u  admet des polynômes annulateurs non nuls, l’ensemble ( )Z u     est donc non vide. I  est alors également non  

vide, et c’est une partie de  . Ainsi  I  admet un minimum  m . 

 

2.   •    Par définition, il existe un élément  P  de ( )Z u     qui est de degré  m ; notons   son coefficient dominant ; alors 
1
P  


 est  

annulateur de  u ,  et il est de degré  m . 

•    Supposons que l’on ait deux polynômes  1Q   ,  Q    annulateurs  de  u , unitaires et de degré  m .  Alors 1 2Q Q       −    est  

annulateur de  u ; mais comme il est de degré strictement inférieur à  m ,  il ne peut pas appartenir à ( )Z u     ; c’est donc le 

polynôme nul, ainsi 1 2Q Q       =   . 

On a bien existence et unicité d’un polynôme annulateur unitaire et de degré  m . 

 

3.   Soit  P  un polynôme annulateur de  u , effectuons sa division euclidienne par u    :  P  s’écrit sous la forme uP Q R     =         +   ,  

avec ( )deg R m          . 

Alors ( ) ( ) ( ) ( )uR u P u Q u u         =         −                . Comme  P  et u    annulent  u ,  c’est le cas de  R  également. Mais  R  étant 

de degré strictement inférieur à  m ,  il n’appartient pas à ( )Z u     ; c’est donc le polynôme nul, ainsi u    divise  P . 

 

4.   •    Si u    est scindé à racines simples, c’est un polynôme annulateur scindé à racines simples de  u ,  donc  u  est diagonalisable. 

•    Si  u  est diagonalisable, il admet un polynôme annulateur scindé à racines simples  P .  u    divise  P ,  il est donc lui aussi 

scindé à racines simples. 

On a bien l’équivalence demandée. 
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