Séries entieres

2025- 2026

Comme d’habitude, K désigne R ou C.

I SERIES ENTIERES : DEFINITION, CONVERGENCE

1. Deux rappels sur les séries
a. Ici commence le royaume de la régle de d’Alembert
...que I’on rappelle donc au passage :

Proposition (régle de d’Alembert)

Soit ( u, ) _une suite de réels ou de complexes telle que :
n=ng
i— ( u, ) _ . ne s’annule pas a partir d’un certain rang ;
nzn 0
.o Uy .. "
i — admet une limite ( € R, U{+o}.
u n
Alors :
o Si ( < 1,]lasérie Z u , estabsolument convergente.
oo Sil>1, 2 u, estune série grossiérement divergente.

b. Produit de Cauchy de deux séries

i— Définition

Le produit de Cauchy des deux séries Z u, et Z %

n>0 n>0 n>0

. estlasérie z w, dont le terme général w, €St donné par :

ii — Proposition

Le produit de Cauchy Z w, de deux séries absolument convergentes Z u, et Z v, converge,
nx0

n=0

n=0 n=>0

2. Série entiére

Définition (série entiére)

On appelle série enticre sur K toute série formelle Z a, X", ou ( a, )

o est une suite d’éléments de K .
n>0 -

Définitions (opérations sur les séries entiéres)



Notons SE (K ) I’ensemble des séries entiéres sur K (ce n'est pas une notation standard)).
On définit sur SE (K ) les opérations suivantes :
Addition interne
VI Y a, X" Y b, X" e(SE(K)) . Y a, X"+ Y b, X" =3 (a,+b,)X".
n=>0 n=0 n=0 n=>0 n>0

Multiplication externe

VieK, VY a, X" eSE(K), LY a, X" =% (ha,)x".

n>0 n>0 n=>0

Multiplication interne : produit de Cauchy de deux séries entiéres

VI Y a, x" Y b, x| e (SE(K)) | Y a, X" x| X b, X" | = S apb, | X"

n>0 n>0 n>0 n=0 n=20\k=0

3. Convergence d’une série entiére

a. Lelemme d’Abel

Soit p un réel strictement positif. Si la suite (an p” ) . est bornée, alors, pour tout z € C tel que |z| <p:
ne
| z | n
. a,z" =0|| —
p
X Laséric ). a, z" converge absolument.
n=0
Preuve
On suppose donc la suite (a P ) . bornée : autrement dit,ona a, p" = O(1). Alors, pour tout z € C tel que |z| < p,
neN
a n n n
nZ z z
n:anpn(] =O [J =O(1)5
[z ] 2] 2]
p

n
d’ou le premier point grace au critére du quotient. Comme la série z ( u J (géométrique, de raison strictement inférieure a 1 en
n=0 p

valeur absolue) converge, le second point en découle.

b. Rayon de convergence, disque de convergence

Définition (rayon de convergence)

Soit Z a, z" une série entiére. On définit le rayon de convergence R € R , U { + ® } de cette série entiére par :
n=0
R:Sup{reR+,(|a” r”) est bornée }
ne
Remarque

Cette borne supérieure est bien définie dans R © U { + o0 } , car il est évident que ( ‘ a,|r" ) . est bornée lorsque » = 0. Ainsi,
n e

n

{r eR_, (‘a s ) est bornée} est un ensemble non vide et minoré par 0 .
n e N



Soit Z a, z" une série entiére, et soit R son rayon de convergence. Alors :

n=0

Théoréeme

Pour tout z € K tel que |z| < R, Z a, z" converge absolument.

nx0

Pour tout z € K tel que |z| > R, Z a,z" diverge grossierement.

n=0

Remarque

On ne peut rien dire de général dans le cas ou ‘ z ‘ =R: Z a,z" peutalors étre semi — convergente, absolument convergente, ou
n=0

divergente.

Disque ouvert de convergence ; intervalle ouvert de convergence

Le disque ouvert D ( 0, R ) = { z e C, | z| <R } est appelé disque ouvert de convergence de la série enti¢re de la

variable complexe z : Z a, z". Lintervalle ] -R,R [ est appelé intervalle ouvert de convergence de la série enticre
nx0

de la variable réelle x : Z a,x".
n=0

D’apres le théoréme précédent :

Pour tout complexe z appartenant au disque ouvert de convergence, Z a, z" converge absolument. En particulier,
n=0

our tout réel x appartenant a ’intervalle ouvert de convergence, a, x" converge absolument.
n
n=>0

c. Détermination pratique du rayon de convergence : quelques résultats
La regle de d’Alembert s ’adapte aux séries entieres de la fagon suivante :

Proposition 1

Soit Z a, z" une série entiére, soit R son rayon de convergence. On suppose que la suite ( a, ) N e s’annule pas a

ne
n>0

partir d’un certain rang. Alors :

a 1
. . n+1 .
. Si la suite converge vers unréel nonnul /,ona R = 7
a ,
" nelN
a
. . n+1
oo Si  lim =0,ona R =+ .

n— +o a

|
(=)

O,ona R =

XX Si  lim
n—>+o| @

Il convient de s assurer que [’on sait démontrer ces résultats, et que l’on sait se débrouiller lorsque I'hypothése « ( a, ) L nes ‘annule pas a

n e

partir d’un certain rang » n’est pas vérifiée (pour des séries entieres du type Z a,,z"" parexemple)...
nxz0

On donne ci-dessous quelques critéres de « bon sens », qu’il faut également savoir démontrer :



Soit Z a, z" une série entiére, soit R son rayon de convergence. Soit z, € K. Alors :

n=0
. Silasuite(anz(;l) est bornée, R > |Zo|~
nelN
oe Silaséric » a, z, converge, R > |Zo|-
n=0
eee Silasuite(anz(f) ne tend pas vers 0,RS|ZO|.
neN
S nog
s Si la série Z a, z, diverge, R < |Zo|~
n=>0

Proposition 2 (comparaison de rayons de convergence)

Soit Z a,z", Z b, z" deux séries entiéres, de rayons de convergence respectifs R, et R, .

nz0 nz0
. Si|a,, S|bn a partir d’un certainrang, R, = R .
.o Silexiste o € R telque. a, = O (n“b,), R, = R,.
cee S’ilexiste o € R telque. a, ~n*b,, R, = R,.
eoece En particulier, ¢, ~ b, , R, = R,.

A savoir démontrer, toujours...

4. Rayon de convergence et opérations algébriques

Proposition

Soient Z a,z", Z b, z" deux séries entiéres, de rayons de convergences respectifs R, et R .

n=0 n=0

. Pour tout . € K *, le rayon de convergence de Z ha,z"

n=0

estégala R, ,etpourtout z € K

+ 00 +x
telque|z|<Ra, z Kanznzkz a,z".
n=0 n=0

oo Le rayon de convergence R de Z ( a

n=0

+ bn)z” est

n

égal a min(Ra,Rb) siR, # R,
supérieur ou égal a min(Ra,Rb) =R,siR, = Rb'

+ oo + oo + o

Pourtout z € K tel que |z| < R, Z (an+bn)z": a,z" + b,z"
n=0 n=0 n=0
n
eee Lerayon de convergence R de la série entiére produit Z c,z",ouc, = Z a,b,_,,est
nz0 k=0
supérieur ou égal a min(Ra,Rb),et:
+ + + o0
pourtout z € K telque |z| < R, D ¢, z" = a,z" x| Y b,z"
n=0 n=0 n=0

Remarques



. Si R, = R, , il est possible que le rayon de convergence de Z ( a

n
n=0

s’en convaincre de considérer une série entiére Z a, z" derayon de convergence différent de + oo, et de poser b, = —a

n>0

oo Si les séries entiéres z a,z", z b, z" sont a supports disjoints (ie., telles que V n,a,b, =0),

n=0

n=0

alors le rayon de convergence de z ( a,+b, ) z" estégala min ( R,,R, ) .

n=0

II DEVELOPPEMENTS EN SERIE ENTIERE USUELS

A connaitre, et a savoir démontrer...

Nom RC Développement en série entiére
+ o0 Zﬂ
exp + zeC,expz =
n=0 I’l'
sin (variable réelle) + o x e R, sinx = 5 ﬁxz””
’ = (2n + 1)1
cos (variable réelle) + xeR, cosx = (-1) x "
n=20 (2’1)'
+ 0 x2n
ch (variable réelle) + o0 xeR,chx =
n:O(zn)'
R h + x2n+l
. r +w =
sh (variable réelle) X e R,snx ngo (2n +1)!
x> In(1-x), x réel 1 xe[—l,l[,ln(l—x):—i x
n=1 N
e (1
x> In(1+ x), x réel 1 xe]-1,1],In(1+x) = Z —tx"
n=1 n
z ! : SE. géométrique 1 zeC,|z] <1: i z" = !
-z oo 1 -z
zH1+Z:géométriqueagain 1 ze(C,|z|<1:n+zw0(—1)"z”=1iz
+ o0 B + oo R 1
Série entiere géométrique dérivée 1 zeC, |Z| <1, Z nz" '= (n + 1)2 = (1 )2
n=1 n=0 - Z
< n -2 2
Série entiére dérivée seconde 1 zeC, Z| <1 Z n(n-1)z G )3
n=2 - Z
. < n! _ p!
Série entiere géom. dérivée p ¢me zeC,|z| <1 z" P = —
érie entiére géom. dérivée p 1 | 2] nz,p (- p)! (1-2) I
n -1
“ , . [l (a-%k)
x}—)(l'i‘.x) ,OLEN,XI'GGI 1 xe]—l,][; Z k=0 : xn:(1+x)a
= n!
1 . 1 (2 x)"
- , x réel L1 — = X
fe | vel-Li[ = z(HJ(J
arctan (variable réelle) 1 x e ]|-1,1[, arctan x = Zw: ﬂxz”+1

S0 2n +1

+b, ) z" soit strictement supérieur & R, : il suffit pour




III REGULARITE D’UNE SOMME DE SERIE ENTIERE

A — Variable réelle ou complexe

1. Fonction développable en série entiére

Définition 1 (fonction développable en série entiére au voisinage de ()

Soit f* une fonction d’une variable réelle ou complexe, définie au voisinage de 0. On dit que f est développable en série

entiere au voisinage de 0 lorsqu’il existe une série entiere Z a, z" etunréel r non nul tels que :
n=0

+ oo
pourtout z € D, telque |z| <r: Y a,z" converge,et f(z)= D a,z".
n=0

n>0

Définition 2 (fonction développable en série entiére au voisinage d’un point, HP)

Soit f une fonction d’une variable réelle ou complexe, définie au voisinage de ¢ € K. On dit que f est développable en

série entiére au voisinage de a lorsqu’il existe une série enticre Z a,z" etunréel r nonnultels que :

n=0
+o0
pourtout z € K telque a+ z € D, et |z|<r: D a,z" convergeet f(a + z)= a,z",
n=0 n=20
+ o0
ou encore : VzeD, tlque |z-a|<r: Y a,(z-a)" converge,et f(z)= D a,(z-a)"
n>0 n=

Remarque : Lorsque I’on dit, sans autre précision, que f est développable en série entiére, il est sous — entendu que c’est

au voisinage de 0 (seul cas officiellement au programme).

Proposition (algébre des fonctions développables en série entiére au voisinage d’un point)

Soit @ € K. L’ensemble des fonctions développables en séries entiéres au voisinage de a , muni des lois naturelles, est un

espace vectoriel, et de plus est stable par multiplication interne.

2. Convergence normale sur tout compact du disque ouvert de convergence

a. Le théoréme

Soit z a, z" une série entiére de rayon de convergence R .
nxz0

Pour tout » € [0, R| , Z a, z" converge normalement sur D (0, r) = {z e K, |z] < r}.
n=>0

Remarque
Dans le cas réel, Z a, x" converge donc normalement sur tout segment de |- R, R| .
nxz0
b. Une premiére conséquence

Corollaire

+
La fonction z Z a,z
n=0

" est continue sur le disque ouvert de convergence.

Remarques



+ oo

. Dans le cas réel, et avec les notations habituelles, x > Z a, x" estcontinue sur I’intervalle ouvert de convergence ] - R,R [ .
n=0
+ 0
ee  Silasérie Z ‘ a,|R" converge, Z a,z" converge normalement sur D (0, R) : dans ce cas, la fonction z +> Z a,z"
n=0 n=>0 n=0

est continue sur le disque fermé de convergence.

3. Développement limité

a. Proposition (développement limité d’une fonction somme de série entiére)

+
Soit Z a, z" une série entiére de rayon de convergence R nonnul. Soit f: z > Z a, z" lasomme de cette série
n=0 n=0

entiére. Alors f admet au voisinage de 0 un développement limité a tout ordre n € N | et celui — ci est donné par :

n
> a, z* +o(z").

k=0

r(2)

0

Remarque : Ceci donne un éclairage sur la raison pour laquelle on qualifie ces développements de « limités »...

b. Premiéres conséquences

Corollaire 1 (unicité, sous réserve d’existence, du développement en série entiére)

o Soit f* une fonction admettant un développement en série entiére au voisinage de 0. Alors, celui — ci est unique.
1 n n o ‘N
oo Soient Z a,z"” et Z b, z" de séries enti¢res de rayons de convergence non nuls. On suppose
n=0 n=>0

quil existe » € R tel que pour tout z € B, (0, r), z a,z", Z b, z" convergent

n=0 n=0

+ o0 + o0
et » a,z"= > b,z" Alors:VneN,a,=b,.
n=0 n=0

ai , nt en série entié . . . i
Corollaire 2 (développement en série entiére d’une fonction paire ou impaire

+ o0
Soit f: z > z a, z" une fonction somme de série entiere de rayon de convergence non nul.
n=20

[ est paire (resp. impaire) si et seulement si pour tout » impair (resp. pair), a, = 0.

B — Variable réelle : dérivation, intégration, et conséquences

Dans tout ce paragraphe, on considére des séries entiéres d’une variable réelle. Quant aux valeurs prises, elles sont

dans K = R ou C (les a, peuvent étre complexes).

1. Intégration terme a terme

Théoréme (intégration terme a terme d’une somme de série entiére)

a,

n+1

. Les séries enticres Z a,x" et Z x" ont méme rayon de convergence R .

n=0 n=0




B+ to g to g
oo Pourtoutsegment[a,ﬁ]de]—R,R[,J' oa,x"de= Y ——p"t - ntl
o0 —on+1 —on+1
a = n= n=
X 4o + oo a
cee Pourtoutxe]—R,R[,onaI a,t"dt = Z Loxntl,
0 n=0 n=0" +1
2. Dérivation terme a terme
Théoréeme (dérivation terme a terme d’une somme de série entiére)
+ 0
Soit f: x Z a, x" dx une fonction somme d’une série enticre de rayon de convergence R . Alors :
n=20
. La série enticre Z nx"" ! améme rayon de convergence R .
n=>1
oo f estdeclasse C' sur |- R, R[,etpourtout x € |- R, R[ :
+ 0 +
fo(x)y=Y (n+1)a,  x" = na,x""".
n=0 n=1
Généralisation (dérivée p — éme)
+ o0
Soit f: x > z a, x" dx une fonction somme d’une série enticre de rayon de convergence R . Alors :
n=20
L. . n! n-p R
. La série entiere Z e a méme rayon de convergence R .
nzp (I’l - p)
oo f estdeclasse C” sur]—R,R[,etpourtout p € N, pourtout x € ]—R,R[ :
+ 0 (n + p)! + o0 n!
f(p)(x)z Z e a,, ,x" = Z ——a,x"" .
n=0 n! nzp(n_p)!
+ oo + o0
. Enparticulier: Vx € |[-R, R[: f(x)= > (n+2)(n+1)a,,,x" = > n(n-1)a,x" 7.
n=0 n=2

e o [es séries entiéres se dérivent ou s’intégrent sur I’intervalle ouvert de convergence. Une intégration ou dérivation

jusqu’a une borne de I’intervalle de convergence ne peut se justifier en général qu’en revenant aux théorémes de

dérivation ou d’intégration de séries de fonctions.

IV SERIES DE TAYLOR

1. Définition

(n) 0
Soit f une fonction de classe C * sur un intervalle ]— r,r [ La série de Taylor de f est la série z f—'() X
n=0 n:

n

2. Identification sous réserve d’existence

Proposition (les développements en séries entiéres sont les séries de Taylor)

H Si f est développable en série entiére sur ]— r,r [, alors f estde classe C* sur cet intervalle, et son développement est sa




sériede Taylor: V x e |—r,r[, f(x) = Z I 7 x

3. Caractérisation des fonctions développables en série entiére

Proposition (condition nécessaire et suffisante de développabilité en série entiére)

Soit f une fonction définie au voisinage de 0 .

f est développable en série entiére au voisinage de 0 si et seulement si les deux conditions suivantes sont vérifiées :

i—  Lafonction f estde classe C” au voisinage de 0.

i — Elr>0,‘v’xe]—r,r[, lim Iu
n— +o
0

£ (yde = 0.

n!




