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Corrigé
Partie 1
n 0 i 1
VzeC, |%| — s?\z|< donc R = 1.
" inodoo | oo osifz] > 1
D’aprés ce qui préceéde, | — 1,1[C D, C [—1,1]. La série converge en 1 <= « > 1 (exemple de Riemann) et en
]—1,1] sia€]—o0,0]
-1 <= a >0 (CSSA). Donc D, = ¢ [-1,1[ si a €]0,1]

[-1,1] sia€]l,4o0]

Pour z > 0, la série est a termes positifs donc f,(z) > 0.
Pour z <0, la série satisfait les hypothéses du CSSA donc sa somme est du signe de son 1°" terme : f,(z) < 0.

D’aprés le cours, fo(z) = = et fi(z) = —In(1 — ).

+oo
Par le théoréme de dérivation des SE, fi(z) = 21 na"~t =1f () donc f_i(x) = Y=

Pour a > 1, la série converge normalement sur [—1, 1] donc f, est continue sur D, = [—1,1].
Ve e [0,1], I5 > % donc fo(x) > fi(x). Or fi(x) = —In(1 —2) —> +o00. On en déduit que lim f,(z) = +o0.
r—1— Tz—1—

G, converge en © = 1 donc 1 € D, ie a > 1 et Go(1) =1 donc Afy(1) = 1.

X, admet une espérance <= G, est dérivable en 1 <= « > 2 et dans ce cas, G, (z) = Af4(2) = 2 fa_1(2).
Donc E(Xy) = G (1) = fo=2D).

fa(1)
Partie II
¥ (o)
Pour z €] = 1,1[, n(1+z) = —
n=1
Rs =1et pour z €] — 1,1[, exp(S(z)) =1+ .
_ 1 _ 1
Rg — HRS — w
+oo
D’aprés le théoréme de dérivation des SE, g est de classe C* sur |—R,, Ry[D [0,1] et ¢'(t) = > (—1)"~lz5tn— ! = Trez
n=1
D’aprés ce qui précede, h est de classe C* sur [0, 1] et h'(t) = ¢'(t)h(t) = 75 h(t).

On remarque que la fonction z : ¢ — 14tz est solution de cette équation différentielle. De plus, z(0) =1 = ( ) Ainsi,
h et z sont solutions du méme probléme de Cauchy, donc elle sont égales. En ¢ = 1, on obtient h(1) =

Partie 111

t tlnax
X € M
t > §= = S est continue sur |0, +oo[.

0< f—: < & qui est intégrable sur ]0, 1].
VE>1,0< f—:, < e!!m% qui est intégrable sur [1, +oo[ car Inz < 0.

On effectue le changement de variable u = —tInz, C! et strictement croissant de |0, +oo[ dans ]0, +00] :
I(z) = (—Inx)*1 f+oo u % du = (—Inx)*1T(1 — ).

tsat =etM® et t — 7= sont décroissantes positives sur R*} donc aussi leur produit.
Vit € [n,n + 1] <z < 2" {onc en intégrant sur [n,n+1 n::;a < fn+1 rdt< 2

) (n+1)a — ta = po = na'
On somme les 17 inégalités pour n € N et les 2° pour n € N* et on obtient le résultat attendu.

t— & " est intégrable sur ]0,1] et I(z) = (—Inz)*~'T(1 — ) — +oo car a < 1. Donc f1 > f” dt ~ f0+°° I dt =
—

(—1In x)o‘*lI‘(l — «). En divisant par ce méme équivalent et en utilisant le théoréme des gendarmes, on obtient
falz) ~, (—Inz)* 1T (1 - a).
z—




