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Espaces euclidiens
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I Bases orthonormées

1. Espaces euclidiens

Rappelons qu’un espace euclidien ( E, < N > ) n’est rien d’autre qu’un espace préhilbertien de dimension finie.

En conséquence, tout ce qui a été raconté dans le chapitre précédent sur les espaces préhilbertiens reste d’actualité. ..

2. Procédé d’orthonormalisation de Gram — Schmidt (rappel)

a. Proposition 1 (Gram — Schmidy)

Soit (E ,< . >) un espace euclidien de dimension n € N .
Soient p € {1, ey n} ,et F = (e1 s €, ) une famille de vecteurs de E .

Soit G = (8 s €, ) la famille de vecteurs définie par :

k=1
€k~ z<8i|ek>8i

oo Vke{2,...,p},8k=

€k~ z <8i|ek>8i
i=1

Alors G est une famille orthonormale de £, vérifiant :

Vkel{l,..,p}, Vect<(81,...,ak)> = Vect<(el,...,ek)> )

Elle est dite déduite de F par le procédé d’orthonormalisation de Gram — Schmidt.

Remarques

e On verra une interprétation géométrique de ce procédé en termes de projections orthogonales.

o Le procédé de Gram — Schmidt ne modifie pas une famille déja orthonormale.
e Il yaunicité de I’orthonormalisée de Gram — Schmidt si I’on impose que < e, | e, > > 0, ouque, dans la

k-1
décomposition €, = a, e, + Z a;e,,a, estpositif.
j=1
Preuve (rappel, également...)

On procede par récurrence sur p , I’hypothése de récurrence étant : les relations machin et truc permettent de définir



une famille ; celle — ci est orthonormée, et vérifie :
Vikell,.,p}, VeCt<(81,...,8k )> = Vect<(el,...,ek )>

Pour p = 1, c’est évident. Supposons maintenant la propriété vraie a unrang p € { I,.,n — 1} , et considérons

une famille libre (el, e ep,epH) de p + 1 vecteursde E .
el
e = — L
el
o Par hypothése de récurrence, la famille (81,...,8p) donnée par e, — k21<gi | e k>gi
Vke 2,p ,e,= —
e, — z<8,|ek>s,
i=1

est bien définie, et vérifie: V k € {1,.., p}, VeCt<(81,...,8k )> = Vect<(el,...,ek )>

. Comme(el,...,ep,ep+l), e, | & Vect<(81,...,sp)> = Vect<(e1,...,ep)> 5€, 01— Zp: <8i \ ep+1>8,.

i=1

14
€pi1 Z<81|ep+1>8i

est donc non nul, et il en résulte que ¢ , . | = —

est bien défini ; en outre, ce vecteur est

<8[|ep+1>8i

o
~
+
|
AM»Q

i =

‘ b

ot pui h , <ep+1’8k>_<8k|ep+l><8k’8k>
ou, puisque ( &,, ..., € , ) estorthonormée, (& ,,,,&, )= =0.

Ainsi, ( €1y €, ) est orthonormée ; ceci achéve la récurrence, et la démonstration.

b. Existence et complétion de bases orthonormales

Corollaire 1 (Schmidt)

Soit (E,< . >) un espace euclidien de dimension n € N,
Alors ( E,(.].) ) admet (au moins) une base orthonormale.
Preuve

Sin =0, estune base orthonormée de E. Supposons désormais n > 1.

Soit B = (e, s s €, ) une base de E (il en existe !). La famille 3’ = (8 s €, ) déduite de B par le procédé

d’orthonormalisation de Gram — Schmidt est orthonormée, donc libre. Comme elle est formée de n vecteurs, c’est une

base orthonormée de cet espace.

Remarque

Notons que, de plus, la matrice de passage de B a B’ est triangulaire supérieure, a coefficients diagonaux strictement

positifs.




Proposition 2 (complétion d’une base orthonormale)

Soit (£, (.| .)) un espace cuclidien de dimension 7 € N *. Alors :

Toute famille orthonormale F de vecteurs de E peut étre complétée en une base orthonormale @ de E .

Preuve
Soit F = (el s € ) une famille orthonormale de vecteurs de E .
e Sip=mn
F est une base orthonormale pour des raisons de cardinalité, cf. ci — dessus.
- Sip<n

F est orthonormale, donc libre. Le théoréme de la base incompléte permet de compléter cette famille en une base

B = ( €1sr€,,€, 1,8, ) de E . Rappelons que le procédé de Gram - Schmidt ne modifie pas une

famille déja orthonormale, donc la famille G = ( €, €, ) déduite de la famille libre B par ce procédé est en
fait G = ( €1s s €,,€ , 15 €, ) . Enfin, troisieme fois que nous tenons ce raisonnement, G est orthonormée
donc libre, de cardinal n dans un espace de dimension 7, donc c’est une base. Et comme elle est orthonormale,

c’est une base orthonormale de £. On a bien complété la famille orthonormale F en une base orthonormale de E .

3. Travail en base orthonormale

Résumé... Principales propriétés essentielles a connaitre lorsque [’on est en b.o.n.

Proposition 1 ( travail en |base orthonormale | )
Soient (E, < o >) un espace euclidien de dimension n € N *, || . || la norme euclidienne
associée, et B = (el. ) . une base orthonormale de £ .
., . Xy Y1
Soient x = Z X, e, ety= Z vy, e, deux vecteursde E, X =| : |etY =| : | leursmatrices
el ol X n y n
de coordonnées dans la base B. Soit F = ( €, ) o une famille de n vecteurs de F, et soit, pour

touti € {1,..,n}, X, € M, (R) lamatrice des coordonnées de ¢, dans la base B. Alors :

n

. x=Z<ek|x>ek,i.e.:Vie l,n,xi=<ei|x>.

k=1

.o <x|y>=XT.Y=YT.X:ixl.yi.

i=1

oo xf=YXTX = (ix?j; :[k:(ek x>2];.

eeee F estune base orthonormée de E si et seulement si ( X, .nX, ) est une base orthonormée

de M, , (R) (muni de son produit scalaire canonique).




Proposition 2 ( matrice d’un endomorphisme en | base orthonormale|)

Soient (£, (.| .)) un espace euclidien de dimension n € N*, | . | la norme euclidienne

associée, et B = (e ; ) . une base orthonormale de E .
1

S Ql,.“,n}

Soit f € L ( E) un endomorphisme de £, et 4 = (a i J ) , sa matrice dans la base B.

(i,j) e {l,...,n}

Alorspourtout(i,j) € {1,...,n}2 : al-,j=<e,- |f(ej)> .

4. Supplémentaire orthogonal

Rappelons le résultat suivant (établi dans le chapitre espaces préhilbertiens) :

Théoréme
Soient ( E, < . > ) un espace préhilbertien, et £ un sous — espace vectoriel de dimension finie de F .
Alors,
. FOF'—E
.o ( F 1 )J_ - F

lf/zh Rappelons également qu’on dit alors que F - est le supplémentaire orthogonal de F dans E ...
En particulier :
. . L 1
Soient (E,< . >) un espace euclidien, et ' un sous — espace vectorieclde £ . Alors F @ F — = E.

Par conséquent

mmF+mmUﬂ)=mmE.

Corollaire 1

Soit (E , < . >) un espace euclidien de dimension n € N *, F un sous — espace vectoriel de £, B une

base orthonormée de F, et B’ une base orthonormée de F L

Alors leur concaténée B 11 B’ est une base orthonormée de E .

Preuve
On sait que F et F L sont supplémentaires orthogonaux dans £ , ils sont donc supplémentaires tout court dans cet

espace. Par conséquent, B [I B’ estbien une base de E, et de plus on peut poser B = ( €1, €, ) , et

B’ = (epﬂ,...,e”).Pourtout(i,j) e{l,.,n)’,



sij =1, carles e, sonttousnormés
siie{l,..,p}etje{p+1,.,n}, car F et F* sontorthogonaux
siie {p + 1,...,n} etj e {1,...,p} , pour la méme raison

si i et j appartiennent a {1, . p} et sont distincts, car B est orthogonale
si i et j appartiennent a { p+1,., n} et sont distincts, car B’ itou

(er]e)) =

S o o o =

On a faitle tour : B [I B’ est une base orthonormée de E .

Corollaire 2

Soient (E , < . >) un espace euclidien de dimension n € N*, F un sous — espace vectoriel de E ,
et ( €, ) une base orthonormée de F . Si on compléte cette famille libre en une base orthonormée

( €5 €, ) de E grace au théoréme de complétion des familles orthonormées, alors la famille

(ep s € ) est une base orthonormée de F .

En particulier :

Ft= Vect<(ep+1,...,en)> .

Preuve
Vect < ( €, 1€, ) > est supplémentaire de F', et lui est évidemment orthogonal. Donc
Vect <(ep s €, )> = F 1 et plus précisément (ep Y- ) est une base de F © . Cest une famille orthonormée
comme sous — famille d’une famille 1’étant, d’ou le résultat. O
Théoréme
Soit (E , < o >) un espace euclidien. Soient F' et G deux sous — espaces vectoriels supplémentaires de E .

Alors: F1G o F1=G o Gt =F

Preuve
Par définition de 1’orthogonalité de deux sous — espaces vectoriels,ona FF L G & F < G L o G < F*. Mais
F ®G=E, donc dim F = dim E — dim G = dim(Gl),d’ou Fc Gt o F=G%t, etlerésultat.
Remarque

On a vu, en dimension quelconque, [’unicité, sous réserve d’existence, du supplémentaire orthogonal : le seul

supplémentaire orthogonal de F, s’il existe, est F L En dimension finie, il y a existence et unicité.

Définition — bilan (supplémentaire orthogonal)

Soient (E , < . >) un espace euclidien de dimension n € N, et F un sous — espace vectoriel de E .

Alors F 1 est LE supplémentaire orthogonal de ' dans E .

C’est ’unique supplémentaire de F orthogonala F . Onnote |FF @ F L= E|




II — Isométries, matrices orthogonales

1. Isométries

a. Automorphismes orthogonaux ou isométries

Définition

Soient (E, < . >) un espace euclidien, et f un endomorphisme de E.

On dit que f est une isométrie, ou automorphisme orthogonal, lorsqu’il conserve le produit scalaire,

c’est — a — dire lorsque V(x,y)eE?, <f(x)| f(y)> =(x|y).

Remarque

On verra sous peu que toute isométrie est bijective. C’est pourquoi on parle d’automorphisme orthogonal.

Proposition 1

Soient (E, < . >) un espace euclidien, / un endomorphisme de £, B = (el s s €, ) une base

orthonormée de £ . Les propositions suivantes sont équivalentes :

i — f est une isométrie.

ii — L’image de (f (e1 ), ves f(en )) de B par f estune base orthonormée de E .

iii — Pour toute base orthonormée F de E, f ( F ) est encore une base orthonormée de F .
Preuve

En changeant quelque peu le sens de I’habituel circuit, montrons que i = @i , @i = ii ,etii = i .

i_ = iii_ :supposons que f estune isométrie. Alors, pour tout (x,y) € E?, <f (x) | f (y)> =(x|y),eten
particulier, pour toute base orthonormée F = (8 s ees €, ) de E:

lsii=j

. . 2 .
V(i,j)e{l,.,n}", <f(8,.)‘f(sj)> = <8i|8/.> = {0 sinon
C’est dire que la famille f ( F ) est une famille orthonormée. Formée de n vecteurs, ¢’est alors une b.o.n. de cet espace.
iii_ = ii_ :parfaitement évident.

ii_ = i_ :supposons que ( f ( e, ), v f (en )) est une base orthonormée de E . Considérons deux vecteurs x et y de

E , que I’on écrit dans la base B, sous la forme : x = Z X, e, ety = Z v, e, . Alors
i=1 j=1

o= (S ne ][ E0e )= (S x| £ 0 re)

i=1 i=1 j=1

n n

Z x,yj<f(e,.)|f(ej)> = Zn: x,y, , car (f(el>,...,f(en)) est orthonormée

i=11i-=

(x|») ., car (e],...,en) itou.

f conserve donc le produit scalaire : ¢’est un automorphisme orthogonal. m]



Proposition 2

Soient (E, < . >) un espace euclidien, et / un endomorphisme de £ .
Alors, f est une isométrie si et seulement si il conserve la norme, c’est — a — dire si et seulement si :

Vxek, f(x)”:”x" .

Preuve

£ = )] () = J{x]x) =l

Si f est un automorphisme orthogonal, alors pour tout x € E ,

et f conserve la norme.

Réciproquement, si f* conserve la norme, une identité de polarisation donne :
1 2 2
(L)) =3 (T s )= ) =5 () ])
1 2 2 1 2 2
TGPl =) = (e y IP=lx=v ) = {x12).

ce qui assure que f est un automorphisme orthogonal.

b. Groupe orthogonal d’un espace euclidien

Proposition
Soit (E ,< . >) un espace euclidien. Soit f une isométrie de £ . Alors,
. f est un automorphisme de £ .
oo Son application inverse f ~' est également une isométrie de E .
Preuve

e Pourtout x € F, f(x)=O:>||f(x)||=0:||x||=0 = x = 0, f estdonc injectif. Comme c’est un

endomorphisme en dimension finie, il est alors bijectif.

ee Pourtout x € F, "f(x)” = ||x||,soit: "f(x)" = "f(f’1 (x))".Commefconservelanorme,ceci

entraine que | x| = " ! (x)" : f 7" conserve lui aussi la norme, c¢’est donc un automorphisme orthogonal de E .

Définition (Groupe orthogonal d’un espace euclidien)

Soient ( E, < N > ) un espace euclidien. Alors, I’ensemble des endomorphismes orthogonaux de E est
inclus dans GL ( E ), non vide, stable par composition, et par passage a I’endomorphisme inverse : ¢’est ce

qu’on appelle un sous —groupe de ( GL ( E ), ° ) Ce sous — groupe est appelé groupe orthogonal de £, et

il estnoté¢ & (E).

Preuve

o ( E ) est inclus dans GL ( E ) d’apres la proposition précédente, et il est non vide, car I’endomorphisme identit¢ de £

est clairement orthogonal.

Soit (f,g) € ( O(E) ) * . Alors g ' existe, et, de par la proposition précédente a nouveau, ¢’est un endomorphisme

orthogonal. Il en résulte que pour tout x € E,



"fog_'(x)":”g_l(x)" f conserve la norme

= ||x|| g~ aussi.

f o g ™" conserve lanorme, c’est donc un élément de @ (E ). O

2. Matrices orthogonales ; groupe orthogonal de 9 , ( R )

Définition

Soit n € N. L’espace vectoriel R * est muni de son produit scalaire canonique

CLy (e, ) (v, ) o 2w,

i=1
Une matrice 4 de M, ( R ) est dite orthogonale lorsque I’endomorphisme de R “ qui lui est

canoniquement associé est orthogonal.

Proposition (caractérisation des matrices orthogonales)

Soit n € N. L’espace vectoriel M, | ( R) = R" est muni de son produit scalaire canonique

CLY e (51 x, ) (e, )) o 3w,y

i=1
Soit 4 € M, (R).

Les propositions suivantes sont équivalentes.

i - A est une matrice orthogonale.

i — Les colonnes C,, -+, C, de A forment une base orthonormée de M, , ( R ) .

iii — A" A=1,.

iv— A4.47 =1,.

v — Les lignes L, -, L, de A forment une base orthonormée de R *.
Remarque

On prendra garde au décalage de vocabulaire : A est orthogonale si et seulement si la famille de ses vecteurs colonnes est
orthonormale ; un endomorphisme est orthogonal si et seulement si il transforme une base orthonormale en base

orthonormale.

Preuve

Pour des matrices carrées, I’équivalence 4 B = I, < B A = I, estconnue, et elle assure déja que iii_ < iv_.
D’autre part, 4 est orthogonale si et seulement si I’endomorphisme f de R " qui lui est canoniquement associé est
orthogonal. En notant ( e, e, ) la base canonique (orthonormée) de R ", f est orthogonale si et seulement si

( f ( e, ), e f ( e, ) ) est orthonormée, donc si et seulement si les matrices colonnes des coordonnées de

f(e1 ), LN f(en ) dans la base (el, e, ) forment une base orthonormée de M, , (R)

Mais les colonnes de A4 sont justement ces matrices de coordonnées, on a donc faitletour: i < ii .

Reste a prouver que ii_ < iii_, et ce n’est pas bien dur. Avec les notations habituelles,



((Cl,--~,C,,) est une base orthonormée de M , | (R)) =2

( (z])e{1,...,n}2,<Ci|Cj>=8i‘j)
@(V(i,])e (1.,n}?, Z A, A =6i9jJ

( (i,j)e{l,wun}’, Z (AT)i!kAk,jza,,jJ
i,j) e

1,...,11}2 , (AT A)i,j = 8:',,/‘)

S A" A4=1, O

& |V

<:>(V(

Enfin, v_ est équivalente a toutes les autres propositions, car iii_ et #ii assurent que A4 est orthogonale si et

seulement si sa transposée 1’est.

Corollaire

Soit n € N,etsoit 4 € M, (R).

Alors, (A4 estorthogonale ) <> ( 4 est inversible et son inverse est sa transposée )
Preuve
D’aprés la proposition précédente, A est orthogonale si et seulementsi 4.4 = A4.4" =1, . u]

Proposition — définition (groupe orthogonal matriciel)

Soit n € N. L’ensemble des matrices orthogonales de M , ( R ) est appelé groupe orthogonal d’ordre n, et

on le note (Q(n)

3. Automorphismes orthogonaux, matrices orthogonales, et bases orthonormées

On a vu qu’une matrice carrée est orthogonale si et seulement si I’endomorphisme de R " qui lui est canoniquement

associé est orthogonal. On se propose ici de généraliser ce résultat.

Théoréme 1 (nouvelles caractérisations des matrices orthogonales)

Soient n e N*, P e M, (R), (E,( . >) un espace euclidien de dimension n, et B = (el.)

ie {1,..,,n}

une base orthonormale de E .

Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

P est orthogonale, i.e. P € O (n).
Les vecteurs colonnes de P constituent une base orthonormale de %, , ( R ) muni de son produit

scalaire canonique.
Les vecteurs lignes de P constituent une base orthonormale de 9, , (R ) muni de son produit
scalaire canonique.

Il existe une base orthonormale B’ = ( f ) on) de E telle que P soit

la matrice de passage P delab.o.n. B alab.on. B’.

B —> B’




Autrement dit, toute matrice orthogonale peut étre considérée comme la matrice de passage d’une base orthonormale (au
besoin fixée a I’avance) a une autre base orthonormale, dans un espace euclidien (au besoin fixe a ’avance)... et d'un autre
coté, toute matrice de passage entre deux bases orthonormées est orthogonale ; ce qui, on va le voir, faciliter grandement les

changements de bases correspondants...

Preuve
¢ & e a déja été démontré.
cee & e Les vecteurs lignes de P sont les vecteurs colonnes de P ', et I’on a montré avant
que Pe O(n) < P'P =1, ;parconséquent,
PeO(n)e P’ .(PT)T =1, < P' e O(n),douléquivalence entre o et eee.
ce & oo Les colonnes de P sont les matrices des coordonnées, dans la base B de E, des vecteurs f (e ; ) .

Dire que les colonnes de P forment une base orthonormée de M , | ( R ) revient donc a dire que
( f (el ), v | ( e, )) est une base orthonormée de E (Cf. la proposition « travail en base orthonormale »

du L3., point « « + ). Et dire que (f ( e, ), s (en )) est une base orthonormée de E, c’est dire que f

est un endomorphisme orthogonal de E . o

Théoréeme 2 (nouvelle caractérisations des isométries)

Soient ( E, < A > ) un ev. euclidien de dimension n € N*, f € [ ( E ), et B une base orthonormale
de E .

Alors f est une isométrie de E si et seulement si Mat 4 ( f ) est une matrice orthogonale.

Proposition (formules de changement de base entre deux bases orthonormales)

Soient n € N *, (E , < N > ) un espace euclidien de dimension #, et B, B’ deux bases orthonormées
de E. Soitenfin P = P, , ,. lamatrice de passage de B a B’. Alors

. (formule de changement de base pour les vecteurs)

Pour tout x € E, les matrices colonnes [x]_et[x] . descoordonnéesde x relativement aux

bases B et B’ sont liées par la relation : [x], =P "[x],.
.o (formule de changement de base pour les endomorphismes)
Pourtout f € L(E) : M, (f)=P"M,(f)P

Preuve

Les formules de changement de base vues en premiére année donnent : V x € E, [ x ] . =P - [ x ] 4o Ct

Vfer(E), M, (f)=P 'M,(f)P.Puisquici P estune matrice de passage entre deux bases

orthonormées, elle est orthogonale : P~' = P ", et les résultats s’en déduisent.

10



4. Déterminant d’une isométrie, d’une matrice orthogonal(e)

Proposition (déterminant d’iceux)

‘ Toute isométrie d’un espace euclidien, toute matrice carrée orthogonale, est de déterminant =+ 1. u

Preuve
En dimension finie, un endomorphisme a méme déterminant que sa matrice relativement a toute base de I’espace ; lorsque
I’espace est euclidien, I’endomorphisme une isométrie, et la base orthonormée, ladite matrice est orthogonale.

11 suffit donc de prouver le résultat pour les matrices orthogonales.

Or, pour toute matrice orthogonale M, onaalafois det M = det M " et M M " = 1,,doudet M .det M T=1.

Il en résulte que (detM)2 = 1,onadoncbien det M e {-1;1}. o

Définition — proposition (Groupe spécial orthogonal matriciel)

L’ensemble des matrices orthogonales d’ordre n et de déterminant égal @ 1 est non vide, stable par
produit matriciel et par passage a I’inverse. On 1’appelle groupe spécial orthogonal d’ordre n, et on le

note SO (n) ou SO, (R).

5. Stabilité et éléments de réduction

Proposition 1

Soient (E , < .- >) un ev. euclidien de dimension n € N7, et f une isométrie de E .

Soit F' un sous-espace vectoriel de £ stable par f.

Alors, F * est stable par f.

Proposition 2

Soient (E, < N >) un ev. euclidien de dimension n € N7, et f une isométrie de E .

Alors, les seules valeurs propres possibles de f sont 1 et — 1, ie. Spec ( /) < {-1,1}

11



III Endomorphismes et matrices symétriques réels

1. Définitions et propriétés immédiates

Définition

Soient (E ] >) un espace préhilbertien, et / € £ ( E) un endomorphisme de E .

On ditque f est autoadjoint ou symétrique si et seulement si :

V(xy)eEL (f(x)1y)=(x17(»))|

Proposition 1

Soient (E, < o >) un espace préhilbertien.

Alors, I’ensemble des endomorphismes autoadjoints de £ est un sous — espace vectoriel de £ ( E )

Preuve

A supposer que ¢a en mérite une... notons S, l’ensemble des endomorphismes autoadjoints de £ .
e 5, estnon vide, car, par exemple, ’endomorphisme nul est autoadjoint, il appartient de ce faita § .
e Soient f, g deux élémentsde S ., et A unscalaire. Posons 4 = A f + g.

Alors, pour tout (x,y) € E*:

(h(x)1y)=

par linéarité a gauche du produit scalaire

x|f(y)>+<x\g(y)> car /et g sontdans S (E)
(A f+g)(») > linéarité a droite du produit scalaire

Il
—_~ > >~
o~~~

~

—~

‘ =

SN—"

<

~—

—

0Q

—_

=

~—

<

~—

donc € §,,et 5, estunsous— espace vectoriel de £ (E ).

Proposition 2

Soient (E,< A >) un espace euclidien de dimension n € N, B = (el, ey e”)
une base (orthonormée, ou pas...) de E ,et f € L ( E) un endomorphisme de £ . Alors:

f est autoadjoint si et seulement si V (i, j)e {1,...,n}2, <f(e,.) | e_].> = <el. | f(e/.)> )

Preuve

Si f est autoadjoint, on a en particulier pour tout (i,j) € {1,...,11}2, < f(e,.) | e‘f> = < e, | f(e_,.) >

i

Réciproquement, si pour tout (i, j ) € {1,...,11}2, <f(e[) | ej> = <e[ | f(ej) > :soient x et y deux éléments

de E;posons x = Z x,e, ety = Z v, e, . Alors
j=1

i=1

12
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A Ene] e ) (EnrenE e )£ L))

i=1 i=1j=

£ 5l el (Eaet Ersten)=(Ereis (£ ])

i=1j=1 i=1 i=1 j=1

=(x £ (7))

donc [ est autoadjoint. o

Rappels (essentiellement...)

Soitne N',et A e M ,(R).

. On dit que A est symétrique si et seulementsi |4 = A '|, i.e. encore ssi :

v (l,]) S {1,...,}1}2’ ai,j: ai’

.o On dit que A est antisymétrique si et seulementsi |4 = — A |, i.e. encore ssi

V(i,j)e{l,...,n}z, a,,=-a;,.

««+  Onnote S, (R) le sous — espace vectoriel de M , (R ) constitué des matrices symétriques.
Onnote A4, (R ) le sous — espace vectoriel de M , (R ) constitué des matrices antisymétriques.
. n ( n+1 ) i n ( n—1 )
o dlm(Sn(R)):T:dlm(ﬁn(R)):T-
o S.(R)® A(R) = M,(R).
ooo §,(R)et 4,(R) sont(supplémentaires) orthogonaux pour le produit scalaire

canonique sur Wln(R) (donnépar(M | N> = Tr(NTM) ).

Preuve

. Ce ne sont que des points a la fois essentiels, et pas difficiles. Prenez comme exercice prioritaire de vérifier que vous

savez prouver tout ¢a !

Proposition 3 (rappel)
Soient (E,( . >) un espace euclidien de dimension n € N, B = (el, v €, ) une base orthonormée
de E, f e L(E) et M =M@(f).Alors: A (i,j) € {1,...,n}2,Mi,j =<f(ej) | ei> .
Preuve

Pour tout j € {1,...,n},onad’unepart f(ej) = i M,

i=1

; €, (par definition de la matrice d’une application linéaire

relativement a des bases), et d’autre part (écriture d’un vecteur dans une base orthonormée),

f (e j) = Zn: < I (e j) | e, > e, . Qui dit base, dit unicité de la décomposition dans la base en question, on peut donc
i=1
identifier: ¥ (i, j) € {1,,n}?, M, , = < f(e,)l e> o

13



Proposition 4

Soit (E,< . >) un espace euclidien de dimension » € N*, B = (el s e e,,) une base orthonormée de E ,

et / € L( E) unendomorphisme de E . Alors :

f est symétrique (c’est-a-dire autoadjoint) si e seulementsi M ,(f) e S, (R).

Preuve

Conséquence directe des propositions précédentes.

D’apreés la proposition 1., f est symétrique si et seulement si pour tout ( i,J ) € { I,.,n } .

<f(€[) | ej> = <€[ | f(ej)>
Mais, d’aprés la proposition 3., <f(e,.) | ej> =M, et <e[. | f(ej )> =M, ;.
Donc, f est symétrique si et seulement si pour tout (i, j) € {1, s n} 2, M,, =M, c’est — a — dire si et seulement si

Jai?

la matrice M est symétrique. o.

2. Réalité du spectre

Proposition

Soient (E, < o >) un espace euclidien, et / € £ (E ) un endomorphisme autoadjoint de £ .

Alors le polynome caractéristique de f est scindé sur R .

Ce résultat découle de la proposition suivante :

Proposition bis

Soient n € N”, et 4 € §, (R) une matrice symétrique réelle .

Alors le spectre de A4 est inclus dans R , i.e. les valeurs propres de A sont réelles :

Sp(A)c R .

Preuve

Soient & € C une valeur proprede M, et X € M, | (C) \ {O} un vecteur propre associé.
Onadunepart X "M X = X" M X =AX " X = 1| X|’, et dautre part,
X"MX=X"M"X=(MX)' X=2X"X=2r|X|.

On identifie : A [ X Y [ X ? et, comme | X || est non nulle, il en résulte que L = L, c’est—a—dire que A estréelle.

3. Orthogonalité des sous — espaces propres

Proposition

Soient (E,< . >) un espace euclidien de dimension n € N, et f € L( E) un

endomorphisme autoadjoint de £ . Soient A et p deux valeurs propres distinctes de f .

14



Alors, les sous — espaces propres £, ( f ) et £ ( /) sont orthogonaux, i.e. :

E(f)LE(S)-

Ay On dispose la aussi bien stir d 'une version matricielle équivalente...

Jolie preuve
Pourtout x € E, ( f) etpourtout y € E (f), <f(x)|y> = 7»<x|y>,et<x|f(y)> = p(x|y) ;cesdeux

expressions sont égales, puisque f est symétrique. Donc, <x | y> = 0. Chouette, non ?

4. Orthodiagonalisabilité des endomorphismes et matrices symétriques réels

Lemme (Stabilité d’un sev et stabilité de son orthogonal)

Soient (E, < o >) un espace euclidien de dimension n € N7, f € [ ( E ) un endomorphisme autoadjoint

de E, et F' un sous-espace vectoriel de £ . Alors :

F est f — stable si et seulement si F' L est f —stable].

Preuve

(F* estf - stable ) Fr, f(y)erF™")
VyeF', VxeF, (f(y)]|x)=0)
VyeF', VxeF, (y|f(x))=0

(
(
(
(VxeF, f(x)e(FL)i)
(
(

<
<
m

) car f est autoadjoint

vV xeF, f(x)eF)
F est f — stable ). o

Théoréme dit « théoréme spectral » , version endomorphismes

Soient ( E, < o > ) un espace euclidien, et f € L (E ) un endomorphisme autoadjoint de £ . Alors :

1
* Xecs—?ec/'Ek(f):E‘
oo f est diagonalisable en base orthonormée,

i.e. il existe une base de £ qui est a la fois orthonormée, et constituée de vecteurs propres de f .

Théoréme dit « théoreme spectral » , version matricielle

Soient n e N',et 4 € §, ( R) une matrice symétrique | réelle |. Alors :

A est orthodiagonalisable (ie. diagonalisable dans le groupe orthogonal),

iDeD,(R),3Pe@(n)/ A=P.D.P",

ou D, ( R ) désigne I’ensemble des matrices diagonales réelles d’ordre 7 .




Le théoréme spectral s’applique uniquement a des matrices symétriques réelles. Une matrice symétrique

i
complexe n’est pas forcément diagonalisable, comme le montre I’exemple de 4 = { L J .
i —

Preuves des théorémes spectraux (non exigible)

Le second théoréme n’étant que la traduction matricielle du premier, il suffit d’établir icelui, 8 commencer, ¢’est bien notre

droit, par son second point. Ce que nous allons faire par récurrence "forte" (beurk) sur n = dim E . L’initialisation a

n = 0 est triviale, et I’on suppose le résultat acquis jusqu’a I’ordre n € N . Supposons alors que dim £ = n + 1, et
donnons — nous un endomorphisme symétrique f € L ( E ) , ainsi qu’une base orthonormale quelconque B de E . Soit
A = Mat 5 ( f).Onavuplushautque 4 € §, .| (R ), auquel cas on a également vu plus haut que 4 (donc/) et f

admettent au moins une valeur propre réelle, disons A . On note

F=FE, ( f ) le sous-espace propre associé, et je dis alors que deux cas se présentent a nous :

. Si dmF =n+1

Ona f = A Ild ,, finished.

° SidmF #n+1

L
o Comme on est en dimension finic,ona F @ F - = E, et par hypothése dim F >,
Mais nous avons vu aussi que F L oest f —stable, on en a vu des choses...

On peut ainsi dire que la restrictionde f a F L induit un endomorphisme ¢ de F L.
o Cet endomorphisme ¢ est clairement symétrique dans (F L0 Pl ) sou (. ].) pl

désigne le produit scalaire induit par { . | . ) sur F * x F *. Et comme dim F * < n, on
peut appliquer notre hypothése de récurrence : il existe une base orthonormale B, de F L
qui est @ — propre. Les vecteurs de B, étant propres pour ¢ , il est clair qu’ils sont aussi
propres pour f , puisque ¢ n’est autre qu'un endomorphisme induit par f !

o On choisit maintenant une base orthonormale (quelconque) B, de F .
Une telle base diagonalise forcément f| . qui est une homothétie !

o Il n’y a alors plus qu’a recoller tout ¢a, et & concaténer les bases orthonormales B, et B,.

L
Le faitque F @ F 1 = E nous assure que la concaténée de ces deux bases est une base

B’ de E, base dont nous venons de voir a I’instant qu’elle est f/ — propre.

On conclut par le principe de récurrence "fort" (re — beurk). m|

1
Quant au fait que . gr) E, ( f ) = E ,ben, si f est diagonalisable en base orthonormale, il y a de bonnes chances pour
\ € Spec

S

que ceci soit vrai.
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1V Projecteur orthogonal sur un sous — espace vectoriel

1. Définitions — projecteurs orthogonaux et projections orthogonales

Définition 1

Soient (E,( . >) un espace euclidien de dimension #n € N, et p un projecteur de E .

On dit que p estun projecteur orthogonal si et seulement si Ker p = ( Im p ) L ou si et seulement si

Ker p L Im p , ce qui revient au méme, puisque 1’on sait déja que Ker p @ Im p = E.

Définition 2

Soient (E, < o >) un espace euclidien de dimension » € N, et F un sous — espace vectoriel de E .

oL
Onsaitque FF @ F— = E,donc:
i
Ver,EI!(xF,xFL)eFxF [ x=xp+x,.. (%)
On appelle projection orthogonale sur F, et ’on note p ., la projection sur F' parallé¢lement a F Lie

’application définie par :

VxeE,p.(x)=x,, x, étantdéfinipar larelation (*).

Proposition

Soit (E , < o > ) un espace euclidien.

Les projections orthogonales de £ sont les projecteurs orthogonaux de £ .

Preuve

Cf. le chapitre espaces préhilbertiens.

2. Propriétés — Caractérisation géométrique

Proposition 1 (caractérisation du projeté orthogonal)

Soient (E,( . >) un espace euclidien, F un sous — espace vectorielde £, x € E,

et p . laprojection orthogonale sur F . Alors :

x’eF

Vx ek S =
x’ek, x pF(X)C:){X—X’EFl

Preuve
Par définition, p . (x ) est 'unique élément de F tel que x s’écrive sous la forme x = p . (x) + x ., o0
. ) x’ e F
x . € F*. Autrementdit,pourtout x’ € E : x’ = p,(x) < N , , ou, plus
r Ix,eF ,x=x"+x,



. , x’eF
simplement: x” = p, (x) < e L o
Proposition 2 (propriétés des projections orthogonales)
Soient (E ,< N >) un espace euclidien, F un sous — espace vectorielde £, x € F,
et p . laprojection orthogonale sur F . Alors :
. Kerppz(lmpF)L.
.o Imsz(KerpF)L.
2 2 2
SO R e DY EO1 Y PN E)
=||pF(x)||2+||x—pF(x)||2. (Pythagore !)
ceee | pe ()] <151
Preuves
. P » estun projecteur orthogonal ; on a donc, par définition, Ker p , = ( Im p F) )
1 1\t . . .
(Ker pF) = ((Im P ) ) = Im p ., car on est en dimension finie.
oo x=pp(x)+p,.(x),etpr(x)L p,. (x).Lerésultats ensuit (en vertu, comme écrit ci —
dessus, du théoréme de Pythagore).
2
SRR PN €3] B B el PO E€O] B R 0.

3. Expression du projeté orthogonal en base orthonormale

Proposition (expression du projeté orthogonal en base orthonormale)

Soit (E , < . >) un espace euclidien de dimension n € N *.

Soient F' un sous — espace vectoriel de £, B = (el s ey e ) une base orthonormale de F',

et p . laprojection orthogonale sur F . Alors :

B

VxekE, pF z<ek|x>
k=1

Preuve
Complétons B enunebaseorthonormée(el,...,ep,ep+l,...,en) de E . On sait qu’alors
n )4 n
X = Z<ek|x>ek=z<ek\x>ek+ Z <ek\x>ek.
k=1 k=1 k=p+1

Comme Zp:<ek |x>ek e F et i <ek |x>ek e F *, on peut identifier : Zp:<ek \x>ek =pr(x)

k=1 k=p+1 k=1



4. Interprétation géométrique du procédé d’orthonormalisation de Gram — Schmidt

Avec les notations utilisées pour le procédé d’orthonormalisation de Gram — Schmidt, si 1’on a construit

( €, s € p) base orthonormée de F, = Vect <( €5 ep) > , on cherche un vecteur € , 1 appartenant au sous —

espace ', | = Vect < ( €y, 1)> et qui soit sur la droite vectorielle orthogonale & F', . |, puis

(éventuellement) on norme, et enfin (éventuellement) € , | peut étre choisi « du méme coté » que € , , | :

P

_ _ S )
€, 1= €017 Pr, (epﬂ) =e,, - Z<8k|ep+] >sk,pulss11onveut,onre—norrne...ethop.
k=1

p
e .. - Py (e 1) ep+l_z<8k|ep+l>8k
. p+ S\ Cp+ . 1

8p+1_ -

P
p+1 F p+1 _
? €t §,<8k|ep+1>8k

k =

=
Il

. Ca vous rappelle quelque chose, nan ?

—_

5. Caractérisation des projecteurs orthogonaux
Proposition 1 (caractérisation des projecteurs orthogonaux parmi les projecteurs)

Soient (E , < .- >) un espace euclidien, et p un projecteur de E .

Alors p est un projecteur orthogonal si et seulement si p est autoadjoint , i.e. si et seulement si :

Vi(xy)eE (p(x)ly)={(xlp(y))

Preuve

e Supposons que p est un projecteur orthogonal. Alors, pour tout (x, y) e E*:

(p(x)12)-(xlp(»))

(P(x)Iy)+{p(x)=xlp(y))-(r(x)Ip(y))

p(x)ly-p(y))+{pr(x)-xlp(y))=0.
lelmpl : e Ker p : : e Kerp b :

e Imp

e Réciproquement, si I’on suppose que p est autoadjoint : pour tout (x, y) eKerpxImp,p (y) = x,donc

<x | y> =<x | p(y)> = < p(x) | y> = <O | y> = 0,et p estun projecteur orthogonal. o.

Achung ! Les projecteurs orthogonaux sont autoadjoints, mais ne sont pas des automorphismes orthogonaux (sauf Id , ).

Proposition 2 (caractérisation des projecteurs orthogonaux parmi les projecteurs again)

Soient (E , < . >) un espace euclidien,

. || la norme euclidienne associée, et p un

projecteur de £ . Alors p est un projecteur orthogonal si et seulementsi: V x € E,

p(x)| =]

Preuve
e Si p estun projecteur orthogonal : pourtout x € £, p(x) L x — p(x).Le théoréme de Pythagore donne alors

||x||2 = "p(x) + (x - p(x))"2 = "p(x)"2 + ||x - p(x)"z,d’oﬁl’inégalité "p(x)" < | x|

e Sipourtout x € E, || p(x) || <| x

, alors, pour tout x € (Ker p) * . on peut écrire p (x) sous la forme
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p(x)= ( p(x) - x) + x .Onapplique a nouveau le théoréme de Pythagore, et il vient
| E—

e Ker p e(Kerp)L

||p(x)||2 = ||p(x) - x"2 + ||x||2.Mais || p(x)" < || x| ;onendéduitque p(x) — x = 0,d’oa x € Im p
(car x = p(x)).En fin de compte, on a prouvé que ( Ker p)L < Im p . Comme ( Ker p)L et Im p sont deux

supplémentaires de Ker p dans £, on en conclut que ( Ker p ) = 1Im p,etque p estun projecteur orthogonal.

Proposition 3 (réduction des projecteurs orthogonaux)

Soient (E, (.. >) un espace euclidien, et f € L(E).

Alors f estun projecteur orthogonal si et seulement si :

I 0
dre 1L,n ,El@baseorthonorméedeE,Mat@(f)=[ i ( )]

6. Distance a un sous — espace vectoriel (rappel)

Définition 1

Soient (E ,< .- >) un espace préhilbertien, x et y deux vecteurs de E .

On appelle distance de x 4 y, etl’onnote d ( x, y ), leréel définipar: |d(x,y) =] x-y]||.

Définition 2

Soient (E, < o >) un espace préhilbertien, ' un sous — espace vectoriel de £ ,et x € E .

On appelle distance de x a F et’onnote d ( x, F ) le réel défini par :

d(x,F)zinf{d(x,y),yeF}zinf{”x—y

,yeF}.

(une borne inférieure et non un minimum, car elle n’est pas forcément atteinte...)

Théoréeme

Soit (E,< . >) un espace euclidien, ' un sous — espace vectorielde £, x € E, et p . laprojection
orthogonale sur F .

Alors p ( X ) est 'unique vecteur appartenant a F tel que :

”x—pF(x)Hzmin{"x—y ,yeF}zd(x,F).

[:5 On note aussi min || xX—y || .
yeF

Ay On a également d(x,F)=HpFl(x)H et ||x||2:||pF(x)||2+d(X:F)2
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V' Symétries orthogonales ; isométries en dimension 2

1. Symétries orthogonales, réflexions

Définition
Soient (E , < . >) un espace euclidien, et ' un sous — espace vectoriel de £ .
° La symétrie par rapport & F parallélement & F * est appelée symétrie orthogonale par rapporta F .

e o [asymétrie orthogonale par rapport & F est appelée réflexion lorsque F estun hyperplan.

Propriétés 1

° Les symétries orthogonales sont des automorphismes orthogonaux.

e e [esréflexions sont des automorphismes orthogonaux de déterminant égal a — 1.

Propriétés 2

° Les symétries orthogonales sont les seules symétries qui sont des endomorphismes symétriques.

e e Les symétries orthogonales sont les seuls endomorphismes qui sont a la fois des isométries et des

endomorphismes autoadjoints.

Proposition (réduction des symétries orthogonales)

Soient (E, (.. >) un espace euclidien, et /' € L( E).

Alors f est une symétrie orthogonale si et seulement si :

3re{l,..,n}, I B baseorthonormée de £, Mat , ( ) = [(

2. Etude des isométries de R’

a. Définitions

. L’ensemble des matrices orthogonales d’ordre # et de déterminant égal a 1 est appelé groupe spécial
orthogonal d’ordre 7, etnoté SO (n) ou SO, (R).
Ses éléments sont appelés matrices de rotation.

° Une base orthonormée B de R " est dite directe lorsque la matrice de passage de la base canonique

a @ appartienta SO, (R).




b. En dimension 2

Proposition 1 — définition

. . . cos® —sinB
° Les matrices de rotation d’ordre 2 sont les matrices R ( 9) = . ,0eR.
sin® cos O

Tout automorphisme orthogonal de R * est, soit une réflexion, soit la composée de deux réflexions.
e e e Soit u un endomorphismede R* . u est une rotation si et seulement s’il existe 8 € R et une base
orthonormée directe de R * tels que Mat , (u ) = R (0). Lorsque tel est le cas :

o Pour toute base orthonormée directe B de R* ,ona Mat, (u) = R(0).

oo Leréel 6 estunique modulo 2 . On dit que c’est une mesure de I’angle de la rotation u .

o oo On a pour tout vecteur unitaire a :

cos (0) = <a|u(a)>,et sin (0) = det(a,u(a)).

Proposition 2 (Caractérisation des rotations en dimension 2)

. 5 ) a
Soit u € L(R ),de matrice M =
c

) dans une base orthonormée directe de R *.
e u estune rotation si et seulementsi: M € @, (R) et det (M) =1.

e o [orsque tel est le cas, soit 6 une mesure de I’angle de la rotation u .

On trouve 8 modulo 2 m grice aux relations :
o Tr(M)=2cos(6);

oo sin(0) estduméme signe que b.

Proposition 3 (Etude des isométries en dimension 2)

Soit u € L ( R? ) , de matrice M dans une base orthonormée directe de R *.

e u estuneisométrie si et seulementsi: M € @, (R).

ee Lorsque tel estle cas :
° Soit det (M ) =1, etalors u est une rotation ;
oo Soit det (M ) = —1,etalors u est une réflexion. Lorsque tel est le cas, il suffit de déterminer

Ker ( M -1, ) et Ker (M +1, ) pour obtenir les éléments de réduction de u .
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