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I Espaces préhilbertiens

1. Produit scalaire

a. Produit scalaire sur un R — espace vectoriel
Définition 1
Soit £ un R — espace vectoriel.
On appelle produit scalaire sur E toute application ¢: E x E — R (forme) vérifiant les conditions suivantes :
e @ est bilinéaire :

A4 (x,y,z) eE’,VLeR, (p(?»x+y,z):X(p(x,z)+(p(y,z).
linéarité a gauche

A4 (x,y,z) eE’,VLeR, (p(x,ky+z) =7\,(p(x,y)+(p(x,z).
linéarité a droite

e @ est symétrique : V(x,y)eE’, o(x,y)=0(y,x).
eee  ( est positive : Ver,(p(x,)ZO.
ees @ est définie : VxeE,op(x,x)=0 = x=0,.

Bref, un produit scalaire sur £ est une forme bilinéaire symétrique définie positive.

VxeE,o(x,0,)=0(0,,x)=0.

Toujours vérifier la symétrie AVANT la bilinéarité, la linéarité a gauche (droite) suffit alors.

¢ positive < V x € E, (p(x,) >0,etnon: V x € E, (p(x,) >0.

P

On démontre habituellement dans I’ordre forme symétrique bilinéaire positive définie.
Définition 2

Soit £ un R — espace vectoriel, et @ : £ x £ — R un produit scalaire sur £ .
Le couple ( E, (p) est appelé espace préhilbertien (réel).

Si de plus £ est de dimension finie 7, ( E, (p) est appelé espace euclidien de dimension 7.

b. Notations usuelles

On attribue plusieurs notations classiques a un produit scalaire ¢ : ¢ ( X,y ) est noté en général :

(x]y),ou(x]y),ou(x,y),ouencore x.y.



¢. Premiers exemples de produits scalaires

n
e [Sur £ = R"|: on définit le produit scalaire canonique par : < x|y > = z X Vi |
k=1

ou x = (xl,...,xn),ety = (yl,...,yn).

e |Sur £ =M, (R)|: ondéfinitle produit scalaire canonique par :

-

(XY e (3, (R)) (X 1r)=xTr=rTx=3 5,

X Y1
oullonaposé X =| : |[,etY =] :

X Yo

Les deux produits scalaires ci — dessus sont identifiés en vertu de [’isomorphisme canonique entre R " et M , | ( IN ) .

e |Sur E =M, (R)|: ondéfinit le produit scalaire canonique par :

V(M,N)e (M, ,(R)) ., (M|N)=Tr(M"N)|.

e [Sur E =C°([a,b],R)| (a < b)On définit le produit scalaire canonique par :

b

(fle)=]r(t)g(r)a

a

A Ceci ne définit par contre pas un produit scalaire sur C ( [a, b] , R)

2. Une régle de calcul

Propriété

Soit ( E, < | > ) un espace préhilbertien.
Alors pour tout (n, p) € N 2

j)je{l,“.,p}

<Zl K,-x,-ljzpll u_,-y,-> DI NEARTIE

i=1j=1

3. Normes et distances euclidiennes

a. Définitions

Soit (E , < - >) un espace préhilbertien réel.

E — R

: L’appucaaon||-lls{x o T



est appelée norme euclidienne associée au produit scalaire < - > .
o E’ - R
« L’application d :
(x=») = |x-v]
b. Une premiére propriété

o. Proposition fondamentale

est appelée distance associée au produit scalaire < . >

Soit (E , < S > ) un espace préhilbertien réel, || . || la norme euclidienne associée. Alors :

‘v’(x,y)eEz,VkeR,

En particulier : V(x,y)eEz, x+y||2 =||x||2+2<x|y>+||y||2 >

et: VxeE,VkeR,||Xx||=|k|||x||,n0tammentheE,

R e PN R P b

—xf =

B. On généralise plus ou moins

Soit (E , < . >) un espace préhilbertien,

Alors :

n
Z Xk
k=1

1<i<j<n

.||lanorrneassociée,neN*,(xk)k ] e E".
e Ln

:; é‘l<xi|xj>:kz: =" +2 ¥ (x1x,).

¢. Vecteurs unitaires

Définition

Soit (E , < - >) un espace préhilbertien.

Un vecteur x de £ est dit normé ou unitaire lorsque || X || =1.

Ces vecteurs jouent un réle important (voir par exemple plus tard la notion fondamentale de base orthonormale, ou

encore le procédé d’orthonormalisation de Gram — Schmidkt. . ), et il existe un moyen simple de se ramener a un vecteur

normé en partant d’un vecteur non nul, on appelle cela « normer un vecteur » :

Propriété

Soit (E , < .. >) un espace préhilbertien réel, et x # 0, un vecteur non nul de £ .

Alors le vecteur y = est normé : || y || = ‘ﬁ =1.
X

X
[ x|

4. Propriétés fondamentales des normes euclidiennes — inégalités de Schwarz et de Minkowski

Proposition 1  (propriétés définissant une norme quelconque)

Soit (E , < S >) un espace préhilbertien, || . || la norme euclidienne ou associée.




s.

Alors, V (x,y) e E*,V L e R :

o | x| =o0.

o (séparation, ou définition): || x| =0 < x =0, .
e (homogénéité) : [ rx]=]a]]x]-

e o o (inégalité triangulaire) : [x+y|<|x]+]»]-

Seule I’inégalité triangulaire mérite une démonstration... on rappelle qu’elle provient de 1’inégalité de
Cauchy-Schwarz (cf. 4.b.).

Proposition 2 (identités de polarisation)

Soient (E, < . >) un espace préhilbertien,

.| la norme euclidienne associée.

Alors, V (x,y) e E*:
o xey Py P2 (x 0y )

1 2 2 2
. <x|y>=5(”x+y”—HXH—”y”)-

1 2 2
. <x|y>=z(”x+y”—”x—y”)-
Preuve
Légalité || x + y | P = | x| ‘4 | ¥ ) ( x| y ) n’est pas une nouveauté, et elle entrainé immédiatement la relation

1 2 2 2
(x1y)=5(lx+y I =0x "~y I’). Enfin

N

(leew ==y 1) = S (L sl o2 (1)) = (Ex Py IP=20x 1)) = o).

Proposition 3 (identité du parallélogramme)

Soient (E, < . >) un espace préhilbertien, et || . || la norme associée. Alors, V (x, y) e E*:

[y I+ le=y " = 2(0=1+1517) -

Cette propriété caractérise les normes issues de produits scalaires parmi les normes (dur...)

Inégalités de Cauchy — Schwarz et de Minkowski

a. Les résultats

Théoréme (inégalité de Cauchy — Schwarz, ou de Bouniakowski)

Soit (E , < . > ) un espace préhilbertien, et || . || la norme euclidienne associée. Alors,

V(x,y)eEz,

(e i) <lxl-0v]

De plus, il y a égalité dans cette inégalité si et seulement si x et y sont colinéaires.




Preuve

K—>R"
Lorsque x = 0, le résultat est évident ; supposons désormais x non nul ; soit I’application P : 5
A ||7\. X + y||

Onapourtout A € R, P(A) =(Ax + y,Ax + y), puis en développant par bilinéarité, il vient
P(r)=2n%x| P i2a (x,y)+|»]| ® . P est une fonction polynomiale de degré 2 . Puisqu’elle est de signe
constant, son discriminant est négatif : 4 ( () =17 1) ) < 0, et ceci prouve I’inégalité de Cauchy — Schwarz.

De plus, en cas d’égalité, le discriminant de P est nul, cette fonction polynomiale admet donc une racine (double) : il

existe A € R telque |[A x + y| = 0, d’ou la colinéarité de x etde y.

Corollaire (inégalité de Minkowski, ou inégalité triangulaire)

Soient ( E, (.| .)) un espace préhilbertien, et | . || la norme euclidienne associée.

V(x,y)eEz,

xry|s|x[+]r]

De plus, il y a égalité dans cette inégalité si et seulement si les vecteurs x et y sont

positivement colinéaires (i.e. : 3 (k, u) € "o = ny).

Preuve

e Pourtout (x,y) e E°’,
[x+y 5 =] x]” +(x[») + ([ x)+] ¥ ]

<P+ 2 )+l r 17

< | x| ) [x]l- 2]+ » |l ® (’aprés linégalité de Cauchy — Schwarz

==l +1x1)°
d’ou I’inégalité de Minkowski.
e Si x estnul, il est évident, d’une part qu’il y a égalité dans cette inégalité, d’autre part que x et y sont positivement
colinéaires. Supposons désormais x non nul.
S’il y a égalité dans I’inégalité triangulaire, il y a égalité dans celle de Cauchy — Schwarz, donc x et y sont

colinéaires. Comme x est non nul, il existe donc déja p € R tel que y = p x. Alors,

[ty P =[x "= m) et (D + o) = (04 n]) | x]7, vegalite érudice
entraine donc que |1 + p|” = (1 + [p])",soit (1 + u)” =1+ u> + 2|u|, ouencore, en simplifiant,

p = |p|. lenrésulte que p est positif, et que x et y sont positivement colinéaires.

Vérifier que, réciproquement, si x et y sont positivement colinéaires, alors || x+y || = || X || + || y || , est sans

difficulté.

Recorollaire  (deuxieme inégalité triangulaire)

Soit (E , < . >) un espace préhilbertien, et || . || la norme euclidienne associée. Alors, V (x, y) e E*:

=< hx=»]




Cette inégalité est la seule, parmi les résultats du cours, qui permette de minorer une norme.

Preuve
Pourtout (x,y) e E*, | x| = |(x-y)+ y| <|x - y]|+]»]| parinégalité triangulaire, ce qui donne déja
x| = ]y]<lx-y]| Linégalite | | - [ x| < |y = x| = | x = | sobtient de la méme fagon, d’o e
résultat.

b. Application des inégalités CBS ou de Minkowski, reprise des exemples fondamentaux

° V(xl,...,xn)eR",V(yl,...,yn)eR”,
1 1
n n 2 n 2
IERARID IR
k=1 k=1 k=1
En appliquant CBS avec le n—uplet(|x1 s s xn|)et(|y1 R I ),ilvient:

1 1
n n E n E
INEAE (Z Xf] -[Z yiJ
k=1 k=1 k=1

oo V(xl,...,xn)e]R”,V(yl,...,yn)eR",

1 1 1

n 2 n 2 n 2

(§:|xk+yk|2j S(E,xiJ +(§,J’/§J
k=1 k=1 k=1

o v (f,g) € (CO([a,b],R))z,enappliquantCBSavec | f| et|g

, 1l vient :

j|f<r>g<t>|drs(i(f<r>>2drf(j(g<r>)2dt]2 ,

a

et a fortiori...

oo V(f,g)e(Co([a,b],R)) )

Ay De maniere générale, penser a CBS et a Minkowski des qu’il y a des inégalités faisant intervenir des carrés,

et des racines carrées ...



II Orthogonalité(s)

1. Vecteurs orthogonaux

a. Définition

Soit (E, < S >) un espace préhilbertien, et soit (x, y) e E’.
Les vecteurs x et y sont dits orthogonaux si et seulement si < x|y > =0.

On note alors x L y .

b. Une premiére propriété

Théoréme (Pythagore)

Soit (E 1) ) un espace préhilbertien, et soit (x, y) € E*. Alors:

x Ly o xey P =x P+ 1yl

Théoréme (Pythagore généralisé)

Soient (E,< O >) un espace préhilbertien, et (x] 5 ees xn) e E".
2

n
Z Xk

k=1

|
™M
=
s
S

Si ( X yeer X n) sont deux a deux orthogonaux, alors :

Preuve :

2
Ona = i ” X, " 42 z <x[ | x, > . Le théoréme de Pythagore en découle.
k=1

l<i<j<n

n
Z X
k=1

2. Orthogonal d’une partie

a. Définition

et ’onnote 4+, I’ensemble : ALz{er/VyeA,<x|y>=0}

Autrement dit, I’'orthogonal de A est I’ensemble des éléments de E orthogonaux a

les éléments de A .

Soient (E , < . >) un espace préhilbertien, et A — E une partie de E . On appelle orthogonal de A,

b. Proposition

Sous les mémes hypothéses, et avec les mémes notations...

A+ estun sous — espace vectoriel de E .

c. Propriétés

H Soient (E ,< . >) un espace préhilbertien, et 4 une partie de £ . Alors,



0 Ac(Ai)i.

. ALz(Vect<A>)L

e« En particulier, si F' = Vect<(e1,...,ep)> , alors :

VxeE,xeFt o Vie L, p ,<x|ei>=0.

Preuves :

o Tout élément de A est orthogonal a tout élément de £ qui est orthogonal a tout élément de A4 . 7,\’;:'

e A étant inclus dans Vect < A > ,pourtout x € E :si x estorthogonal a tout élément de Vect < A > , il est a fortiori
orthogonal & tout élément de A . Ceci prouve I'inclusion ( Vect { 4)) Lecut.

Soit maintenant x € A+ . Alors, pour tout y € Vect (A4),ilexiste n € N,n élémentsde e, ..., e, de 4, ainsi

que n scalaires A |, ..., A, telsque y = Zn: A, e, .Alors, <x|y> = Zn: Ay <x|ek> = 0.1l enrésulte que x

k=1 k=1
appartient a ( Vect (4)) L ceci achéve la démonstration.

es  (Cas particulier, en effet...

Remarque
Pour un sous — espace vectoriel /' de E, I’inclusion ( F+ ) 1 = F est fausse en général (nous verrons toutefois

qu’elle est exacte lorsque F' est de dimension finie). Voici un contre — exemple :

Soit E 1’espace vectoriel des fonctions réelles développables en séries entiéres sur [ 0,2 ] , muni du produit scalaire

<|>:(f,g)=[§ a, x"*, io bkka — i a, b, ,ou f (resp. g)estlafonction x > i a, x* (resp.

k=0 k=0 k=0 k=0

+

X B Z b, x*). A vous de vérifier que < | > est bien défini, et est effectivement un produit scalaire. Les fonctions
k=0

+ oo
polynomiales forment un sous — espace vectoriel de £, que I’on notera F' . Soit f: x Z a, x* un élément
k=0

de £.Si f e F L, alors, en particulier, f* est orthogonale  toutes les fonctions g, : x — x*.

Mais <f | gk> = a, ;donc,pourtout k € N, a, = 0,et f estlafonction nulle.

Ceci assure que F = = {0}, etalors (FL )L ={0}" = E n’estpas inclus dans F .

Exercice 1
Soient (E ,< . >) un espace préhilbertien, 4 et B deux parties de £ . Montrer que :

1. AcB = Btc 4™t
2. A +Brc(4NB)* .
3. (4UB)*=4'nB" .

4 (A+B)*=4'NB*.




3. Parties orthogonales

Définition 3

Soient (E ] >) un espace préhilbertien, 4 et B deux parties de E .

On dit que A et B sont orthogonales si et seulement si :

|Vaed,VbeB,alb|,ie:|Vaed,VbeB,(alb)=0|,

autrement dit si et seulement si tout élément de A est orthogonal a tout élément de B.

On note encore 4 L B.

Propriété

Sous les mémes hypotheses, et avec les mémes notations...

Al B o Ac B o Bc At

Preuve

A est orthogonal a B, sietseulementsipourtout a € 4 : Vb € B, a L b,doncsi et seulement si tout élément

de A appartientd B . Ceci prouve I’équivalence 4 L B < A c B Letd 1l B < Bc At sen déduit par

symétrie des rolesde A et B.

4. Familles orthogonales

a. Définition 4

Soit (E , < - > ) un espace préhilbertien. Soit F = (ei) ~ une famille de vecteurs de E .

iel

e Lafamille F est dite orthogonale si et seulement si :

V(i,j)el’ i#j=e Le,|,ie

V(i,j)el’ i=j= (ele )=0

ee T est dite orthonormale ou orthonormée si et seulement si :

V(l.,j)elz9<ei|ej>=8i,/ ’

i.e. une famille orthonormale (orthonormée) est une famille orthogonale constituée

de vecteurs unitaires.

b. Proposition

Soit (E ,< . >) un espace préhilbertien.

e Toute famille orthogonale de vecteurs non nuls est libre.

ee Toute famille orthonormale est libre.

Preuve

e Toute famille est libre si et seulement si toutes ses sous — familles finies le sont, il suffit donc de prouver le résultat

dans le cas d’une famille finie. Considérons alors une famille ( €,,..,e, ) formée de vecteurs deux a deux



orthogonaux, et tous non nuls. Soient A |, ..., A, des éléments de K tels que Z A, e, = 0.Pour tout
k=1

ie {1,...,n},ona<ei

i Ay e,(> = 0,dou Zn: A, <e,. |ek> = 0. L’orthogonalité de la famille

k=1

(el,...,en) permet de réduire cette expressiona : A <e,. | e,.> = 0.Comme e, estnon nul, <e[. |e[.> = 0 ;il

en résulte que A, = 0 :la famille ( e ,.,e, ) est libre.

ee (f o .

¢. Procédeé d’orthonormalisation de Gram — Schmidt

Théoréme (Gram — Schmidt)

Soit (E , < . >) un espace préhilbertien.
Soient p € N', et F = (el, €, ) une famille de vecteurs de E .

Soit G = (8 s €, ) la famille de vecteurs définie par :

€
o g, = et

[e]

Alors :

i — G estune famille orthonormale de E .

ii — G est’unique famille orthonormale (8 15 € ) de E vérifiant :

Vkel{l,.,p}, Vect<(£1,...,ak)> = Vect<(el,...,ek)> , et

Vke{l,...,p},<£k|ek>eRi.

Elle est dite déduite de F par le procédé d’orthonormalisation de Gram — Schmidt.

Preuve

On procede par récurrence sur p , 1’hypothése de récurrence étant : les relations machin et truc permettent, de

maniére unique, de définir une famille, et celle — ci est I’'unique famille orthonormée telle que ceci et cela.

Pour p = 1, c’est relativement idiot. Supposons maintenant la propriété établie aunrang p € N, et

considérons une famille libre (el, e €,,€, ) de p + 1 vecteursde E .
el
8 —
el
e Par hyp. de récurrence, la famille (81, s 8p) donnée par : e, — k21< e, | g, > €,
Vke 2,p ,e,= /’:‘l
e, — Z<ek|sl>el
i=1

est bien définie (de maniére unique), et c’est la seule famille orthonormée vérifiant

10



V ke {1,...,p}, Vect<(81,...,ak)> = Vect<(el,...,ek)>
Vke{1,...,p},<8k|ek>eR*+ .

e Soit maintenant ¢ ,, , € E. La famille (8 1o ees €, 4 ) vérifie

(8 s €, 0 ) est orthonormée

Vke{l,.,p}, Vect<(al,...,8k)> = Vect<(el,...,ek)>
V ke {1,...,p}, <8k|ek> e R”

si et seulement si (*):

Comme Vect<(z—:1 ...,8p)> :Vect<(el ...,ep)>
Vke{l,.,p}, <8k|8p+1>=0
o] =
(r)e | :
3 (ocI ...,OLPH)GR TL,a,,, 20ee, = Z a, e, ta, e,
i=1
<8p+1|ep+1>eR+
d’ou, puisque (8 s €, ) est orthonormée,
P
EI(al,...,awl)eR”“,uwl¢Oet8p+1=2a58,+ocp+1ep+1
i=1
(+) o Vke{l,...,p},ock+ocp+1<sk\ocp+]ep+]>:0
"81’+l =1
<8p+l|ep+l>eR+

On continue : (*) < ||8p+l =

P
Ennotantque e, .| — Z <sl.|ep+1>si estnonnul,pulsque(el,...,ep,epﬂ) est libre et
i=1
Vect<(sl,...,sp)>=Vect<(el,...,ep)>,onaencore
P
ep+1 - z <8[|ep+1>8i
i=1
(+) €, =0 - , avec |a| =1
*) <
€p1 T z <8[|ep+l>8i
i=1

*
<8p+l ep+l>€R+

11



p
ep+1__z <8i|ep+l>8i »
[8p+1+ J).

ep+l = z <8i|ep+1>8i
a i=1
La premicre ligne de ce dernier systéme assurant déja I’orthonormalité de ( €15 €, ) , il vient finalement
)4
ep+1_z<81‘ep+l>at
_ i=1 | -
8P+1_a P ,OU.|OL|— Zp:< | >
e - e, |e €
1 1
ep+l_z<81‘ep+]>81 P i=1 ' P !
(*) < i e, = ;
€, = Z <81|ep+1>81

Ceci acheve la récurrence, et la démonstration.

Un premier exemple

Exercice 2
Q1_ On considére ’application ( . | . ) définie sur (R [ X] ) ’ par :

(R,[x]) - R

SR (P,0) H<p|Q>:_jp(t)Q(t)dt'

Montrer que (R X1 >) est un espace euclidien.
Q2_ On se place désormais dans 1’espace euclidien ( R, [X ] , < . > ) défini ci-dessus.
Déterminer la base orthonormale ( P,,P,P,, P, ) construite a partir de la base

canonique ( LX, x> Xx° ) par le procédé d’orthonormalisation de Gram — Schmidt.

Remarque

Les polynomes P, constituent une famille de polynémes orthogonaux pour ce produit scalaire, appelés polynémes de

Legendre. 1l est de bon gotit de connaitre les familles de polynomes orthogonales pour un produit scalaire usuel, telles
celles constituées des polynomes d’Hermite, de Jacobi, de Laguerre...

Réponse

Le calcul donne :

0 s 2
2

:ﬂ(XZ_
4

12



5. Supplémentaires orthogonaux, sommes directes orthogonales

a.

supplémentaires orthogonaux
Proposition
Soient (E , < S > ) un espace préhilbertien, et ' un sous — espace vectoriel de £ .
Alors : FNF ={0,}|.ie |F+F'=F@®F"
Proof
Pourtout x e E,x e FNF* => x1lx=x=0. o
Remarque

On montre de la méme fagon que, de maniére plus générale, si ' et G sont deux sous — espaces orthogonaux de F ,

alors ils sont en somme directe.

Définition 5

Soient (E , < S > ) un espace préhilbertien, et /' un sous — espace vectoriel de E .
SiF+Ft=F®Ft=E,F et F?' sontdits supplémentaires orthogonaux.
Remarques

En dimension infinie, il n’est pas toujours vrai que ¥ @ F L-F: reprendre le contre — exemple donné en 2.c. ...

F1lG
e En pratique, vérifier que deux sous — espaces vectoriels F et G de E revient a prouver que { FiGeE en
+ G =
effet, d’apreés la proposition précédente et la remarque qui la suit, ¥ 1L G entraine F N G = { 0} .
b. Cas d’un sous — espace de dimension finie
Théoréme
Soient (E , < . > ) un espace préhilbertien, et /' un sev de dimension finie de £ . Alors,
* 1 1 :
° F @ F~ = E. Autrement dit, F et '~ sont supplémentaires orthogonaux dans E .
X ( F L ) - F .
Preuve
e Bienentendu, F et F L sont en somme directe orthogonale, reste donc a prouver que F' + F L=-FE.
Soit p la dimension de F', (u s U, ) une base de cet espace, et ( €. e, ) la famille orthonormée déduite
de ( Uy Ul ) par le procédé d’orthonormalisation de Gram — Schmidt. Alors, ( €. e, ) est une base
(orthonormée) de F. Par conséquent, pourtout y € E, y e F* & V ke {l,..,p}, <y|ek> =0.
P
Soit alors x € E.Posons x, = Z <x|ek>ek,et x,. =x — x;.llestclairque x = x, + x,.,etque

k=1

x, € F.Deplus,pourtout i € {1,..,p},

(e, e = (xle) = £ (rlech{enler) = (o) = (xles)eufer) = 0

k=1
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etilenrésulte que x ., € F . Tout vecteur de E peut s’écrire comme somme d’un élément de F et d’un élément

1
de F*,onadoncbien F ® F+ = E.
ee [’inclusion F — (F L ) L est déja connue. Réciproquement, considérons un vecteur x de (F L ) L D’aprés ce
avec x, € Fetx , € F+.

qui précede, x s’écrit (de manicre unique) sous la forme x = x, + x .,

1\ L . Lo
Comme x € (F ) , X .. estnul, ce qui assure que x appartienta £ . o.

Corollaire (inégalité de Bessel)

Soit (E N >) un espace préhilbertien.

Soit F = (e1 yes € ) une famille orthonormée finie de vecteurs de E .

) ) 5
Alors pour tout x € E : Z<ek | x> < x|

k=1

Preuve
. . . . L L . . .
Soit FF = Vect (e1 s €, ) F est de dimension finie, onadonc F @ F — = E . Soit maintenant x € £ ; x s’écrit
de maniére unique sous comme somme d’un élément de F et d’un élément de F L D’autre part, ( €, e, ) est une

p
base de F'; par conséquent, x s’écrit de maniére unique sous la forme x = Z oy e, + X
k=1

FL s

ou (ock )k 0 \ e K", etou X, € F* . La famille (eI sees €, X ) étant orthogonale, le théoréme de
e P

2 » , > ' s » ,
=Y o, + “xFL ,doubienstr |x]|” = ) a,’.
k=1 k=1

FL

2 L 2
Pythagore donne || x|~ = >’ "a L e, ” + “x
k=1

L’orthogonalité de la famille ( €1y €, X ) assure aussi que pourtout k € 1, p

p
<ek|x>:<ek|Zakek+xpi>:<ek|akek>:ak'

k=1

L 2
En remplagant dans 1’inégalité précédente, on obtient I’inégalité de Bessel : z < e, | x > < || x || ?
k=1

¢. Sommes directes orthogonales

Proposition — définition 6

n sous — espaces vectoriels de £. On

n

Soient (E,< . >) un espace préhilbertien, n € N, et F,,.., F

suppose les F; deux a deux orthogonaux.

n €
Alors, la somme Z F, est directe. Elle est notée

iz ie{ s

n

Preuve de la partie proposition : Pour tout ( X ey X, ) € F,:

i=1

2
xk” =0=>x, =..=x, =0 o.

i=1 i=1

xk> =0:Vke{l,...,n},

Zn: X, =0:>Vke{1,...,n},<i X,



6. Projecteurs orthogonaux ; distance a un sous — espace vectoriel

a. Projecteurs orthogonaux vs projections orthogonales

Définition

Soient (E , < S > ) un espace préhilbertien, et ' un sous — espace vectoriel de E .

On suppose que F et F L sont supplémentaires orthogonaux.

La projection sur F parallélement a F L estalors appelée projection orthogonale sur F.

Définition bis

Soient (E ] >) un espace préhilbertien, et p € £ ( E ) un projecteur.

On dit que p estun projecteur orthogonal lorsque Im p L Ker p.

Proposition

Soit (E , < . >) un espace préhilbertien.

Les projections orthogonales de £ sont les projecteurs orthogonaux de £ .

Preuve

e Soit p un projecteur de £. Alors, tout vecteur x de E s’écrit de maniére unique sous la forme x = x, + x,,

ol xy, € Ker petx,, € Imp.Ona

p(x)= p(xlm) = p(xlm) = x,, car p estun projecteur, etcar x, € Im p .

Comme Ker p = (Im p) 1 on en conclut que p est la projection orthogonale sur Im p .

1
e e Soit p laprojection orthogonale sur un sous — espace vectoriel ¥ de E telque FF & F L= E. A nouveau, tout

vecteur x de E s’écrit de maniére unique sous la forme x = x, + x,,,avec, x, € Fetx,, € F* etl'on

FL 9
ap(x)=ux,.
Pourtout x € E, pep(x) = p (xF) ; mais |’écriture de x , comme somme d’un élément de F' et d’un

élémentde F * est x, = x, + 0 ;onadonc p(xF) = Xx.,cequiassureque pop = p.

Reste a prouver la linéarité de p . Considérons deux vecteurs x, y de E, ainsi qu’un scalaire A .

x=p(x)+x,. ,avecp(x)eFetx,, € F*
Onasy=p(y)+y,.,avecp(y)eFety, €F" , donc
7»x+y=p(7»x+y)+zFL,avecp(kx+y)eFetzFL e F'

AX 4+ y (kp(x)+p(y))+(7»xp +yFL),01‘1 kp(x)+p(y)eF etAX, . +y, € Ft

Ax+y=p(Ax+y)+z, ,avecp(hx+y)eFetz, e F~

Par unicité de 1’écriture comme somme d’un élément de F et d’un élément de F *, on peut identifier :

Ap(x)+ p(y)=p(rx+ y),cequiprouve lalinéarité de p .

Finalement, p appartienta £ ( E ) et vérifie po p = p : p estun projecteur. o
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b. Distance a un sous — espace vectoriel

Définition

Soit (E , < . >) un espace préhilbertien, et soit ' un sous — espace vectoriel de £ . Pour tout x € F,

on définit la distance de x a F, notée d (x, F),par: d(x,F) = yingd(x,y) = }nng”x - |-

Remarques

o inf [x — »| estbien défini : en effet, {|| x—y|.ye F} est un sous — ensemble non vide de R,

minoré (par 0) : il admet donc une borne inférieure dans R .

e o [l s’agit d’une borne inférieure et non d’un minimum, car elle n’est pas nécessairement atteinte.

Pour le prouver, reprenons notre 1’ exemple de I’ev £ est des fonctions réelles développables en séries entiére sur
+ o + r®
[0,2],munidupr0duitscalaire < | >: (f,g) = Z a, x", Z b, x" | > Z a, b, ;soit F lesous—
k=1 k=1 k=0

+

espace de E constitué¢ des fonctions polynomiales. Soit f: x Z a, x"* unélémentde E \ F.
k=0

Pourtout P € F, P # f,donc ||P - f|| # 0. Montrons qu’en revanche, d (f, F) = 0. Pour cela,

n
considérons, pour tout # € N, la fonction polynomiale P, : x Z a, x*.
k=0

+ oo + oo
. 2 ;.
= Z a;,et lim Z a; = 0 (comme reste de la série
n — + 0
k=n+1 k=n+1

convergente Z a ). Ceci assure, par définition d’une borne inférieure, que d ( f, F ) =0 o.
k>0

_ k

Ona"f—Pn

+ o
s Y ax
k=n+1

c. Distance a un sous — espace vectoriel et projection orthogonale

Proposition

Soit (E ,< S >) un espace préhilbertien, et soit £ un sous — espace vectoriel de E tel que F * soit

F >R

supplémentaire de F' dans E . Alors, pour tout x, € E, I’application admet un

ad LT

minimum, qui est égal a d ( Xo, I ) . Ce minimum est atteint en p .. ( X, ) , et uniquement en ce point.

Onad(xO,F) = ”xo - pF(xo)H = HpFL (xo)“

Preuve
Soit x, € E ;ona x, = P, (xo) + P, (xo).Pourtout yeF,P, (xo) - y,et P, (xo) e F,ces
deux vecteurs sont donc orthogonaux. Par suite, d’apres le théoréme de Pythagore,

o =3 = (P (v0) =)+ e () =0 () = ol [ ()

2

2

>

[m]

doifx, = v|" = xg =y =[P (30)

Remarque : L’égalité¢ x, = P, (xo ) + P, (xo ), et ’orthogonalité de P, (xo ) et P, (xo ), donnent aussi la

2

, soit : "xO"2 = "PF(xO)"2 + a’(xo,F)2

relation "xO"2 = HPF (xO)H2 + “PFL (xo)
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