Liste d’exercices

Espaces préhilbertiens

2025~ 2026

Exercice 1
Pour quelles valeurs de A les formes bilinéaires ci — dessous définissent — elles un produit scalaire sur R *> ?

(on note & chaque fois x = (x,,x,,x;) et y = (y,.»,.7;))

L o:(x,y)P x,y, +6x,y, +3x,y , +2x,y, +2x,y, +3hx, y; +3hx;y,.
2. 9:(x, )P x, ¥, +10x,y, +6x, ¥ , +AX, Y, — X, V3 — X, ),.

3. 0 (x,y) P 2x,y, +7x,y, +7x,y, +8x, ¥, =3x, 95 +AXx, ¥, +Ax;p,.
4. ¢: (x,y) (x1 +x2)(y1 +y2)+(x2 +x3)(y2 +y3)+(x3 +xl)(y3 +y,)

—k(x1 + X, +x3)(yl + vy, +y3).

Exercice 2

Sur R, [ X ] , on considére les formes bilinéaires suivantes. Dire lesquelles sont des produits scalaires.

1 1

L og:(P,0)m [ P(1)0(1)dr. 2 9:(P.Q) [ (P (0)0(t)+ P(1)Q(1))dr.

-1 -1

n 1

3. ¢:(P,0) > P(k)O(k). 4. ¢:(P,0) j (P ()0 (t))dt + P(0)0(0).

k=0 -1

Exercice 3

Soient E un espace euclidien (pas supposé de dimension n a priori), et e, ..., € | des vecteurs unitaires

vérifiant: V x € E, ||x||2 = i <x‘e[>2 . Montrer que (el,..., e, ) est une base orthonormée de E .

i =

Exercice 4

1. Montrer que sur M , (R), I"application ( 4, B) — Tr ( "4 B) est un produit scalaire.
2. Soit 9 la norme associée, montrer que : V (4, B) € (9\/[” (]R))z, N(AB)<SN(A)N(B).

3. Montrerque: V 4 e M, (R), |Tr(A)| < Jn v (4).

Exercice 5
Soient (E,< . >) un espace préhilbertien, et (x, y) € E*.

Q1_  Calculer H ||x||2y—<x|y>xH2.



Q2 Quelle célebre inégalité peut — on déduire de ce calcul ? En préciser les cas d’égalité.

Exercice 6

Soit (£, (.| .)) un espace préhilbertien. Soit f une application de £ dans E telle que f ( 0 E) = 0,, et telle que :

Vi(xy)e EL S (x)-f(»)|=]x-2]
Q0_  Montrerque: V x € E, f(x)||=||x||
Q1_ Montrerque:V(x,y)eE2,<f(x)|f(y)>=<x\y>.
Q2_  Montrer que f estune application linéaire, i.e. un endomorphisme de E .

Exercice 7
Soient ( E,{ .| .)) un espace préhilbertien réel, et | . || la norme euclidienne associée, F un sous — espace vectoriel de
E ,et x € E . Montrer I’équivalence des assertions suivantes :
i) xeF?1,
ii) ‘v’yeF,<x|y>S||y||2.

hint  Pour 'implication ii ) = i), on pourra considérer Ly, ou A € R.

Exercice 8
Polynémes de Tchebychev

On pose, pour tout n € N, ettout x e[—1,1] : T,(x) = cos (n arccos x ).
Q1_ a_ Pour x e[—l,l],calculer To(x), T,(x)etT,(x).
b_ Montrer que pour tout 7 € N*, et pour tout x €[—1,1],ona:
T, . \(x)+T,_(x)=2xT,(x).
c_ En déduire que pour tout n € N, T, est un polyndme. Déterminer son degré, et son coefficient dominant.
Q2_  Soit n € N". Décomposer T, en produit de facteurs irréductibles dans R [X ]

R[X]" - R

P t duit scalaire.
(P.O) - <P|Q>:J‘11(tl)th(2t>dtes un produit scalaire

Q3_  Montrer que I’application

hint  Penser a un changement de variable adéquat pour justifier la convergence de

l'intégrale généralisée définissant ( P | Q ), et facilitant qui plus est les calculs ultérieurs...

Q4_  Montrer que la famille ( Tn) , est une famille orthogonale de (R[X].(.1.))-

ne

En déduire une famille (base) orthonormale de R [ X | pour ce produit scalaire.



Exercice 9

Soit (E , < S > ) un espace préhilbertien,

.| la norme euclidienne associée, et p un projecteur de £ .
Q1_ Montrerque: Ker p L Im p < Ker p = (Imp)l.

Q2 Montrer I’équivalence des assertions suivantes :

i) p est un projecteur orthogonal, i.e. Ker p L Im p.
i) V(xny)eE(p(x)ly)=(xlp(y)).

p(z)] <=1

hint  Pour l'implication iii ) = i), on se donnera (x, y) € Ker p x Im p,

iy VYzekE,

et l'on considérera z, = Ax+y,ou h € R.

Exercice 10
Soit (E,( .| .)) un espace préhilbertien, et f € L(E).

Montrer que deux quelconques des trois propriétés suivantes entrainent la troisiéme :

1 fi=-1Id,.

2 f estuneisométrie,ic.:V x e E, | f(x)]=]x].

3. VuxeE,(f(x)|x)=0.

Exercice 11
Soit E un R — espace vectoriel normé. On considére une norme | . | sur £ qui vérifie :
V(xy)e BN xry P a-y )T =2 (1542 17).

On souhaite montrer que | . || est une norme euclidienne.

Q1_  Introduire la forme polaire ¢ associée a | . |, c’est a — dire I’application

o:(x,y) P i(”x + y||2 —|x - y||2) . Montrer que :

V(x,y,2) e E?, o(x+y,z)=9¢(x,z)+0o(y,2).
Q2_* Montrerque: VA e R,V (x,y)eE*, o(Ax,y)=20(x,y).
Q3 Conclure.

Exercice 12

Polynomes de Hermite

On pose E = ]R[ X ] et [’on identifie polynomes et fonctions polynomiales de R dans R .

Q1_  Pour P € E, établir la convergence de I’intégrale J. P(t)e .

—

+ oo

Pour (P,Q) € E*,onpose: (P|Q) = j P(I)Q(t)e"zdt.

—



Q2 Montrer que < . > est un produit scalaire sur £ . On notera || . || la norme associée.

Q3 Soith:xise “etpourneN,H,: x> exzh(”)(x)'

a_ Calculer H ,, H,, H, et H,.
b_ Montrerque: Vne N*, H, , ,=-2XH -2nH, .
c_ Montrer que, pour tout » € N, A, est un polynome dont on précisera,

en fonction de n, le degré, la parité, et le coefficient dominant.

d_ Trouver une relationentre H , ,,, H,,et H, .
e Endéduireque: VneN', H =-2nH, _,.

Q4 a_ Montrerque: YV (p,q) € (N*)z, <Hp|Hq> = 2q<Hp71|Hq71>
b_  Montrerque (H,)  estune famille orthogonale de (E,( .| .)).

On donnera, si possible, deux démonstrations différentes...

c Pour n € N, calculer A , = " H, ” En déduire une famille orthonormale de (E, (.. >)

Exercice 13

Soient n € N",et 4 € M, (R).Notons C,,...,C, les colonnes de 4 .L’espace R " étant muni du produit scalaire

et de la norme euclidienne usuelle, démontrer /'inégalité d’Hadamard : | det 4| < ” C, ” " c, ” ” C,

On pourra utiliser le procédé d’orthonormalisation de Gram — Schmidt.

Montrer qu’il y a égalité si et seulement si les colonnes de 4 sont deux a deux orthogonales.

Exercice 14

+ o

: e o C2x 2 .
1. Déterminer la borne inférieure des intégrales f e’ (x +ax’ +bx+ c) dx lorsque ( a,b,c ) décrit R* .
0

+

. * Ja . . R : r - X n 2
2.% Soit n € N ™. Déterminer la borne inférieure des intégrales f e (1 +a,x+.+ta,x ) dx
0

lorsque (al, e a, ) décrit R".

Exercice 15

Polynomes de Legendre

1
L’espace £ = R[X] estmuniduproduitscalaire< | >: (P,Q) = f P(t)Q(t)dt.

-1
R n\ ()
PourneN,onposean((X —1) ) .

1. Montrer que la famille (L \ ) ., estune base orthogonale de £

n e

2. Pour n € N, déterminer ||Ln ||

3. Déterminer I’orthonormalisée de Schmidt de la base canonique de E .



Exercice 16

Polynomes de Laguerre

+

Soit E = R[ X ].Pour P et Q dans E, onpose (P|Q) = J. e " P(t)0(t)dr.

0

1. Montrer que < | > est un produit scalaire sur E .

Pour n € N,onpose H, = (Xn e’X)(")eX_

2. Montrer que la famille (H ) ) . est une base de E. Pour n € N, préciser les coefficients de H , .

ne

3. Montrer que la famille ( H, ) est une base orthogonale de E'.

neN

4. En déduire une base orthonormée de E .

Exercice 17

Soit f une fonction continue sur [ 0,1 ] , non nulle et a valeurs dans R *. Pour P et Q polyndmes donnés, on pose :
1
©(P,0)=[ f(t)P(t)0(r)dt.
0
1
1. Montrer que ® (P, Q) = I f(t)P(t)0O(t)dt estun produit scalaire sur R [ X |.
0

2. Montrer qu’il existe une unique base orthonormale (Pn ) . de R [X ] telle que, pour tout n € N, P,

n e

soit de degré n et de coefficient dominant strictement positif.

3. Montrer que, pour tout n € N, P, posséde n racines réelles simples.

Exercice 28

1
Soit £ = CO([—1,1],R),muniduproduitscalairedéﬁnipar: <f|g> = f f(x)g(x)dx.

|
Soient F_ ={f eE,Vxe[0,1], f(x)=0}etF, ={feE,Vxe[-1,0], f(x)=0}.
1. Montrerque F_ = F " etque F_ = F*.

+

2. Lessous—espaces F, et F_ sont— ils supplémentaires dans E ?

Exercice 19

n

Soient x,, ..., x, des vecteurs d’un espace préhilbertien réel. Soit M = max

E,. X, |.
€1,n€, ) f{-1,1}" ko
(-1}

k=1

< 2
Montrer que Z "xk ” <nM.
k=1

Exercice 20 (pour 5/2)
Formule de Parseval

Soit (an ) ., une famille orthonormale d’un espace préhilbertien £. Soit H = Vect ((an ) . )

n e



On suppose que H est dense dans E, c’est —a — dire que tout point de £ est adhérenta H .

Montrer que pour tout x € E , ||x||2 = +Zw <an

Exercice 21

1 1
OnmunithCl([O,l] )duprodultscalalredeﬁnlpar (flg) =ff (t)dt+ff’(t)g’(t)dt.
0 0

Soienth{feE,f(O)zf(l)zO},etG:{feEvfestcz ot f”=f}.

1. Montrer que F et G sont supplémentaires orthogonaux dans £ .

2. Exprimer la projection orthogonale sur G .

3. Soient a,pe R,et A={feE, f(0)=a et f(1)=p}. Trouver inf

w ([0 @)+ () Ja )

Exercice 22

L’espace M, ( R ) est muni du produit du produit scalaire usuel. J est la matrice dont tous les coefficients valent 1.

1. Pour M emn(R),déterminer( i?f 2||M —al -bJ|.
a,b) e R

2. Soit H le sous — espace vectoriel de £ formé des matrices de trace nulle. Déterminer d ( J,H ) .

Exercice 23
Soient (n, p) (N*)Z, AdeM, ,(R)derangégala p,et B e M, (R).
M .1 (]R) est supposé muni de son produit scalaire canonique, noté < N > et || . || désigne la norme associée.

1. Montrer qu’il existe une unique matrice X , € M o1 (R) telle que :

| 4x,-8] = min{

L X eM, (R)}.

2. Montrer que 1’équation matricielle (d’inconnue X ) : "44X ="4B admet une unique solution, que 1’on
compareraa X

3. Pour (x,y,z) e R*> onpose f(x,y,2z)=(x-1)2+y2+(x+y-2)2

Montrer que f admet un minimum sur R 3, et le déterminer.



