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Feuille d’exercices

Intégration

PC

+ 0 x?2

Exercice 1

On rappelle que I e 2 dx = ,/ 2 © . Existence et éventuellement calcul des intégrales suivantes :

— 00

p T ey g ” de
1.7=[tnxde 2.0= [ S—ar 3K =] cosxim(anx)de 4L=[—"—
\/; 0 1 — cos ¢
0 0 0
Exercice 2
T dt

Prouver la convergence, puis, déterminer la valeur, de ’intégrale : 1 = I

0

(t+1)(t+2)(t+3)(t+4)

Déterminer la nature des intégrales suivantes :
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5 j — dr
12
+© —at —-bt
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Exercice 3
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5. j (arctan tj ds
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4 1—cos|— | |dt
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8. [e=t(-0) a
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Exercice 4

Discuter, en fonction des valeurs des paramétres o et  la nature des intégrales suivantes :

+ o0 o
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1. dx 2.
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Exercice 5

Etudier la convergence et, le cas échéant, calculer les intégrales :

Todr IS 1
1. ! 2. gln(ut—zjdt 0 re Vs

1+sint
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b dr N
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Exercice 6




+ 0 3 +oo |
1. Etudier la nature de ’intégrale j cos[% + xt] de j ST

2 L

2. En déduire la nature de I’intégrale I:wsin( t? ) dt (Intégrale de Fresnel).

Exercice 7

+ oo 3
Etudier la convergence de J. oS [% + xtj dr.
0

Exercice 8

+0
Pour x e R , ,onpose f (x) = j e ! dr

X

1. Montrer que I’on définit ainsi une application f de classe C' sur R .-
2. Prouver que lim x.f(x) = 0 . Onremarquera quepour t €[1,+ o[, ona:t <t* .
X =+
+ 0
3. Montrer que I’intégrale / = J f (x) dx converge, et calculer 7 .
0

Exercice 9

+ + o 2
dr t- de
OnposeI:j 4etJ:J T
o 1+t o 1+t

1. Montrer que ces intégrales convergent, etque I = J .

2. Calculer la valeur commune a [ et J .

Exercice 10

1Py d
Pour n € N*,onpose I, = .[ d —.
— o (t2+2[+3)

1. Etudier la convergence de ’intégrale /.

+ o0

2. Montrerque: V ne N*, I, = j Lﬂ
—oo(t2+2)
* 2n—-1
3. Montrerque: VneN", [, 6, = Z I,.
n

4. Calculer 7, et en déduire ’expression de 7, en fonction de », a I’aide de factorielles.

Exercice 11

1 ( _1 ) E ( l/t)
Montrer I’existence de 1’intégrale I
0

dr et calculer sa valeur. (£ désigne la fonction « partie entiére »).

Exercice 12
R* > R
dr
(1+t2).ln(1+t2)

On considere 1’application [ :




1. Montrer que I’application f est bien définie sur R, ; déterminer la limite de f en 0.

2. Montrer que f'est dérivable sur R ", et déterminer sa dérivée. En déduire les variations de f.

3. Déterminer la limite de f en +o.

Exercice 13

s In ¢
Onpose [ = I

0 (l+z)\/7

1. Montrer que / converge.

2. A l’aide d’un changement de variable approprié, comparer les intégrales

+ 00
I In £ . En déduire la valeur de [ .

.1[ In ¢
0(1+t)\/_ 1 (1+t)\F

Exercice 14
+ 00

Pour (a,B) € R x RY ,onpose 7, = I sin(qt)e—ﬁz dr .
0

1. Montrer que 'intégrale 7, g converge.

2. Calculer 7 g

Exercice 15
+ o0
1. Montrer la convergence de I’intégrale j cos( x? ) dx .
0

+ o0 7x2(i+t2)
e
2. Onposepourx>0:f(x): J ——dr.
0 1+t

2

Montrer qu’il existe K € R telque Vx > 0, f’(x) =Ke ",

+ oo + oo 2 + oo

3. Onadmet:K:—\/?.Montrerque: I cos(xz)dx:Lj t—dt.Endéduire I cos(xz)dx.

0 NS 0

Exercice 16
Calcul de lintégrale de Dirichlet

. o T sin (1)
1. Etablir la convergence de I’intégrale _[ — 2 dt

0
T T
. 7 2 sin(2nt
Pour n € N*, onpose u, = I cos(2nt)cotan (£)dretv, = I —( )dz.
0 0 t
2. Calculer u,. Pour n € N ", calculer u, ., — u,.En déduire la valeur de u ,

3. Déterminer lim (un - vn)
n— +o

+oo .

sin ( ¢
4. Déduire des questions précédentes la valeur de I’intégrale I L dr
0

Exercice 17

sin (x 1)

.
Soit F: x > j d .



1. Donner I’ensemble de définition de F .
2. Montrer que F est de classe C * sur un intervalle a préciser.

3. Déterminer une équation différentielle vérifiée par F', et en déduire F .

Exercice 18

+ o
Pour x € R ,,onpose [ (x) = I e ' dr.

X

1. Montrer que la fonction f est définie et de classe C' sur R |, , et calculer /.

2. Montrerque: V x 21,0< f(x)<e *.

+ o0
3. En déduire que l'intégrale [ = J / (x)dx converge, et calculer I .
0

Exercice 19
1
On pose, pourtout 7 € N ™ : 5, = —'I e ' t"dt.
n!
0

1. Montrer que la suite ( u, ) - est convergente.
nz

2. Onnote ¢ salimite. Montrer que ( = %

Exercice 20
Intégrales de Frullani

Soient f une fonction de classe C ' sur [ 0, + o [ ,et a, b deux réels strictement positifs.

+ oo _
1. On suppose que f admet une limite finie ¢ en + oo . Montrer que I f(bx) f(ax)dx = [[ - f(())]ln(éj.
a

0 X
2. On suppose que I’intégrale *f" %x) dx converge. Montrer que TO / (b * ) ; / (a x) dx = - f ( 0) In (SJ
1 0
Exercice 21
On admet que +2|),°° e " ’ dx = \/g . Existence et calcul de +: " :{i . dx.

Exercice 22

Montrer qu’il existe une constante C, que 1’on déterminera, telle que, pour tout x € ] 0, + [ :

+oo x
I arctan(tz/x)dt _ _J- 1nt2 i
0 1+t o 1 -1t

Exercice 23

Soit f une fonction positive et continue sur [ 0,+ o0 [, et F saprimitive s’annulanten 0.

T g o f F )

Comparer les natures des intégrales J. t et

ba "] T

dz, et, en cas de convergence, comparer leurs valeurs.

Exercice 24

Existence et calcul de I’intégrale 7 = | In ( sin ¢ ) dr . On pensera a des changements de variables appropriés.

O = |3



Exercice 25

1 Résoudre

y +2rry =
y(0) =1

]

On domne : _D]- exp(—t?)dt = \/T?

]

Etablir que, pour tout n € N, b, : t = t" exp(—mt2) est intégrable sur R,
+oo
3 Caleuler [ bo(t)dt .
—00
+00
1 On pose pour tout n € N, By, : x +— f by (t)dt
—0
Montrer que By, est définie ef de classe C% sur R.
5 Montrer que pour tout x, Bg(x) = exp(—mz?).
6 Montrer que pour tout n € N, By, € E, o E est Uespace vectoriel des fonetions définies sur R et de la
forme x +— P(z) exp(—mx?), on P est un polynome.

Exercice 26

+ o0 —xt

1. Déterminer ’ensemble de définition D , de la fonction de la variable réelle f: x J ©

dr.
2
v L+t

2. Montrer que f est continue sur D /.
3. FEtudier la dérivabilité de f sur D,.

4. Déterminer un équivalent simple de f quand x — + .

Exercice 27

T e cos (x)
Justifier I’existence pour n € N, et donner un équivalent de I

| —F

dx.

Exercice 28

1
Calculer J. In ( t ) In ( 1 -t ) dz . On utilisera un développement en série.
0

Exercice 29

+oo
Pour tout réel x, onpose: F(x) = J‘ arctan (7 + x)

— 00

1+ ¢2 a-

1. Montrer que la fonction F est définie et continue sur R, et qu’elle est impaire.

2. Montrer que F' estde classe C U sur ]O, + o [, et calculer F'’ sur cet intervalle.

. 1 1 —2t+x 2(t+x)+x
On pourra utiliser pour : x = 0 : - = > 5 + >
(1+t2)(1+(t+x)) x(x +4) t°+1 1+ (t+x)

3. En déduire une formule explicite pour la fonction F .

Exercice 30



Déterminer les fonctions f € C ( R, RY ), telles que f et f % sont intégrables sur ]O, 1] et vérifient :

2
Vx>0,ljf2(t)dt=l [ 7(e)a
20 0

X

X
Indication : si f est une telle fonction, on montrera que F : x > I f(t)dt appartienta C' ( R, R ), et on cherchera une
0

équation différentielle vérifiée par f.

Exercice 31

2 ! 2
Soient f et g les fonctions définies sur R par les formules: / (x) = | e ™" dret g(x) = I e “ "du.
0

O —y =

a. Montrer que la fonction f > 4 g est constante (poser ¢ = tan u dans I’intégrale définissant g (x) pourra s’avérer utile).

+ o0
b. En déduire la valeur de I’intégrale de Gauss / = I eft2 dr.
0
Exercice 32
_'_:J-.‘ =1 -E
Soit ¢z [ %e_fclt
0
+00
1. Montrer que = — [ cos(xt)e 'dt est bien définie sur R.
0
+oo K
2. Montrer Uexistence de K € R tel que, pour tout € R, . — [ cos(at)e™dt = ﬁg
0

3. Montrer que o est détinie sur R,

. Montrer que ¢ est de classe C': exprimer ¢ a l'aide d'une intégrale, et en deduire é.

Exercice 33

T pisin(t)
Soit F:o— f e_‘”Lnt—dt.
0

1. Préciser le domaine de définition de F.

[

Montrer que F est de classe Ct et caleuler F.
3. En déduire F.

Exercice 34

1. Montrer qu'il existe un unique a € R tel que sh(a) = 1.
Montrer que ch(a) = \ﬂZ}
[

[S]

3. Pour n € N, on pose [, = fﬁ'h”(t)dt. Montrer que la suite (I, ) est décroissante.
0

I. Caleuler Iy et 1.

5. Montrer que, pour tout n € N, (n 4+ 2) 40 +nl, = V2.

1

! \/EEJ

6. Montrer que I, ~ lorsque n tend vers 400,



