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Liste d’exercices

Espaces vectoriels normés

2025- 2026

Exercice 1

Soit ( E, || || ) un espace vectoriel normé réel.

1 X y
1. Montrerque V (x,y) € (E\{0} ol = vl = = (max (x| »])). | - 2.
2. La constante % peut — elle étre améliorée ?
Exercice 2
Soit ( E, || ||) un K — espace vectoriel, normé, avec £ # { 0 } . Considérons deux boules ouvertes B ( a,r ) et B ( a’,r’ ) , ol

(a,a’) € Ezet(r,r’) c (Rz)z.OnsupposequeB(a,r) = B(a’,r’).

Montrerque @ = a’ et r = r .

Exercice 3

1
Pour tout (x,y) € Rz,onpose "(x,y)" = J |tx + y|dl.
0

1. Montrer qu’il s’agit d’une norme sur R 2.

2. En représenter la boule unité fermée.

Exercice 4

Pour tout (x, y) € R ?, on pose "(x,y)” = sup (|?16+—f;’|J
teR + X

On note également || || 5 (x, y) 4 x 2 + y? lanorme euclidienne usuelle sur R .

(x,y) c R2,||(x’y)|| _ \’Xz + );2 + |x|

1. Montrer que, pour tout

2. Prouver que || || est une norme sur R *.
, Gl |
3. MontrerqueV (x,y) e R, — < " (x, y)" < "(x, y)" , » €t que cet encadrement est le meilleur valable.

4. Représenter la boule unité pour la norme ” ” .

Exercice 5 *

Soient n € N ™, et p un réel strictement supérieur a 1. On pose g = Ll
p -

Soient a,...,a,, b,..., b, des nombres complexes arbitraires.




1. Etablir ’inégalité de Holder :
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On pourra utiliser la convexité de la fonction — In

2. Prouver ’inégalité de Minkowski

n
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3. En déduire que || ||p:x = (xl,xz,...,x,,) H{Z |Xi|p]p est une norme sur C 7.
-

Exercice 6

Soient n € N ", et 4 € M, (R) une matrice telle que 4° = (A2 + A + 13).

W | —

Montrer que la suite ( At ) . converge vers une matrice de projecteur.
eN

Exercice 7

Soit £ = Cl([0,1],R).Ondéﬁnit,pourf e E :

[£1 =17 () + sup |77 (c)].
te[O,l]

Montrer que || || est une norme sur £ .

Exercice 8

Soit E 1’espace vectoriel des fonctions de classe C ! sur [0, 1] etnullesen 0.
1. Onpose,pourtout f € E, N (f)=|r], +|/’].-

Montrer que N est une norme sur £ .

2. Montrer que N n’est équivalente, nia || |_,nia| |, nia| | -

3. On définit sur E une nouvelle norme N~ par N~ (f) = ”f + f ,”w Montrer que N~ est

équivalente a N .

On pourra prouver que pourtout f € E :V x € [0,1], f(x) = eijlet(f(t) + f’(t))dt.
0

Exercice 9

L’espace vectoriel E des fonctions continues sur [ 0,1 ], a valeurs réelles, est muni de la norme
1
[, = f = [ Lr(e)dr
0

On considére I’ensemble 4 = {f e E, sup ‘f(x)‘ < 1}.

xe[O,l]



1
Montrer que 4 n’est pas un fermé au sens de la norme || ||, : /> j ‘f ( t)‘ dr .
0

Et pourtant, A est la boule unité ouverte pour la norme || || W

Exercice 10

Dans (R,

), déterminer si les ensembles suivants sont ouverts, fermés, ou ni 1’un ni I’autre.

)-

b. B={zeC,1<|z|< 2}dans(C,

a. A:{l,neN*}dans(R,
n

)-

c. C= [x,sinl], X e R*} dans(IRz,

X

).
I.)-

e. F = {(x,y) eR?, y* < |x|}dans(R2,

d. D =Cu ({0}x[-1,1]) dans (R?,

).

Exercice 11
Soient 4 et B deux ensembles non vides de R” (muni d’une norme || || quelconque). On définit
A+B={a+b,aeA,beB}.
1. Montrer que si 4 est ouvertdans R", 4 + B est ouvertdans R".
2. Monter que si 4 et B sont bornées, A + B est bornée.
3. Montrer que si 4 et B sont fermés dans R"”, 4 + B ne I’est pas nécessairement.

On pourra considérer, dans R, A = Z et B = \/? Z.

Exercice 12

R? > R

Smt” ”:[(x,y) |—>max(|x+ v, |2 x

J2x)|x = »])

Montrer que || || est une norme sur R *, et représenter sa boule unité (fermée).

Exercice 13

E=C"° ( [ 0,1 ], R ) est muni de la norme de la convergence en moyenne. Pour tout » € N, on pose

fn: t > fnt". Montrer que ( f, ) converge vers 0, mais que ( f, x f, ) ne tend pas vers 0.

Exercice 14

Soit F un sous — espace vectoriel de I’espace normé (£, | ). On note F 1’adhérence de F).

1. Montrer que F est un sous — espace vectoriel de E .

2. On suppose que F contient une boule ouverte. Montrer que F = E .



3. On suppose que F est de dimension finie. Montrer que F = F .

4. On suppose que F' estun hyperplan. Montrer que F' est, soit fermé, soit dense dans E .

Une partie A de E est dite dense dans E lorsque tout point de E est limitée d 'une suite d’éléments de A .

Exercice 15

Soit (E,| ||) un espace vectoriel de dimension finie, et soit 4 une partie compacte (= fermée bornée) de 4 .

Soit f:4 > Atelleque: V (x,y) e 4>, x =y,

f(x) =) <lx=»l

Montrer que f admet un unique point fixe dans A4 .

Exercice 16

Soient (£, | |) un espace vectoriel normé, et 4 une partie non vide de E .

Pour tout x ¢ £,onpose d (4, x) = ian |x = al|.
a e

1. Montrer que x — d ( 4, x) est bien définie, et qu’elle est continue.

2. On suppose que A4 est un sous — espace vectoriel de dimension finie de E .

Montrer que pour tout x € £, il existe un vecteur a € 4 telque d (4, x) = |x — a|.
Ce vecteur est — il nécessairement unique ?

3. Dans cette question, E est I’espace vectoriel (* ( N, R ) des suites réelles bornées, muni de la norme

|| ||w tu = (un ) > sup (‘un ) A est le sous — espace vectoriel de £ formé des suites
neN

convergentes. Soit la suite « définiepar V n e N, u, = (-1)".
Déterminer d ( 4, u ). Cette distance est — elle atteinte ?

4. Dans cette question, E est I’espace vectoriel C ,(:Lx ( [ -1, 1], N ) (fonctions continues par morceaux),

muni de lanorme || |_: f — sup (|f(x)|) A est le sous — espace vectoriel C° ([—l,l],R) de

ne[—l,l]
E formé des fonctions continues, et f* est la fonction :
[-1L1] > R
-1si —1
X B 0si x
Isi 0<x<1

IA

x <0

Il
(=)

Déterminer d ( 4, u ). Cette distance est — elle atteinte ?

Exercice 17
Une norme V" sur M, ( R ) est dite multiplicative lorsque pour tout ( 4, B) € ( M,(R) ) ’

N(AB) <N (4)N(B).



n

1. Montrer que N : (ai’j )131‘ i< — lznia)én Z ‘ai’j‘ définit une norme multiplicative sur Mn(R).
J < <i<n /2
2. Montrer que pourtout 4 € M, (R), N (4) = { meule | |4 x|, .
XeR", |X o =1

Exercice 18

Soient ( £,]| |) un espace vectoriel normé de dimension finie, et # un endomorphisme de £ vérifiant :

V xekE,

u(x)| < |x[. Montrer que Im (u - Id ) et Ker (u — Id ) sont supplémentaires dans E .

Exercice 19

un
On définit, dans R * muni de sa norme euclidienne | ||, la suite (zn ) o= par
w
"Jnz0
1 1
—u, - —w, — 61
u, 3 6
1 1 1
z, =| v, |etpourtoutn e N, z = 3 + SVe T3 W + 61
Wo 1 1 1
-u, +—-v, ——w, + 6l
3 3 3
1. Montrer que la suite (zn) o vérifie une relation de la forme z ., = 4z, + B, apréciser.

2. Montrer que I’équation L = AL + B (L € M, ,( R)) admet une unique solution.

3. Montrer que, pour cette solution L, la suite ( z, — L ) ., est géométrique.

n =z

4. Que peut —on en déduire quant a la convergence de ( z, ) ?

n>0

Exercice 20

1 -4
Soita € R.Onpose 4, = " |. Déterminer lim 4,".
a n — + o
— 1
n
Exercice 21
Onmunit £ = M, (C) de lanorme Ill: M+ max ‘m”‘

1<i,j<p
1. Soit X e M,,(C)etP e GL,(C).Montrerque 9: M +— M X ety: M +— P~' M P sont

des applications continues.

2
2. Montrer que © : (M,N) = M N estcontinuede(ﬂl/lp ((C)) dans ﬂflp((C).

3. Soit 4 € M, (C) telle que la suite (A " ) , soit bornée.

ne

Montrer que toutes les valeurs propres de 4 sont de module inférieur ou égala 1.



4. Soit 4 € M, ((C) telle que la suite (A " ) ., converge vers une matrice B .

n e

Montrer que B est une matrice de projecteur.

Exercice 22

Soient 4, B € M, (R).Onsuppose que lim (4 B)” = O, (matrice nulle).
p > +o

Montrer que lim (B 4)” = O

p > +®

n'

Exercice 23
Soit E 1’espace vectoriel des fonctions continues sur [— 1,1 ] , a valeurs réelles. On munit £ de la norme :
1
I :r e ()]
0

E—> R
[ r(1)

On pourra considérer les fonctions f,: x — n + 1 x".

On considere la forme linéaire L : ( . Montrer que L n’est pas continue.

Exercice 24

o

1. Soient U et V deux ouverts disjoints d’un espace vectoriel normé E. Montrer que U et V sont disjoints.

2. Ce résultat reste-t-il exact si I’on ne suppose plus U et V' ouverts ?

Exercice 25

On note E I’ensemble des fonctions lipschitziennes de [0, l] dans R s’annulanten 0. Pour f € E, on définit

l’ensembleL(f)parL(f)z{k20, V(x,y)eE?,

S(x) = r ()| <klx-yl}.

On pose alors W(f) = inf(L(f)).
1. Montrer que E estun R —espace vectoriel, que & : E — R est bien définie, et que c’est une
norme sur £ .

2. Montrer que N domine || ||3o
[0,1] > R

. 1
1 -1 -t mte[l—;,l}

1 - 1—l sinon
\J n

montrer que les normes N et || || _ ne sont pas équivalentes.

3. En considérant les fonctions f, :

2

r B

Exercice 26

Cet exercice a pour but de démontrer le théoreme de Cayley — Hamilton dans M ,, ( C).

l.a. Soit D une matrice diagonale de % , (C ). Montrer que , , (D) = 0.



1.b. Soit maintenant M une matrice diagonalisable de %, (C ). Montrer que x, ,, (M ) = 0.

2. Onnote DZ, (C) I'ensemble des matrices diagonalisables de M , ( C ). Montrer que DZ , (C) est

dense dans M , (C).
On pourra montrer que tout élément de M |, ( C ) est limite d’une suite de matrices ayant n valeurs

propres distinctes.

o M,(C)—>cC,[X]
3.a. Montrer que I’application ¥y : M est continue.
= Am

M, (C) -, (C)

est nulle.
M=y, (M)

3.b. Montrer que I’application ¢ :

4. Conclure.

Exercice 27

1. Soientn € N*,et 4 € M, (R ) une matrice telle que : 4° = (A2 + A+In).

W | —

Montrer que la suite ( Ak ) converge vers une matrice de projecteur.
keN

2. Soit E une espace vectoriel normé de dimension finie. On note ® 1’ensemble des projecteurs de £ . Montrer que ¢ est un

fermé de £ ( E ) ® est-il un ouvert de L ( E) ?

Exercice 28

Soient £ un espace vectoriel normé de dimension finie et B une boule fermée non vide) de E . On considére une application

f:3B - 3.

1.
2.

Montrer que si g : B — R est continue sur @B, alors ¢ admet un minimum.

On suppose dans cette question que f vérifie :

V(x,y) € (Bz, X #y = ||f(x) —f(y)||< ||x —y||.

Montrer que f admet un unique point fixe dans @, ie il existe un unique o0 € @B tel que f ( a ) = .

On suppose maintenant que f est 1 - lipchitzienne sur 3. Montrer que f admet un point fixe dans B.

Exercice 29

Dans cet exercice, £ et F' sont deux K espaces vectoriels de dimensions finies non nulles, et f un e application continue de E

dans F.

1.

Soit u = (u . ) .  une suite convergente d’éléments de £, etsoit [ sa limite. Montrer que K = u ( N ) ) { 4 }

est un fermé donné de E'.
On dit que f est fermée sil’image par f de tout fermé de E estun fermé de F'. On dit que f est propre si I’image
réciproque de toute partie fermée bornée de F' est un fermé borné de E .

a. Montrer que si f propre, alors f est fermée.

b. Montrer que f est une application propre si et seulement si L] lim || f (x ) || = + ©,
x| —> + ©

Montrer que si f* est fermée et injective, alors f est propre.



Probléme
Les espaces vectoriels considérés sont réels.

. Soit £ un espace vectoriel. Si (@, b) € E*, on appelle segment d’extrémités a et b, etl’onnote [a,b],

I’ensemble des vecteurs ¢ a + (1 — )b lorsque ¢ décrit [0,1].

. Soit A une particde E. Onposcpourtout A € R : A 4 = {Ax,x e 4}.

o Une partie A de E est dite convexesi: V (a,b) € A2, [a,b] = 4.

. Une partie 4 de E est dite symétriquesi: V x € 4, —x € 4.

. Soit 4 une partie convexe de £, a un élémentde 4. Onditque a estextrémal dans A4 sila partie 4 \ {a} est convexe.

Onnote € ( 4) I’ensemble des éléments extrémaux de A .
. Si (E, IV) estun espace vectoriel normé, on notera B, = {x € E,N(x)< 1} la boule unité fermée de (£, V)

et S, ={x e E, N (x) =1} lasphéreunit¢ de (E, N ).

A. Quelques propriétés élémentaires d’une boule unité fermée
Soit ( E, V') un espace vectoriel normé.
1. Montrer que B, estun convexede E .

On suppose dans les deux questions qui suivent que E est de dimension finie.

2. Montrer que B, estun ferméde E .

3. Montrer que I'intérieur de B, est B, o = {x e E,N(x)< 1} .

B. Une caractérisation des points extrémaux
Soient E un espace vectoriel, 4 une partie convexe de £, a unélémentde 4 .

On dit que a posséde la propriété @ si et seulement si :
1
2 - = —
V(al,az)eA ,a—z(a1+a2):>a1—a2.
4. Montrer que si a € € (A),alors a posséde la propriété @ .
5. Montrer que a ¢ € (4 ) si et seulement si : 3 (al,az) eAd’,a, #a,etIte]0,l[,a=ta, +(1-t)a,.

6. En déduire que @ appartienta € ( A ) si et seulement si @ possede la propriété @ .

C. Points extremaux d’une boule unité fermée

7. Montrer que € ( B, ) est inclus dans §',, .

8. Soient a |, a , deux points de B, , distincts. Montrer que si a = (a1 + a, ) €Sy,

1
2
alors a | et a, appartiennenta S, .

9. En déduire 1’équivalence

S(BW);& Sy & EI(a,b)eAz, a#b, telque [a,b] = S, .



10.  Donner un exemple simple ou € ( B, ) # Sy

D. Une caractérisation des boules unités fermées en dimension finie

Dans cette partie, on consideére I’espace vectoriel £ = R " que I’on munit de la norme euclidienne canonique | ||, définie par :

Y (%), ) € E, ”(xlx)“z -

Soit C une partie fermée, bornée, convexe, d’intérieur non vide et symétrique de E .

11. Montrerque 0 € C.

12.  Soit x € E . Déduire de la question précédente que 1’ensemble
{7» € ]Ri, X € A C} est non vide. On pose alors, pout tout x € £ : j. (x) = inf{k € Ri, X € kC}.

13. Montrer que j - estune norme sur E .

14. Onnote B ; = {x eE,j¢ (x) < 1} la boule unité de £ pour la norme j .

Montrerque B, < C < B .En déduire que B ; = C.

15. Conclure qu’une partie de £ est la boule unité fermée pour une norme sur £

si et seulement c¢’est une partie symétrique, fermée, convexe bornée, d’intérieur non vide de £ .



