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Fonctions de plusieurs variables

2025 - 2026
I LIMITE ET CONTINUITE
A Limite en un point adhérent
1 Définitions, notations, et propriétés fondamentales
Définition 1

Soit f une application définie sur une partic © de R", @ € D un point adhérenta @ , et { € R . Onditque f

admet { pour limite en a ou que f tend vers £ lorsque x tend vers a lorsque I’une des assertions équivalentes
suivantes est vérifiée :

o V8>0,EIT]>0/‘v’;e@,;eB(;,n):f(;)e]f—s,ﬁ—i-s[

.o VS>0,3n>O/V;e@,“;—;“<n3‘f(;)—ﬁ‘<e.

Définition 2

Soit f une application définie sur une partic © de R", @ € D un point adhérenta D .

On dit que f admet + c pour limite en @ ou que f tend vers + « lorsque x tend vers a lorsque I'une des
assertions équivalentes suivantes est vérifiée :

« VA4>0,3n>0/V xed, xeB(a,m) = (x)eld +ool.

. VA>0,3n>0/v§e@,“?—Z“<n = f(x)>4.

Je vous laisse le soin d’écrire ce qu’est une fonction admettant — o pour limiteen a ...

Les notations utilisées sont classiques : | lim = f ( X ) = (|, ou |lim f = (|, itou avec les infinis.
X —> a a

La propriété fondamentale d’ unicité de la limite est toujours d’actualité.

2 Théorémes de comparaison

Théoréme 1  (dit de domination)

Soit f et g deux applications définies sur une partic D de R ", a € D un point adhérenta @ ,et { € R .On

suppose que :

° V;e@,‘f(;)—f‘ﬁg(;).




Théoréme 2  (squeeze)

Soient f', g, h trois applications définies sur une partie D de R ", @ € D un point adhérenta @ ,et [ € R .

On suppose que :

o Vaxed, f(x)<g(x)<h(x).

oo f et h admettent une limiteen a ,et: li f(;)= lim h(?)z@

X —> a

Alors :
e L’application g admet une limite en a , et oo _lim_ g (; ) = 0.
X = a

Preuve
Je ne saurais que vous conseiller de l’écrire... Cela vous permettra de voir qu’il ne s’agit de rien d’autre que d 'une adaptation
avec de nouvelles notations de la preuve qui a été faite pour les fonctions réelles d 'une variable réelle, et cela vous entrainera a

utiliser les écritures vues plus haut !

On dispose aussi de la version correspondante a ces deux choses-la pour des limites infinies :

Théoréeme 3

Soient f et g deux applications définies sur une partic D de R ", @ € D un point adhérent & @ . On suppose que :

S v i e, f(¥)<g(7)

Ces trois résultats s ’averent trés utiles en pratique pour prouver [’existence de limites, et pour les déterminer de maniére explicite,
voir exercices !

3 Algebre des limites

Les opérations algébriques sur les limites (limite d’une somme, d’un produit, d’un inverse, d’un quotient, d’une application
composée...) sont analogues a ceux rencontrés pour les fonctions d’une variable réelle, et les problémes qui se posent (existence,

formes indéterminées...) sont les mémes.

Théoréme

Soit O unouvertde R”, et f une application de Q dans R.

Soit / un intervalle de R, et ( Uy ) . n applications de / dans R telles que :

S {1,“.,n}

Vitel, (u](t),...,un(t)) e Q.




Soit alors ¢ I’application de / dans R définie par: ¢ (1) = f(ul(t), s un(t)).
Si, pour tout k € {1, ey n} , application u ;, admet une limite { , enuncertain t, € [,

etsi f admet une limite A en (ﬁ s L n), alors ¢ admet la limite A en 7.

Ce théoreme est intéressant essentiellement pour prouver le fait que certaines fonctions n’admettent pas de limite en certains

points... lllustrons !

Sxemple d application
Soit f 1’application définie sur R * a valeurs dans R par :

Y (x,p,z) e RNV{(0,0,0)}, f(x,p.2)= x4+xyy4z+z4.

Montrer que f n’admet pas de limite en ( 0,0,0 ) .

B Continuite

1 Définitions
Définition 1

Soit f une application définie sur une partie D de R ", et a € D un pointde D .

On dit que f est continue en a lorsque 1’une des assertions équivalentes suivantes est vérifiée :

oo lim_ f(a+h)=f(da).

cee Ve>0,31>0/Vred, |x-d|<n= ‘f(?)—f(?)‘m.

Définition 2

Soit f* une application définie sur une partic © de R".
On dit que f est continue sur D ssi f estlarestriction a O d’une application continue.

De maniére plus pratique, et méme si c’est pas tout a fait totalement entierement vrai...

On dit que f est continue sur D ssi [ est continue en tout point de D .

Onnotealors: f € C'(D,R)ou f e C(D,R).

Bien siir, les principales applications que vous rencontrerez sont continues (voir ci-dessous...), et les régles algébriques vues pour les
limites (donc pour la continuité) permettent de prouver cela a partir de la connaissance des principales applications continues

classiques. D ou le petit listing suivant...



2 Propriétés

Théoréeme 1

Soient f, g deux applications définies sur une partie ® de R", ¢ € D,et A € R.

On suppose que f et g sont continues en a (resp. sur D).

e Alors les applications |A 1,

fl.f+g, fg,min(f,g), max(f,g)

sont également continues en a (resp. sur D ).

f

. — L 1 . —
e Sideplus g nes’annule pasen a (resp.sur D ), les applications — et = sont continues en a (resp.sur D ).
g

eee  Sienfin /1 est continue en f ( ;) (resp. sur f ( @), alors h o f estcontinue en a (resp.sur D).

Plus généralement, on peut retenir « grosso modo » que la composée de deux applications continues est continue.

Pour justifier certains points, profitons-en pour rappeler les deux choses importantes suivantes :

min(f,g): f+g—2|f—g|

_ftreg+|f-¢g]|
2

et [max (/. g)

Théoréeme 2

e Toute application polynomiale sur R " , i.e. toute combinaison linéaire d’applications de la forme
ky ko n . n
(xl,...,xn) =X, ..Xx, avec(kl,...,kn) e N estcontinue sur R " .

es Toute fonction rationnelle , i.e. tout quotient de deux applications polynomiales est continue sur son domaine de définition,

i.e. encore en tout point ou son dénominateur ne s’annule pas.

A l'aide de tout ¢a, on justifie la continuité de toukeéskonabsoin.

3 Propriétés globales des applications continues

La principale différence avec les fonctions d’une variable réelle est I’absence d’un analogue au théoréme des valeurs intermédiaires,

qui n’aurait pas grand sens sans précisions supplémentaires. Par contre, le théoréme des bornes atteintes se généralise, et garde

d’ailleurs le méme nom.

A Théoréme 1 (des bornes atteintes)

Soit K une partie compacte (i.e. fermée et bornée) de R ", et / € C° (K, R).
Alors f estbornée sur K et atteint ses bornes.

Ainsi, f admet forcément (au moins) un minimum et (au moins) un maximum sur K .

Ce théoréme est cité maintenant et sera repris plus tard, car il nous sera utile (pour en justifier [’existence...) lors de la recherche

des extrema des fonctions de plusieurs variables. Mais c’est d 'ores et déja un outil théorique important.

Evemplle d'application fown un peu flus tard. ..



Soit f I’application définie sur R * a valeurs dans R par :
V(x,y)eRz,f(x,y)zxye’”zy,
SoitZ:{(x,y)eR2/2x2+3y2=1}.

Montrer qu’il existe (xo,yo) e telque: V (x,y)eX, f(x,y)= f(xo,yo).

4 Applications topologico — pratiques de la continuité (1) : Lipschitz & limites

Définition 1

. . . I3 . . £
Soit f une application définie sur une partic D de R",et M € R 7.
On dit que f est M — lipschitzienne sur D si et seulement si :

V(7501 (7) - ()| s 5]

Proposition 1

Soient M € R, et f une application M — lipschitzienne sur une partic @ de R " . Alors, f est continue sur D .

Corollaire 1

Soit | . | une norme quelconque sur R " . Alors, | . | est 1 — lipschitzienne sur R ", donc continue sur R " . “

Corollaire 2

| Soit || . || une norme quelconque sur R " . Alors, || . || est continue en 0 . ||

Remarque utile pour les exercices :

Soit (x,y) e R 2. Alors :

. (x,y)liin(o,o)(|x|+|y|):0.

oo hm x2+y2 :O.
(x,y)%(0,0)

eee (X’y)liin(o,o)max(|x|,|y|)=O.

C’est grdce a ces choses-la, et aux théorémes de comparaison que [’on pourra déterminer des limites en pratique, voir exercice.

Donnons tout de suite un premier exemple significatif :

Evencice type n° 1 :

3 3
. +
Montrer que lim L A

(x.7) > (0.0) x4 y?




Un deuxieme, vous voulez vraiment ? Ah bon, oki oki...

Enencice type n° Z :
Soit f I’application définie sur R * a valeurs dans R par :

=X i (x ”
f(x,y) =] x2+y? (x. ) (0,0).
0 si (x,y)=1(0,0)

Montrer que f n’est pas continue en (0, 0).

Solution :

Corollaire 3

Soit || . || une norme quelconque sur R . Alors, pour tout entier naturel &k € { 1,..,n } ,

R" - R
’application k& “*® coordonnée : p, : | _. est continue sur R " .
X =(xn,...,xn) = Xy

5 Applications topologico — pratiques de la continuité (2) : ouverts et fermés

Théoréeme

Soit f une application continue de R " dans R, et (a, b) e R% telsque a < b. Alors:
) Lesensembles{;eR”/f(;)<a},{;eR”/f(;)>b}et

{; eR" /ac< f(;) < b} sont des ouverts de R ” .




oo Lesensembles{;eR"/f(;)Sa},{;e]R"/f(;)zb}et

{; eR" /ac< f(;) < b} sont des fermés de R " .

Corollaire 2

Soient ( / des intervalles ouverts (resp. fermés) de R .
i<k <n

Alors ] 7, =1, ..x I, estunouvert (resp. fermé) de R " .
k=1

Application... Un nouvel exercice — type !

Enencice type n° 3 :
Soit 4 le sous-ensemble de R * défini par :

ﬂ={(x,y)eRz/x2+y2S9et0Sx+yS2}.

Q1_  Montrer que 4 est une partie fermée de R 2.
Q2_ Montrer que 4 est une partie compacte (i.e. fermée et bornée) de R 2.
Solution :

II  Applications partielles, dérivées partielles
Applications de classe C ' & développements limités d’ordre 1 — Gradient

A Applications partielles

1_ Définitions, notations, et propriétés fondamentales

Définition 1

Soient f une application définie sur une partic © de R ", a valeurs dans R, et a = ( aj,..,d n) un point de D .

Pour k € {1,...,n}, onappelle k™ application partielle de f en a I’application notée f, , et définie par :




R - R

X, B f(al,...,ak,l,,akﬂ,...,a,,)

fa,k:

Remarque : fA,k(ak)zf(a)!

On admet le résultat suivant, important d’un point de vue théorique, mais pas en pratique :

Proposition 1

Soit Q un ouvert de R" et a = (al, s an) e Q. Alors, pour tout entier k£ € {1, v 1 } , ’ensemble

Qk:{xkeR/(al,...,ak,l,xk,akﬂ,...,an) eQ}

est un ouvert de R, et est donc voisinage de chacun de ses points, et en particulier de a .

Ervemple idiot

Soit f* 1’application définie sur R 3 a valeurs dans R par: f ( X, ¥, z) =4 x 24 y 2422,

Déterminer les applications partielles de f au point M = ( 1,-3,2 )

2 Continuité & applications partielles

On peut alors établir le résultat suivant :

Théoréeme

Soit f une application définie sur un ouvert O de R” avaleursdans R, et a = ( Ajy.nd n) un pointde Q. On
suppose que [ est continueen a .

Alors, pour tout entier k € { I,.,n } , application partielle f°, , estcontinueen a .

Autrement dit, la continuité globale (i.e. par rapport a [’ensemble des variables) entraine les continuités partielles (i.e. des

applications partielles).

| La réciprogue de ce théoréme est fausse|, comme le montre I’exemple suivant :

Erercice — contreremple

Xy
Soit f I’application définie sur R ? & valeurs dans R par: f (x,y) = | x>+ >

0 si (x,y):(0,0)

Montrer que les deux applications partielles de f sont continues en ( 0,0 ), mais que f n’est pas continue en ( 0,0 )

si (x,y)# (0,0).

Preuve du théoréme (il n’est pas essentiel de la retenir, mais la lire aide a comprendre comment ca marche)

Afin d’alléger un peu I’écriture, j’écris la preuve dans le cas n = 2.

En vertu de I’équivalence des normes en dimension finie, je travaille avec || . ||

"

Supposons donc f* continue en a = ( a,,a 2), et fixonsunréel € > 0. Alors :



F(X)- 1 (ar.as)] <.

3r>0/VXeB(ar)NQ,
Comme Q) est ouvert, on peut supposer que B (a, r) c Q, quitte a prendre 7 plus petit.
Sit e R vérifie | t—a1| < r,ona(t,az) e B(a,r),puisque

az—a2|):|t—al|<r.

B

“(t,a2)—(al,a2)”oo: max(|t—a1

Ainsi ‘ f(t,az)—f(al,az)‘ < g, e ‘ fa’l(t)—fa’l(al)‘ <e.
On a donc prouvé pour résumer que :

Ve>0,3r> 0/|t—al| <r:>‘fa,l(t)_fa,l(al)‘ <g,

C’est trés exactement la continuité de /', ; en a.

O

B Dérivées partielles (premiéres)

Définition 1

Soit f une application définie sur un Q de R” avaleursdans R,et a = (a s @ n) e Q.

Pour k € { I,..,n } ,on dit que f admet une k ®"¢ dérivée partielle en a (ou bien qu’elle est dérivable par rapport

a X, ena)lorsque la k “™ application partielle de f, f, ; , est dérivable en a , i.e. ssi

a r)- a a 0
lim 4 ’k( t) 4 ’k( k) existe dans R . On note alors S (a) ,ou [f7, |,ou 5kf(a) , OU encore
t—>ay —a,

Dy f (a)|, lavaleur de cette limite. Ainsi, pour k € {1,..,n} :

8f (a) — lim f(a1,...,akfl,ak+h,ak+1,...,an)—f(al,...,an)
Définition 2
Soit f une application définie sur un ouvert Q0 de R” a valeurs dans R, et k € {1,..,n}.

Si I’application f admet une k ®™ dérivée partielle en tout point @ de Q, on appelle k ®" dérivée partielle de f sur Q

Q > R
S (e 0
I’application notée ou D, f définie par : S : of
X 0xy a B 5 (a)
Xk
Remarques :
. En pratique, pour étudier I’existence de la k ™ dérivée partielle de f en un point spécial a = ( Ay, a ,,) ,on fixe

xX; =

a; pourtoutentier i € {1,...,n}{ \ { k!, etl’on étudie la dérivabilité au point @, de I’application ainsi obtenue.
i P p k pp

oo Dans le cas de deux (resp. trois) variables, on note a—f, or|1os sou fO 0, ()
ox O0y\ 0z

oud,f,0,f (05f )outoujours D, f, D, f ( Dy f )lesdérivées particlles de f .

A

eee  Attention donc aux sens différents attribués a la lettre x dans I’expression — f ( X,y ) : Il est vital de comprendre ce point.
0 x
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Proposition (opérations sur les dérivées partielles)

Soient f et g deux applications définies sur un ouvert Q@ de R” avaleursdans R, a € Q,et A € R.
On suppose que f et g admettent des dérivées partielles selon x, au point @, pour un certain k € { L ..., n} .

Alorsilen vade mémepour f + g, A f, f g,et:

e ATy L O ()4 22 (),

0 x, - 0 x, 0 x,

LU0 YR Y

0xy 0xy
o T ) - 2L e(a) s (@) ZE (o),

. . 1
Si de plus g(a) # 0,1l en va de méme pour — et i,et:

g g
S N 70
0x, g(a)Z
: a(gw) AT TR
dx, N g(a)’

Si ¢ est une fonction réelle (d’une variable) dérivable en f ( a ) ,alors @ o f admet une dérivée partielle selon x, au

point a, et :

v 2Dy (s (@) 2L (a).

(3xk 6xk

On dispose bien évidemment de résultats correspondants sur € tout entier.

Proof :

découle des régles de dérivation chez les fonctions réelles d’une variable réelle.

Erencice type :
2 zxyz si (x,») = (0,0)
Soit f I’application définie sur R * a valeurs dans R par: f(x,y) =| x“+y

0 si (x,y)=(0,0)'

Etudier I’existence des dérivées partielles de f en tout point de R 2.

Wichtig :

I’exemple précédent montre qu’une application peut tout a fait admettre toutes les dérivées partielles
possibles en un point sans y étre continue !

Seules les applications partielles sont dérivables, donc continues...
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C (Vecteur) Gradient d’une application en un point

Définition

Soit Q unouvertde R", f € CI(Q, IR) eta = (al,..., an) € Q. On appelle vecteur gradient de f au point a le

vecteur noté V (/) (@) défini par : V(f)(a) = [af(a),... or (a)].

Le vecteur gradient est aussi noté V-(f)(a), Vfi(a),Vf,ou gr?i(f)(a).

Proposition 1

Soit Q unouvertde R", ( f, g) € (CI(Q,R))z,eta = (al,...,an) e Q. Alors :

e V(Srg)(a) = 2V (f)(a) + V(g)(a).
e V(re)(a) = f(a).V(g)(a)+g(a).V(r)(a).

Si de plus g(a) =0,

. V(é](a) %.
gla
1)

D Applications de classe C 1

Définition 1

Soit f une application définie sur un ouvert Q de R " a valeurs dans R . On dit que f est de classe C' sur lorsque

pour tout entier k € { 1,..,n } , f admet une k ®™° dérivée partielle continue sur Q. On note alors f € C ! ( Q, R )

P; « continue » s’entend ici au sens des fonctions de plusieurs variables...

Proposition 1

2
Soit Q unouvertde R", (f,g) € (CI(Q,R)) ,et A € R.Alors, f +g, )\ f et g appartiennent

. 1
aussia C' ( QR ) .Ilen va de méme de — et i lorsque g ne s’annule pas sur Q.
g

Proof': découle immédiatement des régles de calcul sur les dérivées partielles, et des théorémes sur la continuité des

fonctions de plusieurs variables.

Proposition 2

Les applications polynomiales de R " dans R sont de classe C' sur R " . u
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oo Les fonctions rationnelles de R ” dans R sont de classe C' sur leur domaine de définition, i.e. partout ou leur

dénominateur ne s’annule pas.

Proposition 3

Soit Q un ouvertde R ” . Alors : CI(Q,R) c CO(Q,R) .

Proof : voir plus tard, dans I’étude des développements limités d’ordre 1...

E Développement limité a ’ordre 1 d’une application en un point

Définition

Soit O unouvertde R ", f une application définie sur O a valeurs dans R, et 4 = (al, s an) e Q.
On dit que f admet un développement limité a ’ordre 1 au point A lorsque :
3 (ak)ke{l,.“,n} eR",3r>0/Vx-= (xl,...,xn) € B, (A,r) naQ,

f(x)=r(4)+ > ock(xk—ak)+||X—A|| e(X—-4),

k=1

avec lim_e(U) = 0.
U->0

l:‘]: On note cela comme toujoursun DL, ( 4) de f .

l% S’il existe, un tel développement est unique.

Proposition

Soit O unouvertde R”, f une application de classe C' sur Q & valeurs dans R, et 4 = (al,..., a,,) e Q. || . ||

désigne ici une norme quelconque (why ?) sur R " . Alors, il existe une application € de R " dans R telle que

HlimU € (H) = 0/, et vérifiant pour tout 7 € R" telque 4 + H € Q :
9

S(A+H) = f(A)+(VSf(A)IH)+|H]|e(H)

ou encore

Fa+H) = £(a)+ Y 2L ayn + | H ().

k=1 00Xy

Autrement dit, f admet un développement limité a I’ordre 1 au point A donné par les formules ci-dessus.

Corollaire

Soit Q unouvertde R”. Alors: C'(Q,R) c C°(Q,R).

Remarques
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e Soit ¢ I’application définie par :

VH = (hysosh,) e R, @(H) = £(4)+ (V[ () H) :_f(A)+ki_ ;Tfk(A)hk

n

f ( A) et les of ( A) sont des réels, donc ¢ est une fonction affine, de la forme: H — a + Z oy hy .
Xk k=1

On dit que ¢ est la fonction affine tangente a f en 4.

ee Enposant 4 = (a],...,an) etd+ H=X = (xl,...,xn),le DL,(A4) de f sécrit:

f(xl,...,xn) = f(al,...,an)+ Zn: of (al,...,an) (xk—ak)+||H||8(H)

Ko 0xy

o1 0xy

L’ensemble:{(xl,,_.,an)eR"”/x,,H = f(al,...,an)+ i of (al,...,an)(xk—ak)+HS(H)}

est appelé ’hyperplan affine tangent en A au graphe de f .

Cette notion généralise la notion de tangente en 4 au graphe de f vue pour les fonctions d’une seule variable.

F Différentielle d’une application en un point, notation différentielle

Définition

Soit Q unouvertde R”, f € CI(Q,R),et A = (a,,...,an) e Q.
On appelle différentielle de f au point A la forme linéaire notée df , ou df ( A ), définie par :
R" - R

(4) H=(hyoonhy) o [a(4)](H)= Y 2

0

f .
Ly,

Onnote:[df(A)](H) =df (4).H.

Remarque
On peut alors définir la différentielle de f, application linéaire qui au vecteur 4 associe df ( A )

Proposition 1

Soit Q unouvertde R", f € CI(Q,R),et A= (al,...,an) e Q.Si R" est muni de son produit scalaire

canonique<.|.>,0na: VHeR",

[df (A)[(H) =df (4).H =(Vf(A)|H)=Vf(4).H .

Notation différentielle

Les physiciens, chimistes et autres ont pris la (mauvaise) habitude de désigner la différentielle de [ en A sous la forme :

¥(4)= X (e

Se donner la différentielle revient donc a se donner toutes les dérivées partielles de [ en A. Achtung ! C’est juste une notation !!
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III Extrema

A Définitions et théoréme général d’existence

Définitions 1

Soit D une partiede R ", f une application de D dans R, et 4 = (al, ey an) eD.

. On dit que [ admet un maximum (resp. minimum ) global (ou absolu)en A siet seulement si :
VXeD, f(X)<f(A) (resp. f(X)=[(4)).
oo On dit que f admet un maximum (resp. minimum ) local (ou relatif )en A

si et seulement si il existe un voisinage V' = B, ( A, r ) de A4 tel que:

VXeVND, f(X)<f(A4) (esp. f(X) = f(4)).
oo Un extremum est un minimum ou un maximum.

eoee Un extremum est dit strict lorsque les inégalités ci-dessus sont strictes si X # A4 .

Fli Un minimum, des minima. Un maximum, des maxima. Un extremum...

On dispose en tout et pour tout d’un unique résultat d’existence d’extrema globaux :

A Théoréme 1 (des bornes atteintes)

Soit X une partie fermée et bornéede R" ,et ' € C (K , R ) . Alors f estbornée sur K et atteint ses bornes.

Ainsi, f admet forcément (au moins) un minimum et (au moins) un maximum sur K .

B Conditions nécessaires d’extrémalité des applications de classe C !

Définition 1

n

Soit D une partiede R ", f une application de D dans R, et 4 = (al, ey @ ) e D.

On suppose que f admeten A4 des dérivées partielles selon toutes ses variables.

0
On dit que A estun point critique de f lorsque: |V k € {1,..,n}, p S (4)=0].
Xk

Il revient clairement au méme de dire que [V f (4) = 0.
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A Théoréme fondamental (condition nécessaire d’extrémalité a Uordre 1)

Soit QO un ouvert de R” et f une application de classe C! de Q) dans R. Alors :
Un extremum local (donc un extremum global «a fortiori) de f estun point critique de f .

Autrement dit, si f présente un extremum local (ou global)en 4 € Q, alors :

Vike{l .,n}, %(A) = 0 , ou encore, of course: V(f)(4)=0.

Conséquence pratique

La premiere étape de la détermination des extrema d’'une fonction de plusieurs variables de classe supérieure a 1 est la

détermination de ses points critiques. Les éventuels extrema de [ ne peuvent en effet figurer que parmi ces points-la d’apres ce

qui précede...

Extrema & points cols

MALHEUREUSEMENT POUR VOUS, la condition nécessaire donnée ci- dessus n’est pas suffisante, comme le prouve 1’étude
en ( 0,0 ) de I’application f : ( X,y ) = xy; ( 0,0 ) est un point critique évident de cette application, mais ce n’est pas un
extremum local, puisque toute boule centrée a 1’origine contient des points en lesquels f ( X,y ) > 0, et des points en lesquels

f(x,y)<0:

Définition 2

Un point critique de f qui n’est pas un extremum de f est appelé point col ou encore point selle de f .

Remarques importantes

. Une étude locale au voisinage d’un point critique ne peut permettre que de statuer sur la nature locale de ce point critique :

point col, ou extremum /local . Si 1’on veut savoir si I’extremum ainsi détecté est global , il faut encore étudier ensuite la
quantité f (X )— f(4),pour X € @ ;. Il n’y a pas de méthode générale pour cela, tout dépend de la bouille
de la fonction, il n’y a plus qu’a suivre I’énoncg, ou a se dém....r.

oo Le théoréme général d’existence d’extrema globaux est valable sur un fermé borné.

La condition nécessaire donnée ci-dessus est valable sur un ouvert. Sil’on travaille sur une partie non ouverte, il ne faudra
b

pas oublier d’ les points situés sur la frontiére du domaine. Voir exercices...

oo Nous verrons un peu plus tard une condition suffisante d’extrémalité : cf. Paragraphe V.
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1V Différentiation des applications composées

A Composition des applications de classe C!

Proposition 1

Soit Q unouvertde R”, f € CI(Q,R), A= (a,,...,an) e Q,et UeR"\{0}.Onpose
o = { teR/A+tU € Q } (on remarque que ® contient nécessairement un intervalle ouvert centré en 0 ).

On définit une application g sur ® par: V ¢ € o, g(t) = f(A—i—tU) = (fou)(t),oil u(t) =A4A+tU.

Alors, g est dérivable sur o, etpourtout / € ®,ona: |g' (1) = <Vf(A+tU) \ U>

i.e.siU:(ul,...,un): g'(1) = iﬂ(A+tU).uk.
k=10X%g

p: C’est une généralisation de la formule de dérivation d’une application composée vue pour les fonctions d’une variable réelle.

Proposition 2 (dérivée d’une application de la forme t — f (u(t),v(t)))

Soient Q unouvertde R et f e C' ( Q,R ) Soient / un intervalle de R, u et v deux applications de / dans R
telles que : Vte[,(u(t),v(t))eQ.
Soit ¢ I’application de / dans R définiepar: V ¢ € I, ¢(t) = f(u(t),v(t)).

. Si u et v sont dérivables en un certain ¢ € I, alors ¢ est aussi dérivable en ¢, et ’on a la relation (*) :

0 (1) = L (v (1)) ou (1) + L (o) v () v ().

o0y

oo Si (u,v) e ( c! (I,R) ) ? ,alors ¢ € C' (1, R), sadérivée étant alors, of course, donnée par la relation (*).

Proposition 3 : dérivée d’une application de la forme t — f ( wy(t)y o u,(t) )

Soit Q unouvertde R", f € C ! ( QR ), I unintervalle de R, et (uk) n applications de / dans R

k e {1,.4.,n}

tellesque: V ¢t € I, (ul(t),...,un(t)) e Q.

Soit ¢ I’application de / dans R définie par : (p(t) = f(ul(t), ces un(t)).

. Si, pour tout k € {1, ves n},l’application u;, estdérivable en un certain t € 7/, alors ¢ estaussi dérivable en f,
et: (p'(t)z 28 (ul(t),...,un(t)).uk'(t).(*)

k=10 X,
oo Si,pourtout k € {1,..,n}, u, € Cl(l, R) ,alors ¢ € C'(I, R ), sa dérivée étant alors of course donnée

par la relation (*).
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B Dérivées partielles d’une application composée : cas général

Proposition (Régle de la chaine )

Soit (n, p) € (N*)z. Soit Q unouvertde R”,et f e C'(Q,R).

Soit U un ouvertde R 7, et (u k) n applications de U dans R telles que :

k e {1,.A.,n}

VX =(x,mx,)eU, (u(X)nu,(X))eQ.
On se permettra d’appeler u Uapplication définie sur R ¥ et a valeurs dans R " définie par u = (u, .., u,,).
Soit  I'application de U dans R définiepar: V X = (x,,..,x,) e U,
w(X)=f(u(X)u, (X)) =(fou)(X), Gewy=fou)

Alors :

. Soit k € {1,..., p}.Sipourtout i € {1,..., n},application u, admet une dérivée particlle par rapport

la k ¢ variable en un certain X = (xl, vy X p) € U, alors y admet aussi une dérivée partielle par rapport a

Ou,

ox,

0 0 -
la k éme VariableenX:(xl,...,xp),et: %(X):izla_j:(”l()()w--a”n()()) (X)H, (*)

ou pour tout entier i € { 1,..,n } , of désigne la dérivée partielle de f par rapport a sa [ ™ variable.
Yi

oo Si,pourtouti € {1,...,n},u, e C'(U,R),alors y € CI(U, R ), ses dérivées partielles étant

alors of course données par la relation (*).

Remarques :
. of oo s . N
e Onavuque dans la notation ——, le symbole y; est muet (il désigne juste la dérivée partielle de f par rapportasa i ™

Vi

variable). Si on se permet 1’abus d’écriture de I’appeler , on arrive a la formule suivante, plus facilement mémorisable :

(**)

Vike{lLopl, Y (x)= Z ﬁ(u(X)) o (X)‘.

o1 Ou; Ox

es  D’autres préféreront peut-étre la formule écrite avec la notation 0 ; pour la dérivée partielle par rapport  la i ®™ variable :

Vke{lopl, 0w (X)= éa[f(u(x)).akuk(x)

(***)

see Le choix entre (*), ( wE ) et ( kkE ) est juste une affaire de goiit, les trois formules étant équivalentes. Le tout est d’arriver

a en mémoriser une, de préférence en la comprenant...

Preuve

Onfixe X = (x],...,xp) eU,etk e{l,..,p}.Pouri € {1,..,n},onpose

vl-(t) = ul-(xl,...,xk,l,t,xkﬂ,...,xn).Comme U estun ouvert, les fonctions (Vi)l<i<n sont toutes définies
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(au moins) sur un intervalle ouvert contenant x , . Soitalors F : ¢ > f ( vi(1)s o v,(t) ) . Le théoréme sur la

dérivation des fonctions de cette forme nous dit que F est dérivable en x, , et que :

1

Frx) =3 2 (v (xe)ova(xa))ovi (20 - (1)

Mais pour tout entier i € {1,..,n} : vi(xk) = ul-(xl,...,xk_l,xk,xk+l,...,xp) =u;(X).

Par ailleurs, et par définition d’une dérivée partielle, on a, toujours pour tout entier i € { 1,..,n } :

Ou,; ou .
vi'(xk):%(xl,...,xk_l,xk,xk+1,...,xp):6:; (X). (3)

puisque v, n’est autre que la k ™ application partielle de 1’application u ; .

En réinjectant (2) et (3) dans (1), on obtient alors que : F’(xk) = i ;—f(ul(X),...,un(X)).
i=10Vi

Il n’y a plus qu’a remarquer que, par définition de la & ™ dérivée partielle de I’application / ,

a_W(X — a(fou)

ox, ot (xl,...,xk,l,xk,xkﬂ,...,xp)=F’(xk), (5)

puisque F n’est autre que la kK ™ application partielle de I’application y = f o u .

En réinjectant dans ( 4 ), on obtient la relation ( * ) de I’énoncé du théoréme. O

ou

Ox,

i

(X

).

Enemple type 4 savoin nefroduine (pasoage en coondonnées folaines) :
Soit F une application de classe C' sur R % \ {(0, 0)},et soit la fonction G définie sur R " x R
par : G(p,0) = F(pcosO,psin®) .

Exprimer les dérivées partielles de G en fonction de celles de F', et le contraire.

C Caractérisation des fonctions constantes sur un ouvert convexe

Application a la résolution d’équations aux dérivées partielles

Proposition

Soit © un ouvert convexede R",et /' € C'(Q, R).

Alors, f est constante sur Q si et seulement si toutes ses dérivées partielles y sont nulles.

Enrvencice type (nésolution o 'éguations auy dérivées particlles) :
On souhaite déterminer toutes les applications f € C' ( R%, R ) telles que :

V(x,y)e RZ, %(x,y) = 2ﬂ(x,y).

oy
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. - R? R?
On considere ’application @ : - .
(x,v) » (u,v)=(2x+y,y)
Q1_  Montrer que @ est une bijectionde R ? sur R 2, et déterminer sa bijection réciproque ¥ .
Q2_ Onpose g = fo¥.Soit (u,v) e R>.

En considérant la premiére application partielle de g en ( u,v ) ,asavoir g, :t > g ( t,v ) , montrer

og . . s of of
ue — (u, v) existe, et I’exprimer a I’aide de —— ( x, et — (x, .
que == (u, v) P ax (oY) et g (x )
Q3_  Exprimer de méme og en fonction de or et 8_f
ov ox oy

En déduire une équation aux dérivées partielles simples satisfaite par g .
Q4_ Résoudre cette équation aux dérivées partielles. En déduire g, puis f .

Q5_  Conclure.

V' Dérivées d’ordre supérieur

1. Dérivées partielles secondes

Définition

p

Soient Q un ouvertde R ”, f une application de Q) dans R et 4 = (al, vy ) e Q.

of

Soit ( i, J ) € {l,..., p} . On suppose que 1’application x. est définie au voisinage de A4 .
X

i

Si cette application a—f admet en 4 une dérivée partielle (premicre) par rapport a sa j ™ variable ( X, ) , on dit
X
que f admet une dérivée partielle seconde par rapporta x; et x ; au point A . On la note alors :

52_f(A) _ (i[ﬂnu) ou (o2, 7 (4)].

Ox; 0x; Ox ; | Ox,

Remarques

1

Ilyadonc p 2 dérivées partielles secondes possibles.

2 2 f o’ f
L = j,onnot 4) auliewde —<L ().
o orsque 1 J, onnote x12( ) au lieu de 6xiaxi( )
of of
R h,b) — > (a,b)
3 0% f o (of o ter ox
o Porp =2 axz(“’b)—{a[an(“’b)—h‘@o p et

>
(3]
~
—
Q
o>
SN
Il
7\
|
VR
Q)|Q)
~
N—
N—
—~~
Q
o>
N—
I
=
<
<
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De méme, compléter :

o ) - 9
2 s 5
o"f (a,b) ofof (a,b) = lim 0 0
O0x 0y 0 -0
_ﬂ( A
°F (ab)y=| 212 (a,b) = tim | 2 d
Oy 0x o \ 0 -0
4 62}(‘
e On désigne bien entendu comme toujours par 6— I’application définie par :
xj X
5 DcQ —> R
o’f o2
Ox, A ——( 4
Ox ;0x, ox ,ox, (
. o'f _o’f

On note : = >
0x,;0x; ox;

2. Applications de classe C g

Définition

)

Lo

partielles secondes de f°,
Ox ;0x;

fec'(Q,

Soit Q un ouvertde R ” et f une application de Q dans R.

Xk

On dit que [ est de classe C 2 sur Q , et ’on note fecC? ( Q,R” ) lorsque les p ? applications dérivées

J , existent et sont continues sur Q . Ce qui revient a dire que :
1<i,j<p

R)etque: k e {1,..,p}, aaf € CI(Q,R).

Proposition 1

Soit O un ouvertde R 7 . Alors, C ? (€, R) estun sous — espace vectoriel de C ! ( QR ) stable pour le produit.

Le résultat essentiello — fondamental sur les applications de classe C % est le théoréme suivant :

A Théoréme (d’interversion) de Schwarz (admis)

Si f admet des dérivées partielles secondes

2 2
oO°f 4 9 f

xjﬁxi 8xi6xj

O0x ;0x; _6xl-6xj

O (22 ()

Soit Q un ouvertde R ¥, f une application de QO dans R, et 4 = (al, s

)EQ.

continues en A, alors :
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|| C’est le cas en particulier (en tout point 4 de Q) lorsque f est de classe C 2 sur Q.

3. Hessienne

A Définition

Soit O un ouvertde R ", f une application de classe C Zsur Q,et 4 € Q.

On appelle matrice hessienne ou Hessienne de [ en A la matrice de M , (R ) notée

H, ( A ) définie par :

0% f
H A)=| ——( 4 .
2 (4) (axjaxf( )]E}é’;

& Théoreme de Schwarz (bis)

Soit © un ouvertde R ", f une application de classe C 2 sur Q et A € Q.
La Hessienne H , (A4) = _of 'S (4) de f aupoint 4 estune
Y ; 1<i<n
1<j<n

matrice symétrique réelle, donc diagonalisable.

Enercice sans intonét fown ' instant — type n°l :
On reprend I’exemple de I’application f définie sur R 3 a valeurs dans R par :

R 3 N R
/o 5

(x,y,z) » x +xy+yz+x2y3z.
Q1_ Justifier que f estde classe C % sur R °.

Q2 Ecrire la Hessienne en tout point de R *.

4 développement limité a ’ordre 2

Définition

Soit Q un ouvertde R ", f une application définie sur Q a valeurs dans R , et




A :(al,...,an) e Q.

On dit que f admet un développement limité a ’ordre 2 au point A lorsque :

n(n+1)

El(ak)keﬂl,nﬂ eR”, H(Bi,j)lﬁiﬁjﬁn eR 2 ,3Ve ‘(/(A)/

v X =(x1,...,xn) c 7V NQ,

f(X)=7(4)+ i “k(xk_ak)+ z.Bi,j(xi_ai)(xj_aj)+||X_A||28(X_A)

i<j

k=1
avec lim s(U) =0.

Formule de Taylor — Young a I’ordre 2

A Proposition

Soit Q un ouvertde R ", f une application de classe C 2 sur Q a valeurs dans R, et
A= (a s @ n) e Q. || . || désigne ici une norme quelconque sur R ”.
Alors f admet un développement limité a ’ordre 2 au point 4 donné par :

EIVe(V(E),EIs:]R”—)R,}}i_r)nﬁa(h)zO/Vh=(h1,...,hn)eV:

-

F(ATR) = £(A)+ V7 (A) b S b7 H  (4)h+ [ h]2e(h)

ie.

Flasny=r(a)+ 3 2Ly + Ly Ly nn, a2 e(n)

kzléxk 2(i’j)6xj8xl-

-

avec hlgnﬁ e(h)=0.

Ervencice délile type :
Soit f* définie I’application définie sur R 3 a valeurs dans R par :

R? - R
(x,7,z) > x*+y*+z%+x’y +y’z+27x

QO Justifier que f est de classe C ? sur R 2.

f

Q1_ Déterminer le développement limité de f a’ordre 2 aupoint 4 = (1,0,1).
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5. Dérivées partielles d’ordre %

Définition

Soient Q un ouvertde R ?, f une application de Q dans R, et 4 = (al, s ap) e Q.

Les dérivées partielles successives de f sont définies par la récurrence suivante :

. La définition des dérivées partielles d’ordre 1 a été donnée en début de chapitre.
oo Pourkz2etp0ur(i1,...,ik)e{1,...,p}k, o' f estla
Ox,; Ox;  ..0x;
k k-1 1
a a k-1 f k-1 f
fonction . Elle est définie 1a ou est définie, et dérivable par rapport a
X, (3)cl4/“]...(3)cl-l Xio, axl.1

la x; —c¢me variable.

L’application f est dite de classe C ¥ lorsque ses dérivée partielles d’ordre k sont définies et continues sur Q.

L’ensemble des fonctions de classe C* sur Q , a valeurs dans R ", est noté C k ( Q, R ) .

Remarques et propriétés
. S’il y a des répétitions, on abrege les notations comme on I’a fait pour des dérivées partielles d’ordre 2 :

o f . o'f .
par exemple, est notée —————— . En revanche et autre exemple, on ne peut pas écrire que
0x, 0x,0x, 0°x,0x,

of

8’ 0’ Lo .
A = J; , sauf a justifier I’interversion (en appliquant le théoreme de Schwarz a ——).
Ox; 0x,0x;  0x,0"x, dx,

oo C* (Q,R) estun R — espace vectoriel, stable par produit.
XX On a montré en début de chapitre qu’une application de classe C ! est continue. En appliquant ce résultat aux dérivées

successives de [, on en déduit qu’une application de classe C K est de classe C", pour tout » € { 0,..k } .

6. Conditions suffisantes d’extrémalité a I’ordre 2

Les conditions suffisantes que nous allons donner concernent des applications de classe C 2.

A Théoréme fondamental (condition suffisante d’extrémalité locale)

Soit Q un ouvertde R ", et f une application de classe C2 de Q dans R .

Soit 4 € Q un point critique de f .

On considére la matrice hessienne H , (A4) de f en 4.

. Si la Hessienne H , ( A) est définie positive ,

iesi VXeM, (R)\ {On’l}, ‘X . H,(A4).X >0 ,respsi
VXeM, (R)\{0,,},'X.H, (4).x <0,
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alors f présente en 4 un minimum local strict (resp. maximum local strict).
Autrement dit...
oo SiSp(Hf(A))cRi(resp. Sp(Hf(A))cRi),

alors f présente en A un minimum local strict (resp. maximum local strict).

7. Conditions suffisantes d’extrémalité a I’ordre 2, cas de la dimension 2
En dimension 2, les conditions suffisantes d’extrémalité a I’ordre 2 peuvent se traduire de la fagon

suivante :

Théoréme (condition suffisante d’extrémalité locale en dimension 2)

Soit Q un ouvert de R 2, et f une application de classe C* de Q dans R .

Soit 4 € Q un point critique de f .

. . . ox Oyox
On considere la matrice hessienne H (A) = de fen 4.
0°f o°f
(4) —5(4)
0y0x oy
. Si det (H P (A )) > 0 ,alors f présente en 4 un extremum local local.

Cet extremum local est un minimum local strict si Tr ( H , ( A ) ) > 0, et ¢c’est un maximum local
strict si Tr (Hf (A)) < 0.

oo Sidet (H,(4)) <0,

alors f présente en A un point col .

eee Si det ( H,(4) ) = 0, on ne peut rien dire de général.

Erencice type n° 1 :

Soit f R?2 > R
oi : .
(x,y) = x3+6x2+3y2—12xy+9x

Q1_ Déterminer les extrema locaux de f .

Q2 Ces extrema sont-ils globaux ?




Erencice type u° 2 :

R3 - R 3
) ) ) ,et A e R7.
(x,y,2) P 5x"+4y“+5z"+2xz

Soit [ : (

Q1 Déterminer la matrice Hessienne de f au point 4.

Q2 Déterminer les valeurs propres de cette matrice.

Q3 En déduire que I’application f admet un unique minimum local, & préciser.

Q4 Montrer que ce minimum est en fait un minimum global.
Erencice type u° 5 :
Soit D = {(x,y) eR?/ x>0, y>0e¢t x+y < 1},et1’application

- R

f ( 5 5 B B .
x,y) = 3x °+2y " +4xy—-4x-3y+2

Q1 Montrer que F estun fermé de R 2 etle représenter graphiquement.

Q2 Montrer que I’application f admet un minimum et un maximum.
Q3_  Déterminer les extrema de la restriction de f* a 1’ouvert
Q:{(x,y)eRz/x>O,y>Oetx+y<1}?

Q4 Déterminer les extrema de f, et les points ou ils sont atteints.
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