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Feuille d’exercices

Calcul différentiel

2025 - 2026

Exercice 1

Etudier la continuité en (0, 0) des applications de R * dans R définies par :

eyt
A fxy)=| x?+y? (x.7) (O’O).
0 si(x,y)=(0,0)
c_ f(x,y): |x|+|y| (,y) (0,0).
0 si (x,7)=(0,0)

Exercice 2

h(y)—h(z)
soit heC '(R,R) et f:R* 5> R’,(z.y)— Y-

R (z)siz=y

siz =Y

Montrer que f est continue (on rappellera I’égalité des accroissements finis).

Exercice 3

; : . 1 . 2 - o
Déterminer les fonctions f de classe ¢ sur un domaine D de R “ que I’on précisera, et vérifiant :

1 %(x,y):xy2 , %(x,y)zif(x,y)
Ly =we L) =37 (xy)
of N S ar —
3 6x(x’y) x2+y2 4 ax(x,y)—y *
of y C | as
~ b} = 5 —~ s :2
oy ey ) = oy (DY) =2y
Exercice 4
. 2 s : of Lof e .
Résoudre sur R “ I’équation aux dérivées partielles 6_( X,y ) -3 0_( X,y ) = 0 al’aide du changement de variable
X y
(x,y):{u,ve_z}
Exercice 5

Une preuve de I’équivalence des normes en dimension finie

Partie I Equivalence des normes sur R "‘




Soit n € N ™, et " . ” une norme sur R ”. On désigne comme toujours par ” . ” « la norme infini sur R ", définie par :

VX:(xl""’xn)GR”’”X”w:kemalX |Xk|,
,n

1. Montrer qu’il existeunréel B > 0 telque: V X € R ", || X || < B || X || W

et ’on travaille dans I’espace ( R",

hint On pourra décomposer les vecteurs de R " dans la base canonique de R " .

).

2. En déduire que || . || est continue de (R ", || . || . ) dans ( R,
3.8t S ={xeR"/| x|, =1}
a. Montrer que I’application || . || admet un minimum o sur S .

b. Montrer que o > 0.

¢. Endéduireque: V X € R",oc")("oO < ||X||

4. Que peut-on conclure quant aux normes | . | et | .| ?
5. Soit || .|, et| .|, deux normessur R ". Montrer que | . |, et | .|, sontéquivalentes.
‘Partie 11 Equivalence des normes en dimension ﬁnie{
Soit maintenant £ un R — espace vectoriel de dimension finie n € N *, B = ( €y, ) une base de E, et
R" - E
© (X1, x,) B kzn:]xk e,

6. Soit ' une norme sur E . Montrer que N o @ est une norme sur R " .

7. Soientenfin N | et V', deux normes sur £. Montrer que NV | et N, sont équivalentes.

Exercice 6

2.2
— L si(x,y) % (0,0)
Soit / I’application définie sur R  par :f(x, y) = ( xly oyl ) 2
0 si(x,y):(0,0)
. . 0 0 . . . .
Montrer que f admet des dérivées partielles 8_f et a—f définies sur R %, mais que celles-ci ne sont pas continues en ( 0,0 )
x y

Exercice 7
Etudier la continuité, 1’existence de dérivées partielles d’ordre 1, et le caractére C'sur R? ouR? des applications de R 2 ou

R * dans R définies par :

xyln(|x|+|y|) si (x,y);t((),O)'

a. f(x,y) = 0 si (x,v)=(0,0

x3+y3+z
b. f(xay,2)= \/)c2+y2+z2

0 si (x,y,z):(0,0,0)

3

si (x,y,z) * (0,0,0)



Exercice 8

Fonctions convexes sur R "

Soit n > 2. On munit R ” du produit scalaire canonique < . >,de norme associée || . ||
Soit f* une application de classe C ! définie sur R " a valeurs dans R, convexe, i.e. telle que :
V(X Y)e(R) L vae[01], £ ((1-2) X +a7) < (1-2) /(X)) +hs(T).
Cette relation est appelée inégalité de convexité de [’application f .
Pour tout couple ( H, X ) € (R ”) 2, on définit la fonction ¢ ;; y sur R par:

VieR, oy y(t)=f(X+tH).

l.a. Montrer que @ 4y estune application convexe de R dans RR.
b. Montrer que I’application @ , y estde classe C! sur R, et calculer ¢ H.X -
c. Endéduireque: ¢4 ' (0) <@y x(1)-9y x(0).
2. Montrer que: V (U, V) e (R”)Z, (vriu)lv-u)<rv)-r(uv).

3. Soit X , un point critique de f . Montrer que f admet un minimum global en X .

Exercice 9

Fonctions positivement homogénes

A

Une application f de R " dans R est dite positivement homogéne de degré o. sur R " ssi :

V(xp,enx,)eR", VaieR L, f(Ax,nhx,)=A2%f(x1,x,).

1. Donner des exemples d’applications positivement homogenes de degrés — 2, et 1.
2. Que peut-on dire d’une application positivement homogéne de degré 0 ?

3. Soit f e C' ( R", R ) . Montrer que si f est positivement homogéne de degré o sur R ”, alors ses dérivées partielles
sont positivement homogenes de degré o — 1.
4. Soit f € c! (R "R ) . Montrer que f est positivement homogéne de degré o sur R " si et seulement si elle vérifie

I’équation d’Euler :

—f(xl,...,xn) = (xf(xl,...,xn).

t B oo(t)=f(txy,ntx,)

A I’aide de A, on souhaite déterminer toutes les applications f e C ( R", R ) telles que :



V(x,y)eﬂ%z,x%(x,y)+y%(x,y): xt+ oyt (*)

5. Déterminer une solution positivement homogéne f, de ( * ) .

6. Montrer que f est solution de (*) sietseulementsi g = f — f vérifie:

V(x,y)eRz,xg—‘i(x,y)+yg—i(x,y)=0.

7. Montrer alors que g est nécessairement constante, et conclure.

Exercice 10

Soit h une application de R dans R, 4 valeurs positive, convexe et de dérivée strictement négative.

1.

9

'

Montrer que = — e~ vérifie ces hypothéses.
soit g:R— R, z+— x4+ K (x).
(a) Montrer que g est strictement décroissante, et verifier que g(0) < 0.

(b) Montrer que U'équation g(x) = 0 admet une et une seule solution. On la notera e.

- Soit f Papplication de classe C? de R? dans B, qui a (z,y) associe 22 — 2zy + 2y + h(x).

(a) Montrer que (a%) est 'unique point critigue de f.

(b) Montrer que f admet un extremmun local, et déterminer sa nature.

- Soit @ ((z,y), (2',y)) — z2’ —xy’ — 2"y + 2y

(a) Montrer que ¢ est un produit scalaire sur R2.
(b) Montrer que : 3k > 0,¥(x,y) € B2, 22 — 2zy + 2y > k(2? + o).

. Montrer que Uextremmum de f oest global.

Soit
1.

[

Exercice 11
h:R2— R, (z,y) — 2% — 3% Soit 'ensemble C = {(.L y) € R h(x,y) = 'D}.
Montrer que b est de classe CF, et que (0,0) est son seul point eritigue.
La fonction h admet-elle un extremmmm local en (0,0) 7
soit f:R? — R une fonction de classe C1 et telle que f(z,y) = 0 pour tout (z,y) € C.
(a) Montrer que pour tout t € R, f(t2,¢%) = 0.
(b) En déduire quv%([},{]) =0.
Soit ¢y : R — R, u— f(t%,u).
Justifier que @ est dérivable sur R et montrer qu'il existe (1) €] — t3, t3[ tel que ¢'(t) = 0.
Conclure gque (0,0) est un point critique pour f.

Représenter dans un repére orthonormé 'ensemble C

Exercice 12

. 1 . .
Pour tout réel a différentde 0 etde - 5 on définit la fonction f, de R * dans R par :

v(xay)E]Rzafa(x’y)=(l+y+xy+ax2)ey.

l.a. Calculer les dérivées partielles premiéres de f,, .

b. En déduire que f, posséde deux points critiques, et donner leurs coordonnées.

3.a Examiner, pour chacun des deux points critiques, a quelle condition portant sur a, f, présente en ce

point un extremum local.



b. Déterminer, en distinguant trois cas, si f, présente sur R % un maximum global ou un minimum global,

et donner sa valeur en fonction de a .

Exercice 13

Déterminer toutes les applications f € C 2 ( R, R ) telles que I’application ¢ définie par :

QO=R*'xR - R
¢ y
(xy)  =oe(xy)=/|<
2 2
vérifie sur Q larelation: A ¢ = 0 (E +6_q2> =0.
0 x oy

Exercice 14
Soit f: R " — R une application de classe C ' etsoit Q le domaine de R ? défini par
Q={(x,y)eR2x>y>0}.
On suppose qu’il existe F': Q — R telle que:
dr :f(x+y)(y2dx+x2dy) .

1. Déterminer une équation différentielle vérifiée par f sur R .

2. En déduire la fonction f, a une constante multiplicative pres.

3. Déterminer alors, en fonction de cette constante, la fonction F .

Exercice 15

On cherche les fonctions /: R? — R declasse C' et telles que

V(uv)eRz,%(u,v)+2u%(u,v):0 (1)

Soit ®: R? - R? I’application définie par V(x, y) e R, @ (x, y) = (x,y + x? )
1. En déterminant son application réciproque, montrer que @ est bijective.
2. Soit f: R? — R declasse C'.Onpose g = fo®.

Montrer que f est solution de ( 1 ) si et seulement si og =0.

x
3. Soit f: R> — R declasse C'. Montrer que f est solution de (1) si et seulement si il existe

h:R — R declasse C' telle que pourtout (u,v) e R, f(u v) = h(v - uz).

Exercice 16

Soit E =C”~ ( R? , R ) . Soit @ un réel non nul donné. Pour tout f € E, on pose

_of L of

Q(f)_ax aay.

1. Montrer que Q définit un endomorphisme de E .

2. Déterminer Ker Q enposant u = x etv =y — a x.

3. Déterminer Q" ( f) al’aide des dérivées partielles successives de f.



Exercice 17

1. Montrer que( x, y ) > [xy,ij est une bijection C' de (R . )2 Vers(Ri)z.
y

L2 2 2
2. Déterminer les fonctions f € c? ((R N ) , R) vérifiant : x? Z j: =y? Z j: .
X y

Exercice 18

Résoudre 1’équation aux dérivées partielles suivante : (E): (x of +y ﬂ) fP-x*-yr=0.

Exercice 19
Soit f: (x, ) E(Ri)z B f(x,y)=xlhy+ yhx.

11 . iy
a. Montrer que [ -, - j est un point critique de f.
e e

o | —

b. Donner le développement limité a ’ordre 3 au voisinage de (O, 0) de f (

(1+x),§(1+y)].

11 - .
c. f présente —t—elle en [ -, = j un minimum local ? Un maximum local ?
e e

1
d. f présente —t— elle en [ -,
e

o | —

j un minimum global ? Un maximum global ?

Exercice 20

R* x }—f,f[ > R* xR
On pose o : 22
(r,0) > (r cos 6, rsin )

a. Montrer que ¢ est de classe c'oet bijective.
b. Soit f une application de classe C ' sur R " xR,etg = f o ¢.Quepeut-ondirede g ?

c. Calculer les dérivées partielles de g en fonction de celles de f .

o s _

d. Résoudresur R * x R I’équation aux dérivées partielles : (E ) D=y ™ + x o 0.
X y

Exercice 21

[-1L1]xR —> R
Soit f : .
(x,9) > x> =1 - x? cosy
On remarquera que f estcontinuesur [ — 1, 1] x R etdeclasse C' sur |- 1, 1[ x R.

a. Déterminer les points critiques de f* sur [ 0,1 [ X [ 0, ]

33

b. Calculer f {T, nj - f (x,y). [ présente-t-elle en {g, n

] un maximum global ?

¢. Quelestlesignede f (0, y) — 172
Donner un développement limité a I’ordre 2 au voisinage de 0 de x — f ( X, T )
f présente-t-elle en ( 0, w ) un extremum local ?

d. f présente-t-il en ( 0,0 ) un minimum global ?



e. Soit y, € [ 0, n ] f présente-t-elle en ( I, y, ) un extremum local ?

. T T T
On distingueralescas: y , < E,yo > 5 Yo = 5>

Exercice 22
1. Soitn € N", n > 2.Montrer que Iapplication x > x” ~ ' est une bijection de [0, 1] dans lui-méme.

2. Onnote M lamatrice 3 x 3 dont tous les coefficients sont égaux a 1. Montrer que M est diagonalisable.

Déterminer son spectre, puis celuide M + I 5.
3. Soit D = {(xl,xz,x3) e R3 , X+ x, + x5 < l}.

a. Montrer que D estun ouvertde R *.
: n n n n
b. Montrer que la fonction f : (x,,x,,x3) > x + x5 + x5 + (1 — x; — x, — x3)" estde

2 e .
classe C “, et calculer ses dérivées partielles.

. . 1 1 1
4.a. Montrer que le seul point critique de f est ¢ = (—, R j

4

b. Calculer la Hessienne de f en a, et en déduire que f admet un minimum local stricten a .

5. Montrer que f présente en a un minimum global strict.

6. Soient X |, .., X , n variables aléatoires et de méme loi, a valeurs dans { 0,1,2,3 }

n

Montrerque P (X | = X, ==X, ) <

Exercice 23

a) Déterminer les fonctions y €C (R:,R} tellesque : Ve R _, y’(t)—y(t) =acos(t)+ bsin[t).

- . d 9
b) Déterminer les fonctions f eC 1(R+ XR,R) telles que : V(ﬁ,y) eR, xR,fo(m,y)_yf_f
cy oz

(z.y)=z+y+[f(z.y).



