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Exercice 1

Déterminer la nature de la série »_ u, dans chacun des cas suivants :

“ u:sm(ln—w B un{(l-lj"-l}

n e
n
n
ya un:3;. o_ un:(l—L] 5
nz(lnn)2 \/7
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“ |u

n

B_ Onau, = exp(nln(l—lj] —l,d’oﬁ: u, = exp(n[—l - 12 + 0(%)}} —l,puisaprés
n e n 2n n €

N . 1 1 1 1 1
simplification : u, = exp —1—2—+0 —||-—=ce exp| —— + o

n

1 . o . -
— - D’aprés le critére de Riemann, la série z u, estabsolument convergente, donc convergente.
n3

n

n n

-1
. _ 1
On en déduit que u, = exp(—l - ZL + o(ljj 1. 1{1 Ly, 0(lj - 1},(1’01‘11 w, ~ S~
n

D’aprées le critére de Riemann, la série Z u , estdonc divergente.

- z u , estaterme général positif. On se doute que cette série diverge ; pour le prouver, on compare u , au terme général
nx2

d’une série de Riemann divergente, suivant larégle du "n* u, " : on cherche donc a € R vérifiant les conditions

. o N S
limn* u, :+oo(pouraV01r—a—0(un))
suivantes : . On constate que o = 1 convient, car on a bien

o <1 (pour que Z L& diverge)
n

1/4

In? ( n)

limau, = lim = + oo par croissances comparées.

. - . I . 1 \ o "
On récapitule ? la série de Riemann Z — diverge, — = o ( u, ) et ( u, ) est a terme général positif. On en conclut que la
n n

série Z u , estdivergente.

o On passe a nouveau sous forme exponentielle :

u, = exp[nln{l—ﬁ]} - exp[nln{—ﬁ + 0[%)]} =exp(-yn +0(1)),
doti u, = o(exp(—ﬁ)).




Par croissances comparées, X * exp (- X )

1
0 2

n

Il en résulte que u,

2exp(—\/7) - 0.

n—+ow

— 0.Donc, n
X > +o

j, et ainsi, d’apres la régle de Riemann, la série Z u, estabsolument convergente.

Nature, et le cas échéant somme, de la série > u,

Exercice 2

, dans chacun des cas suivants :

1 1
o u, = . u, =Infl1-—|.
- " on(n+1)(n+3) P " ( nzj
3
1
y unzn—. 0_* u, = arctan| ————— |.
n! l+n+n
* c 1
o_ Posons pourtout n e N°, §, = z . On décompose la fraction rationnelle
ok (k+1)(k+3)
! en éléments simples, et I’on cherche donc o, B tels que :
X(X +1)(X +3) pres: P e ane
1
2. B Y Onobtient :
X(X+1)(x+3) X X+1 X+
1 1/3 1/2 1/6
= —_— + .
X(X+1)(Xx +3) X X+1 X +3
. Z 11 1 1 1 1 L . e 1
Par suite, S Z -—— - = — —— |. Aprés séparation des sommes, et changements d’indices :
o\ 3k 2k+1 6k
n n+1 n+3
Sn:lz .1 l+l l,soitennotantH z —
3500k 25Tk 6Tk k=1
1 1 1 1 1 1 1 1 1
S, = = - —| -1+ + + - -1-=-=+ + + , Ou encore :
" " 2( % n+lj 6( 2 3 % n+1 n+ 2 n+3j
7 1 . . S -
S, = m + O| — |.Finalement, lim S, = —, ce quirevienta dire que la série Zun converge, et que
n n— +ow
+ 0
u, = —
= 18
n
B_ Posons, pourtout n =2 2, §, = Z u;.Ona

k=2

J i( (k-1)

n(k+1)-2In(k )) . A nouveau, on sépare les sommes, et I’on

change d’indice dans les deux premiéres d’entre elles.

n—1 n+1

n—1 n+1

Zlnk+21nk—2z lnk—Zlnk+Zlnk—ZZ Ink,

k=2

)+ e

k=1 k=3

Izl lnk—ln(n

k=2

Etdonc: S, :(

k=2

ln

—Zi In k.

k=2

Z Ink +In(n+1)

k=2

|




Finalement, §, = (

Izl 1nk—1n(n)}+(—ln(2)+ i lnk+ln(n+l)]

k=2 k=2 k=2
n+1
S,=-In(2)+In .
n
+ 0
Par passage a la limite : la série Z”n converge, et Z u, = —1n(2) .
n=2

n
Posons pourtout n 2 0, S, = Z u,.Ona
k=0

terme d’indice 1 nul

changement d’indice

I
' ™M

-2 an In &, soit:

k=1
"k (k-1)+ 3k +1 . TS -
= Z P arrangement du numérateur en vue de simplifications ultérieures
k=0 :
n—1 k(k—l) n—1 k n—1 1
= —= + 3 — + —
kz=:0 k! kZ=:0 ! kz=:0k!
n—1 k(k =1 n—1 n—1
= Z M + 3 Z * + Z RS supression de termes nuls
k=2 k! ko1 kb T k!
n—1 1 n—1 1 n—1 1 n—3 1 n—2 1 n—1 1
= — +3 + — = — +3 — +
kz=:2 (k—2)! kgl(k_l)' kg()k' K=o k! kgok' K=o k!

L . 1 s .
La série exponentielle Z — converge, et sa somme vaut e. On en déduit que lim S, = Se :

k>0

+ o
> u, converge,et > u, =5e.
n=0
.l " (k+1)-k
o Pourtout n € N*, » wu, = ) arctan| ~—————— |.Laformule tan (a — b) =
= P 1+ k(k+1)

n n
donnealors > u, =
k=1

k=1 k=1

n +

T
: Zun converge, et Z Uy :Z.
k=1

lim
)14)+00k:1

On en déduit que

tan (a ) — tan (b)

1+ tan(a)tan(b)

D" (arctan (k + 1) — arctan (k) ), d’ou par télescopage, D u, = arctan (n + 1) — arctan (1).

Exercice 3

Soit (u n ) 2 < v une suite de réels positifs.

ont méme nature.

Montrer que les séries z u, et Z
n>0 nso l+u n

On distingue deux cas :

e Si la suite (u " ) > e converge pas vers 0, alors
ne

+u,

ne tend pas vers 1. Donc, en remarquant que




u 1 . u . L
— 2 =1 - —— lasuite (—"J ne converge pas elle non plus vers 0. De ce fait, les séries > u, et

1+ u, 1 +u 1+ u

n n

z 1—" sont toutes deux grossiérement divergentes, donc divergentes.
+u
n

sont a terme général positif, et

~ u . Les séries Z u, et Z

¢ si(u,)
l+u, n=0 nzo L+u,

leurs termes généraux sont équivalents, elles sont donc de méme nature.

tend vers 0, alors
neN

Exercice 4

n—1 , . L
On pose pour tout n € N™, u, = arccos ( j.Determmer la nature de la série z u, .
n
nx1

n—1

Il
o

— 1, donc, par continuité de la fonction arccos, la suite ( u, ) converge Vers arccos ( 1 )
n n — +ow

On peut dés lors, en utilisant le développement limité a ’ordre 2 de cos, écrire que : cos (u " ) =1-

-1 -1
D’autre part, cos ( u, ) = Cos [ arccos ( & ]j =z .
n n

2

u 1 . 2 .. . . ,
Onadonc I — —— + o(unz) =1-—,dou:u,” ~=.Comme u, estpositif(c’est un arccosinus) ; il en résulte que
n n

=

u, ~ -——.Par comparaison a une série de Riemann (divergente) : la série z u, diverge.
n=1

S

Exercice 5

3/4(_1)n

Nature de la série de terme général : : :
n>* + sin(n)

Posons pourtout n 21, u, =

Ona:

34
(-1)"  (=1)"sin(n) 1
= 34 + e to 374
(-1)"  (=1)"sin(n)
= 34 + 32 T Ve s

: j
avec v, = o .
(nm

Or:
(-1)" e A - , . (-1"
. Z —7— converge d’apres le théoréme spécial des séries alternées (car la suite Z —a
n n
(—l)nsin(n) (—1)"sin(n) 1 . ) 1
o Z T converge absolument (car i < LR et la série de Riemann Z ) converge).




1
)

. Z w, converge absolument (13 aussi par comparaison avec Z

. » -1)"
Au final, la série 3/4(—). est convergente.
as1 n”t +sin(n

Exercice 6

1
1+l4+.+ 2
Soit a un réel strictement positif fixé. Déterminer la nature de la série Z a z
nzl

. 1+ 14+ 1

Onposepourtout n e N, u, =a 2 n,
. , oo 1 1 \ )
On sait (et I’on sait démontrer !) que : 1 + 5 +.+ — = Inn+y+ 0(1),0u v est la constante d’Euler.
nn—+ow

On en déduit que u, = a ™" 7o) soit y, ~ a? g ™) = g7 p ()

. \ ;o . In . . g .
Par comparaison 4 la série de Riemann »_ »n (a) . > u, convergesietseulementsi In (a) < —1,c’est-a-dire si et

. ~1
seulementsi a < e .

Exercice 11

* Z 1
Onposepourtout n € N : a, = »

1. Déterminer lim a,.On pourra penser aux sommes de Riemann.
n— +0o

n (_l)k+1.

2. Pourtout n € N, on pose : S, = i
k=1

a. Montrer que pour tout n € N : S,, =a,.

k+1
. . -1
b. Retrouver alors la somme de la série harmonique alternée Z % .
k21

1. Onaan:li !
n

I | =

=k . . 1 .
T = > f (—j,ouf estla fonction ¢ > T . f estcontinue sur le segment [ 0,1], le
h=1 n + ¢

résultat du cours concernant les sommes de Riemann s’applique donc, et assure que lima, = | f(¢)dt,soit

) S——

1
lima, = | Yo
o L +1¢
1 2 (-1)F"! 1 1 . .
2. Procédons parrécurrence.Ona a, = 5 et §, = Z — = ~5 + 1= E,donc la propriété est vraie au rang 1 .
k=1

. P *
Si on la suppose vraie aunrang n € N : d’une part :

n+1 n+2 n+2
1 1 1 1 1 1
i n+1+k jam+j 2n + 2 2n + 1 n+1 Tion+
. 1 1 1 1 1 ,
ce quidonne a, . - + a + a,.D’autre part :

= + = —
2n + 2 2n + 1 n+1 " 2n + 1 2n + 2




k+1
2o(-1) 1 1 1 1
Son+1) = 2 X 3 - =S8y, + - :
P n+1l 2n+2 2n+1 2n+2

Comme par hypothése de récurrence S,, = a,,onenconclutque S,(,,,) = a,,,etceciachéve larécurrence.

3. D’aprés 2. et 1., ona limS,, = lima, = In2.Ilestalors clair qu’également lim S,, ., = In2,

— 0. Les suites des termes d’indices pairs et impairs de la suite ( S, ) convergeant
2 n + 1 n— +©

puisque S2n+1 - S2n =

k+1
- . - T L. -1
vers une méme limite, ( S, ) converge elle aussi vers cette limite. Cela revient a dire que la série Z % converge, et
k=1
k+1
+ oo _ l
que Z L =In(2).
k=1 k

Exercice 12

n
Pourtout n € N", onpose v, = z In k.
k=1

1. Al’aide d’une intégrale, montrer que v, est équivalenta n In n quand » tend vers + .

2. Pourtout n € N, prouver I’égalité : ln("+£[(n +1)! ) - ln(’i/F) _ ! 1[ln(n +1) - 1 Zn: ln(k)J.

n + n =
. - (="
3. Etudier la convergence de la série Z .

n2>1 n’\)n'

4. Montrerque v, = nln(n) —n + o(n).

5. Etudier la convergence de la série de terme général

1

1. On adopte le méme principe que pour la comparaison série/intégrale (ici la fonction sous-jacente est croissante et non

décroissante, mais cela ne change pas la philosophie) :

k k+1

La fonction ¢ — In ¢ est croissante sur [1, + [ ,donc pour tout k > 2 : j Intdt <Ink < j Inzdt.
k-1 k
n k n n  k+1
On en déduit que pour tout n > 2, Z J Inzdt < Z Inn < Z .f In ¢ dt , soit (en utilisant la relation de
k=2 x_1q k=2 k=2 %

Chasles d’une part, et le fait que le terme d’indice 1 de la somme v, = z In £ estnul d’autre part) :
k=1

n n+1
jlntdtSVns I In ¢ dt
1 2

IA

Onadonc[tlnt—t]f vnﬁ[tlnt—t];”,soit:

nln(n)—n+1£v <(n+1)1n(n+1)—(n+1)—21n2+2.

n -




Comme: nln(n)-—n+1~nln(n)et(n+1)In(n+1)-(n+1)-2In2+ 2 ~ nlnn,onendéduit,
par encadrement, que v, ~ nln(n).

4. Onaaussiv, = nln ( n ) -n+o ( n ) en reprenant ce qui précede, et en affinant juste un peu.

2. Pourtout n € N ™,

ln(n+1/(n+1)!)—ln(“\/n_!)=n+lk§lln(k)—;k§lln(k)
- — 1n(n+1)-;nl+1 > n (k)

Il
—
7\
—_
=
—_
N
+
—
~
|
| —
M=
—_
=
—_
bl
~
N—

3. Il ressortde ce qui précede que

in (G e 1)) = (YaT) = - 1+ l[ln(n -ty 1n(n+1)]:o,

\%

Ainsila suite —= est décroissante. Elle tend de plusvers 0 (cf.1’équivalent donné en question suivante). Alors d’apres le

(1)’
TSSA, ~ 7

5. On sait (formule de Stirling), que n! ~n" e ™" \/ 2 m n. Donc

converge.

1 1

fnt (n"e‘"\/erO("ne_n\/;))

IS |o

=

. L 1 .
Par suite, la série Z — diverge.
n!

Exercice 13

Soient(un)nzl,(vn)n21 les suites définies par : Vnz2l, u, =v, =

Montrer que les séries z u, et Z v, convergent, mais que la série produit de Cauchy de ces deux séries est divergente.

n=1 n=>1

e La suite (— est décroissante et tend vers 0, donc, d’aprées le théoréme spécial des séries alternées,
n>1

I

z u, = v, converge.
n>1 nx1

e e Soit Z w,, la série produit de Cauchy de Z u, et z v, .Onapourtout n > 2,

n>2 n>1 n2>1
w, = nz—f UpVy_ g = nZ—:Z i =(-1)" nZ—:Z 1 Lemaximum de la fonction ¢ +- t(n—1)
k=2 k=2 k(n—k) k=2 k(n—k)
2 n-2
sur le segment [0, n] est atteint en % etil est égal a nT,donc: |wn > kz_:z % = 2nn_ 3 2. Lasuite (wn ) ne tend

pas vers 0, le produit de Cauchy de z u, et Z v, estdonc grossiérement divergent.

n>1 n=1




Exercice 14

+ 00 +®
A I’aide de produits de Cauchy, calculer : LY (n+1)37". 2. Y (n+1)(n+2)37".
n=0 n=0

n n
1. Pourtout n € N, (n +1)37" = Z 37" = Z 3% 37("=%) On reconnait la le terme général de la série de
k=0 k=0

Cauchy de la série Z 37" avec elle— méme. Comme la série géométrique Z 37" converge absolument, on sait que

n=0 n=0

2
+ 0 t®

z (n +1)37" converge aussi (toujours absolument), et que I’on a z (n+1)37" = [ z 3_”] ,d’ou:
n=0 n=0 n=0

+ o 1
D (n+1)37" = —— | =
1

n=20 _‘1
3

NG NG}

L + 1 + 2
2. Onrecommence. En utilisant la formule ' (& + 1) = (7 )2( ! ) , on trouve que pour tout n € N,

k=0

(n+1)(n+2)37"=2> ((k + 1)3”‘)3_("_1{). > (n+1)(n+ 2)37" estdonc le produit de Cauchy des
k=0

séries 2 ) (n + 1)37" et Y 37", quisont toutes deux absolument convergentes. De ce fait Y (n + 1)(n + 2)37"

oo + o0 + o0
converge absolument, et ’on a z (n+1)(n+2)37" =2[ Z (n+l)3”}[ z 3”}:2747.

n=0 n=20 n=0

Exercice 15

N' . n
Soit (an) € (R + ) une suite de réels positifs. Pour » € N ", onpose: b, = _ Z ka,

*
neN

n
Toujours pour n € N ™, on notera 4, = Z a, et B, = Z b, .
k=1

1. Déterminer, pour tout entier » € N *, une relation entre A,,B,,eth, .

2. Montrer que les séries numériques z a, et Z b, sontde méme nature. En cas de convergence, comparer leurs sommes.
nz1 nz1

n
1. Onapourtout n e N*, B, = > b, =
k=1 k

On en déduit que :
B, = i ia i L = i ia L (télescopage)
" R o G A page.

puisque B, = iai— ! i ia;, =4, —nB,.




2. Supposonsque la série z a, converge. Alors, la suite des sommes partielles ( 4, ) . est majorée. Notons M 1’un de
nz1 ne
— n B, ,on déduit pour tout n € N * que, puisque n B, est positif,

ses majorants. De la relation B, = 4,

<4, <M.

n n

Ainsi, la série Z b, estaterme général positif, et la suite de ses sommes partielles est majorée. On en déduit que Z b,
nz1 nz1

converge.

Supposons maintenant que la série Z b, converge,notons S sa somme.

nz1
+ o0
Alors,lereste R, = ) b, estbien défini pourtout n, et lim R, = 0.
k=n+1

Or:

H'M

Donc R, 2 nb, 2 0,etl’onendéduitque lim nb, = 0.

Enrevenant a larelation B, = A4, — n B,,onenconclutque lim 4, = lim B, = § : Z a, converge, et
nz1

+ o0 + o0
2 an= 2 by
n=1 n=1

En conclusion : les séries z a, et Z b, sont de méme nature, et, en cas de convergence, leurs sommes sont égales.
n=>l1 n=>1

Exercice 16
On considére un réel @ non nul. Déterminer, en fonction de a, la nature de la série de terme général u, = a Linn]

1. lorsque a est strictement positif;

2. lorsque a est strictement négatif.

1. Lorsque a = 1,la série Z u , diverge grossiérement, supposons désormais que a € ]0, 1[.Puisqu’ici a estun réel

strictement positif, on est en droit d’écrire que u, = ¢! """ (*) In (a)<Oetln(n)-1<|Inn|<In(n),ona



In(a)
(n(n)=tim(e) <y < gm(Im(e) goit : L <u, <n" 1lenrésulte que > u, estde méme nature que la
a

donc e

L . o (a . . .. . 1
série de Riemann Z n") elle converge si et seulementsi In (a ) < —1, soit si et seulement si a e } 0, - [ .
e

. 1 . Lo . , . . .
On suppose maintenant @ < 0 ; u, = a L) reste bien défini, puisque dans cette écriture la puissance est entiére.

du, =Y (-1) Linn |a] L") nest pas 4 terme général positif, et ce n’est pas non plus une série alternée. Traitons tout

d’abord deux cas faciles : si a < —1 lasérie Z u , diverge grossicrement, et d’aprés Q1. lorsque a € }— l, 0[ , Z u,
e

1 \ . . .
converge absolument. Reste le cas a € } -1,-- } , et 1a la situation se complique.
e

NotonspourpeN,Ap={neN*,Lln(n)J:p},etTp= > un.Onvamontrerquelasuite(Tp) _, e
ned, p=

tend pas vers 0, et en déduire que la série Z u, diverge.

Pour commencer, notons que 'ona 7, = > (-1)”|a|” :|a|pxcard(Ap).Depluspourn e N™:

neAp
ned, < p-1<In(n)<pe e’ ' <n<e’” Onendéduitque card(Ap):Le”J —Le"’l + IJ +1,

d’ou card(Ap)ZeP —ef 2.

, _ 1 2 1 . .
Par conséquent : |Tp| > |a|? x(ep — el 1 _ 2) _ o plinfa[+1) (1 - - - —pj,etcomme |a| = =il enrésulte que
e e e

1 2
N A .
|Tp|_1 e or ,1lestalorscla1rque(Tp)pzonetendpasvers 0.

Supposons maintenant la série Z u , convergente,notons S sa somme. Alors la suite ( S, ) de ses sommes partielles tend

vers §'; ennotant n, le plus grand entier n’appartenant pasa 4, et m , le plus grand entier appartenanta 4 ,,ona

lim n = lim mp=+oo(carnp=Lep_lJetmp=Lep_ljpourp22).

p o +® P>+

Done, lim §, = Ilm S, = S,etparsuite lim (Smp —Snp)=0.MaisSmp -8, =T

n b
p > +w P p 4w p—> +o P 4

lim (Sm L, S, ) ) = 0 est donc impossible. On a ainsi montré par I’absurde que Z u, diverge, ouf.
p > +®

Exercice 17

z 1
Prouver que la série —1) In| 1+ — | converge.
q > (-1) ( n) g

n>1

Calculer sa somme.

2.

La suite (ln (1 + — j} est décroissante et tend vers 0, donc, d’apres le théoréme spécial des séries
n
n>1

n 1
Iterné —1) " In| 1+ — .
alternées, E (-1) n( + nj converge

n>1

Le CSSA ne permet évidemment pas d’obtenir la somme de la série considérée. Pour 1’avoir, on passe comme d’habitude

10




par des sommes partielles, en espérant peut-€tre, vue la situation, qu’elles seront télescopiques. En tous cas, on peut

toujours essayer. On le fait et I’on obtient la chose suivante, en considérant par exemple les sommes partielles d’ordre pair :

k=1 J J=1 J =

= = 2]—1

27 +1 -1
j=1
et mince ¢a ne se télescope pas. Pas grave, on va s’en tirer autrement. En ré unlssant tous les In en un seul, on obtient :

™M

1.32.52 (22 -1)" . (2n +1)

(2.4..(2n))°

, que I’on arrange suivant une méthode classique pour

VneN', S, =

n

faire apparaitre des factorielles :
12737475 (20 = 1) (2n)" (20 + 1) | _ ((2n)1)*(2n +1)
= In

(2.4..(2n))° 24" (n1)"

S,, =In

n

((2n)!)2(2n+1) (2n) 74”4nn(2n+1)
24 (n1)* 24" ptre Tt (2nn)?

Maintenant, la formule de Stirling donne : , puis en

((2}1)!)2(211 + l) N 4nn(2n + 1) B
24 (n1)? (2mn)’

simplifiant :

Al

2n + 1

n—>+w

On en déduit que lim S, , = ln(z].COmme N —ln(l + ] — 0,onaaussi
T

2 ~— 1 2
lim S =In| £ |, etainsi -1)"In|{1+—=|=In| =|.
ey = [ 2 Joetainsi 3% (-1 ()

n=1

Exercice 18

Sur la série des restes d’une série convergente

Soit ( u, ) g une suite réelle a termes positifs telle que la série Z u , converge. Pour tout » € N, on pose
n=0

+ o0
n = Z B e
k=n+1

n

n
. Soit n € N . Exprimer Z R, - Z k u, enfonctionde n etde R,
k=0 k=1

. Montrer que si la séric ) R, converge, alors lasérie Y nu, converge.
n=0 n=>0

. On suppose que la série Z nu, converge. Que vaut lim (n 4 1) R,?
s 0 n— +o

. En déduire que les séries Z R, et Z n u, sontde méme nature, et,qu’encas de convergence, elles ont la méme somme.

n=0 n=0

n n
. On a pour tout ZRk— Zkuk:
k=0 k=1

11




n n +© n n +© n n
sz:Z u1=2[2u1+-z u]j=Z(ZuJ+R],dou
k=0 k=0j=k+1 k=0\j=k+1 j=n+1 K=o\ j=F+1
n n n n Jj—1 n

Rk:Z Z ”/+(”+1)anv uj+(n+1)R,,=ZJuj+(n+l)Rn
k=0 k=0j=k+1 j=1k=0 Jj=1

2. Supposons la série R
nx0

. convergente, notons R sa somme. Les u , €tant positifs, on a pour tout n € N ,

n n n n
kzo R, < R, etlégalite kZO R, - kzl ku, = (n + 1) R, permet d’en déduire que ’on a aussi kzl ku,

IA
=

nu , estaterme général positif et la suite de ses sommes partielles est majorée, donc Z nu , CONverge.

n=0 n>0
+ 0
3. Supposons que Z nu , converge. Alors par propriété des restes d’une série convergente, lim Z ku, =0.
n=0 n—>+ook:n+l
+ 0 +
Or0< (n+1)R, = > (n+1)u, < > ku,.Onendéduit parencadrement,que lim (n +1)R, = 0.
k=n+1 k=n+1 n— +wo

4. Onamontré quesi » R, converge, » nu ,.Réciproquement,si » nu,,ona lim (7 +1)R, =0.En
=0

n n=0 n>0 n— 4w

n n
passant a la limite dans ’égalité¢ » R, — > ku, =(n+1)R,  onendéduitque > R, converge,etque
=) K=

nx0

+ 00 + o0
Z R, = z k u , . Finalement, les séries Z R, et Z n u , sontde méme nature, et, en cas de convergence, elles ont
k=0 k=1 n=0 nz0

la méme somme.

Exercice 19
On considére, pour tout n € N, I’équation (En ) oxe" =1,

1. Montrer que, pour tout n € N, cette équation admet une unique solution réelle x , .

2. Montrer que la suite ( X, ) N admet une limite ( et déterminer cette limite.
n e

7 . ro. y . 2
3. Déterminer la nature des séries numériques »  x, et > x,°.

4. Donner un équivalent simple de x, lorsque n tend vers I’infini.

1. Pourtout n € N, considérons la fonction f,: x > xe”" — 1. Cette fonction est clairement strictement négative sur

], 0[, etelle est continue, strictement croissante sur R , ,avec f, (0) < 0, et . Lln:w fo(x) =+,

Par suite, d’aprés le TVI strict : il existe un unique réel x, tel que f, (xn) = 0 (et’onaenoutre x, > 0).
1 ..
2. o Pourtout n € N,fn(an) =x,.,e " —1< ane(’H J¥n s —1=fn+1(xn+1).Pardéﬁn1t10n,
Sni (x,Hl) = 0 ;onadonc f, (x,,H) <0.0r f, (xn) = 0 et f, estcroissante sur R , ; on en déduit que

X,4+1 < Xx,,etque lasuite ( X, ) . est décroissante. Elle est de plus minorée (par 0), elle converge donc. Soit ¢ sa

12




limite. SiI’on suppose ¢ > 0, on a par continuité, en passant au logarithme dans la relation f, (x " ) =0,

1 o .
x,=——In (x,l ) d’ou ¢ — 0, absurde. Ainsi, la suite (x,, ) converge vers 0.

n
n

Exercice 22

Soient > u, et » v, deux séries a termes réels strictement positifs.

v

Uyt n+1

<

1. On suppose que I’on a < pour tout n assez grand, et que z v, converge. Montrer que Z u, converge.

u, Vo

2. Reégle de Raabe — Duhamel

u
On suppose qu’il existe unréel 4 > 1 tel que pour tout n assez grand, —— !

u,

Uyt

>1 - l Montrer que la série Z u, diverge.

u, n

3. On suppose que pour tout n assez grand,

A
< 1 — —.Montrer que Z u, converge.
n

1) Soit N un entier tel que ,41/%, < Vpp1/v, pour tout » > N. En faisant le
produit membre a membre de telles inégalités, on en déduit que, pour tous entiers m,n
tels que N < m < n,ona U,/ /Uy < v,/vy. Alnsi, u,/u,, < v,/v,, c’est-a-dire

+ o + o
Uy, < (u, /v, v, pour tout n > N. Puisque la série > v, converge, la série >

COoIverge, par corpar a1som.

2) Soit & € ]1,A[. Pour tout n € N*, posons v, = 1/n%. Si n tend vers +co, on a:

Uptl N 10" 1
= (14— =1—-—+40 — .
Uy, n n n

Par hypothese, u,11/u, < 1 — A/n dés que n est assez grand. Comme a < A, ilen

+oo
résulte que ,11/%, < Vpt1/v, pour tout n assez grand. Mais la série > 1/n® converge
n=1
+ o
(Riemann), donc la série > u,, converge, d’aprés 1).
n=0

3) Pour tout entier n > 2, posons v, = 1/(n — 1). Pour tout entier n assez grand,

4o
Vpt1/Vn = 1—1/n < upyq/u,. Lasérie > v, diverge (c’est la série harmonique) donc,
=2

+ o
en vertu de 1), la série > u, diverge.
=0

Exercice 23
Transformation d’Abel
n
Soient (an )n o (bn )n . deux suites réelles. Pour » € N, on pose 4, = Z a,.
k=0

n n—1
1. Montrerque: V n € N, Zakbk: ZAk(bk_bk+l)+Anbn-
k=0 k=0
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2. On suppose que :

. La suite ( A4, ) est bornée.
neN
. La suite ( b, ) y &St décroissante et converge vers 0 .
n e
a_ Montrer que la série Z A, (bk - by ) converge absolument.
k20
b_ En déduire que la série Z a, b, converge.
nx=0

3. Soit o € R} . Etudier la nature de la série > sman'
n>1 N
1. En posant A = 0. on a, pour tout entier naturel n, a, = A, — A, 1. On en dédnit,
grace o un changement d'indice dans la deuxieme somme.
n ) n n—1
Z apby, = Z'i Ap — Ap—1)by = Z Agby. — Z Ak D1
= =0 =0 e=—1
n—1
= Z -"-11.' ':'JJ.!.' - 'J’]J':+1 :' + -"-1;'1 "l"n-
L=

2. La suite (b, )pen est done a termes positifs. On note M un majorant de (| A, |lpen. On

alors
n—1 n—1 n—1
Z Ap(be — brg1)| = Z Ay — b)) € M Z':flfk — bpy1)
k=0 k=0 —()

< M{by — by < Mbg.

La série a terme positifs E Aplby —bpir)

convercente, La série E An by — byg1) est done absolument convergente. On en déduit que

a ses somimes partielles majorées. Elle est done

n—1
E Apl(by — b 1) a une limite finie gquand n tend vers +oc. Conme par aillenrs la suite
k=0

T
{Anby ) apour limite 0. E apby a une limite finie quand n tend vers +oc et la série de terme
k=0
géneral ay, b, converge.

l

3. On pose a,, = sinn et b, = —. La suite (b, )pem est décroissante et converge vers 0. Pour

1
montrer la convergence la série de terme général w,, = a,b,. il suffit de montrer que la suite

(A inen st bornée. Pour n = 1. on a

n n n . | _ pilnt1)
A, = E sinf =3 E el =3 E (r'i}l = f—
’ | — et
k=0 k=0 k=0
Comme, pour tout nombre complexe =, [3z| < [2], on en déduit
| — ptintl1) 9
A, < < —
S i e S TS
e . s n
La suite (A, ), em est bornée et done E — converge.
17
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